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摘要：本文根据问题背景和题目要求研究了在各种不同条件下的研究生录取问题。在对笔试、面试成绩以

及导师信息进行量化处理基础上设计了对应的研究生录取方案，通过构造选择矩阵和满意度矩阵建立了双

向选择策略的 0-1 规划模型，借鉴“八皇后”算法思想，采用回溯法编程计算求解出了最优解，得到各问

题的最优方案；同时采用降阶技巧和创建的定理，快速地求解出实用的较优解，得到对应较优方案。希望

本文提出的解决方案对高等教育部门在高校研究生录取工作中起到一定参考作用。 

关键词：研究生录取；双向选择策略；0-1 规划模型  

1  问题复述（详见首届全国部分高校研究生数模竞赛 D题） 

2  基本假设 

为简化问题，根据实际情况，提出如下假设： 

（1） 假设专家对学生的评分公正、合理，且每位专家对学生的成绩评价都是同等重要，

并且每个方面的评价也同等重要； 

（2） 假设专家对学生专长的复试评分的五个标准是相互独立的，导师的学术水平指标的

四项也是相互独立的，并且对总评分的贡献均等； 

（3） 如果不特殊指明，研究生初试成绩比重 7.0 ，导师对学生客观成绩的偏重系数

7.0 ，学生对导师学术水平的偏重系数 7.0 ，学生对导师平均满意度的偏重

系数 5.0w 。 

3  符号说明 （见文中）  

4  问题分析与数据处理 

4.1  对笔试成绩与复试成绩的量化处理 

学校在录取学生时，一般首先考虑学生的综合成绩，包括笔试成绩和复试成绩。量化处

理综合成绩以 100制。其中笔试成绩对综合成绩的贡献率为 ，面试成绩的贡献率为 )1(  。

笔试成绩一般以 500 分作为满分，那么学生 iS 的笔试成绩 iM 可以量化处理为： 

100
500

 i
i

M
m ，面试评价中的 A、B、C、D 四个等级分值量化为 4、3、2、1。一个专家给

学生 iS 在五个方面的评分为 kif , （ 5,,1k ），假设 kif , 对复试成绩的权重为 kv

（ 5,4,3,2,1k ）， 实 际 操 作中 认为 1kv ， 学 生 iS 的 实 际 复 试成 绩 量 化 后 ：

)1(100)45/(
5

1
,  

k
kiki fvn    

                                                        
1 本文获 2004 年首届全国部分高校研究生数学建模竞赛一等奖，并被评为优秀论文 
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那么对于一个专家来说，学生 iS 的笔试和复试的客观综合成绩 iii nmc  。 

4.2  导师学术水平的量化 

在双向选择时，导师的学术水平是学生考虑导师的一个很重要的因素。问题中给定的导

师学术水平指标表现在以下四个方面：发表论文数、论文检索数、编（译）著作数、科研项

目数。假定四项指标占有同等重要地位，分别记为 )4,3,2,1(, kL kp ，则可以给导师的学术水

平指标量化评分，原则如下： 

（1） 搜索四个指标的最大值分别记为 kL （ 4,,1k ），最大分数定为 25；  

（2） 导师 pT 在各单项上的得分记为 kkpkp LLl /25 ,,  （ 10,,1p ）； 

（3） 导师 pT 在学术水平上的得分为四个单项分数的总和，本文中记为 pl ，其中

)/(25
4

1
,




k

kkpp LLl ； 

4.3  学生自身能力与导师主观因素的符合度的量化 

假设参加复试的学生 iS 在五个专长上得分分别为 kif , ，导师 pT 对学生 iS 各项专长的主

观因素分数为 kipF , ，那么在第 k 项专长上，学生 iS 得分 kif , 与导师 pT 的主观因素分数 kipF , 的

符合度记为 kip, ， 
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学生 iS 自身能力与导师 pT 主观因素的符合度为五个专长项上符合度的平均值，记为

ipg ，其中 



5

1
,

5

1

k
kipipg   

5  问题 1 的模型建立与求解 

5.1  研究生的录取方案 

计算专家组中的专家 jE （ 8,,1j ）给学生 iS 的客观综合成绩 ijc 的分数均值





8

18

1

j
iji cc 作为 iS 的客观成绩。取学生客观成绩的前 10 名作为录取的对象。 

5.2  学生对导师的满意度矩阵 )( ipaA   

学生考虑导师时，按照自己专业发展志愿选择导师的原则如下： 

（1） 学生 iS 将 10 名导师分成三个考虑等级 kD )3,2,1( k ：第 1 志愿、第 2 志愿、不对口

专业，考虑的优先顺序为： 1D  > 2D  > 3D 。 

（2） 等级相同则考虑两方面的因素：a. 导师的学术水平；b. 学生自身能力与导师对学生

专长期望要求之间的相符程度。对 a 给定权重  ，b 的权重为 )1(  。 

（3）  对这样两个因素加权和，得到该等级下学生 iS 对导师 pT 的评价分，记为 ipt ，

ippip glt  )1(  ，将属于该等级的导师按照评价分从高到低的顺序排列，就可以得到
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该等级下学生 iS 对导师的排名。 

（4） 三个等级的排名相连接，得到学生 iS 对导师的整体排名 ipSN ，转化为学生 iS 对导师

的满意度 )11(1.0 ipip SNa  。构成的满意度矩阵记为 1010)(  ipaA 。 

5.3  导师对录取后的学生的满意度矩阵 )( ipbB   

导师在选择学生时，考虑学生专业发展意愿的原则如下： 

（1） 设导师 pT 所在专业为 kP )4,,1( k ，则导师 pT 将优先考虑将该专业作为第 1 志愿和

第 2 志愿的学生；最后选择专业不对口的学生。即将 10 名研究生分成三个选择等级

kC )3,2,1( k ，顺序为： 1C > 2C > 3C 。 

（2） 在同一选择等级中，导师选择学生的优先次序也要考虑两方面的因素：a. 学生的客

观综合成绩；b. 学生自身能力与导师对学生专长主观因素之间的符合度。对 a 给定权重 ，

b 的权重为 )1(  。 

（3） 将这样的两个因素加权和，得到该等级下导师 pT 对学生 iS 的评价分，记为 piy ，

5

)1(
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
 

k
kipipi cy ，按照评价分从高到低的顺序排列，就可以得到该等级下导师 pT

对学生的排名。 

（4） 三个等级学生的排名相连接，得到导师 pT 对每个学生的整体排名 piTN ，转化为导师 pT

对学生的满意度 )11(1.0 pipi TNb  ，标准化处理后为 ipb 。构成的满意度矩阵记为 B ，

1010)(  ipbB 。 

5.4  定义选择矩阵 X  

选择矩阵 }1,0{)( 1010  ipxX ，表示导师 pT 与学生 iS 之间的选择关系。考虑到学生不

可能选择两个或两个以上的导师，故要求 1
10

1


p

ipx 。 

5.5  多目标 0-1 规划模型
[1]
 

多目标函数： (1) ip
p

ipi xaxA 



10

1

)(max       10,,1i  

(2) ip
i

ipp xbxB 



10

1

)(max      10,,1p  

双目标函数： (1) 
 


10

1

10

1

)(max
i

ip
p

ip xaxA      10,,1i  

(2) 
 


10

1

10

1

)(max
p

ip
i

ip xbxB     10,,1p  

tspublic . : 












0)1(

1
10

1

ipip

p
ip

xx

x
)10,,1;10,,1(   pi ，记为公共约束条件 

5.6  单目标 0-1 规划模型 

双目标 0-1 规划问题在求解中仍然存在问题，将双目标转化为单目标，即将学生和导师

的满意度分别最大转化为考虑综合平均的满意度最大。考虑对学生和老师满意度的偏好程

度，对学生和导师分别取偏好系数w， )1( w ，则双目标规划模型转化单目标规划模型[2]
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如下： 

])1([
10

1
)}]()1()([max{

10

1
)(max

10

1

10

1

10

1

10

1

  


i p

ipip
i p

ipip xbwxawxBwxwAxM  

约束条件： tspublic .  

5.7  单目标 0-1 规划模型的求解
[3]
 

（1） 选择矩阵 1010)(  ipxX 是不确定 0-1 矩阵，通过简单计算可知有
1010 种选择矩阵，若

对每一种选择矩阵均进行计算，求出 )(xM 的
1010 个值，再在其中找出最大值M

~
，计算时

间大约需要几十个小时。 

（2） 改进算法。在求解最大综合平均满意度 )(xM 的过程中，当 1 ipip ba 时，表示学生

iS 的最大满意度是选择导师 pT ，且此时正好导师 pT 的最大满意度也是选择学生 iS ，可以证

明与 1 ipip ba 对应的 1ipx 。 

定理 1：求解最大平均满意度 )(xM ，若满意度矩阵中有 1 ipip ba ，则 1ipx 。 

证明：反证法。（证略） 

（ 3）  若满意度矩阵 1010)(  ipaA 和 1010)(  ipbB 中，没有 1 ipip ba 的项，但是当

);10,,1)()1(max()1( pkkbwwabwwa ikikipip   时，可以证明在求解最大综合平

均满意度 )(xM 时 1ipx ，即学生 iS 与导师 pT 确定双向选择关系。 

定 理 2 ： 在 求 解 最 大 综 合 平 均 满 意 度 )(xM 时 ， 若 满 意 度 矩 阵 中 有

))1(max()1( ikikipip bwwabwwa  );10,,1( pkk   时，则 1ipx 。 

证明：反证法。（证略） 

（4）由于每名学生均须选择一名导师，利用定理 2 十分简便的给出选择矩阵，确定学生 iS

对导师的选择，给出最优解。得到最大综合平均满意度为 96.0
~
M 。 

6  问题 2 的模型建立与求解 

6.1  模型的建立 

结合问题 1，此时可以建立以下单目标 0-1 规划模型： 


  


10

1

10

1

10

1

10

1

)1()()1()()(max
i i

ipip
i i

ipip xbwxawxBwxwAxM  

约束条件： tspublic .  加上 1
10

1


i

ipx    )10,,1;10,,1(   pi  

6.2  模型的求解 

本问题是一个 NP 难题，除了遍历搜索求法能够得到最优解外，其它方法得到结果只能

是近似最优解。 

（1） 近似算法 

利用问题 1 中求解的程序。若满意度矩阵 1010)(  ipaA 和 1010)(  ipbB 中，当

))1(max()1( lklkipip bwwabwwa  且 ,pk （ ）ill  ;10,,1 时，取 1ipx ；再在满
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意度矩阵中第 i 行和第 p 列以外的元素中找出 ))1(max()1( lklkmnmn bwwabwwa   

 imllpnkk ,;10,,1,,;10,,1    

取 1mnx  ；…。依此方法直至确定出每名导师带一名研究生的方案。 

（2）  最优算法 

选择矩阵 1010)(  ipxX 根据约束条件，可知有 3628800!10  种满足约束条件的选择矩

阵，对每一种选择矩阵均进行计算，求出所有的 )(xM ，再在所有值中找出最大值M
~

，则

一定是最优解，所需计算时间不是太多。 

对每一种满足约束条件的选择矩阵，通过目标函数简单计算就能求出。考虑到约束条件

的特殊性，这与计算机编程的经典问题“八皇后”问题求解[4]十分相似，借鉴其计算思想来

记录满足约束条件的选择矩阵。“八皇后”问题的主要思想在于回溯，回溯法的原则是“可行

则进，不行则换、换不成则退”。借鉴解决“八皇后”问题的思想，采用回溯法产生满足约

束条件的选择矩阵。由于最优解的计算时间稍长，下面设计一种可能是最优的降维近似算法 

（3） 可能是最优的降维算法 

若在满意度矩阵 1010)(  ipaA 和 1010)(  ipbB 中，有 j对 1 ipip ba 时，即表示学生 iS 的

最大满意度是选择导师 pT ，且此时正好导师 pT 的最大满意度也是选择学生 iS 。首先将这 j对

学生 iS 和导师 pT 相互选定，选定后就可以将满意度矩阵降阶到 )10()10( jj  ，降阶后的

满意度矩阵和选择矩阵可以采用上述（2）最优算法，求出降维后的最优方案。最后将降维

后的最优方案加上首先相互选定的 j对学生 iS 和导师 pT 就构成了一个较优选择策略。通过

建立转换关系，将高维的 8－皇后问题转换成低维，有效的降低了时间运行效率，从而得到

近似最优的选择方案。 

7  问题 3 模型的建立与求解 

与前面录取学生原则不同的是，这里首先对所有参加复试的学生按照客观成绩和主观要

求综合评价，得到录取的研究生序列。 

7.1 导师对 15 名学生的评分 

导师选择学生的先后次序考虑两方面的因素：a. 学生的客观综合成绩（包括初试成绩

和面试成绩）；b.学生自身能力与导师对学生专长主观因素之间的相符程度。对 a给定权重 ，

b 权重为 )1(  。将 a、b 分数进行量化，采用 100 分制，可以给出导师 pT 对学生 iS 满意度

评价
5

)1(100
)(

5

1
,





 

k
kipiip cy （ 10,,1;15,,1   pi ），每个导师 pT 对学生 iS 按照

分数的高低对学生排列。按照前面对排名的标准量化得到所有导师对所有学生的满意度矩阵

1510)(  ipbB 。 

7.2  研究生的新录取方案 
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计算 



10

110

1

p
ipi bb ；对 ib 从大到小进行排序，取前 10 名即为录取研究生。为了表示的

简单性，录取的 10 名研究生仍旧记为 iS )10,,1( i ，导师 pT 对学生 iS 的满意度为

ipb )10,,1;10,,1(   pi 。 

7.3  导师对录取的研究生的满意度矩阵 1010)(  ipeE  

导师 pT 对学生评价分
5

)1(100
)(

5

1
,





 

k
kipiip dy 。由于不考虑申报专业志愿，那么

导师 pT 对录取的学生按照评价分 ipy 从高到低排列。对这样的学生排列从前到后赋予满意度

为：1.0>0.9>…>0.1。则导师 pT 对学生 iS 的满意度记为 ipe ，由所有的导师对录取后的学生

的满意度构成的满意度矩阵为 1010)(  ipeE  

7.4  研究生对导师的满意度矩阵 1010)(  ipqQ  

由于不考虑申报专业志愿，那么学生 iS 对导师的选择顺序仅由满意度评价分

ippip glt  )1(  的大小来确定，则学生 iS 对 10 名导师按照评价分从高到低排列，对

这样导师排列从前到后赋予满意度为：1.0>0.9>…>0.1。则学生 iS 对导师 pT 的满意度记为

ipq ，有所有研究生对导师的满意度构成的满意度矩阵为 1010)(  ipqQ 。 

7.5  模型的建立 

（1） 首先找出相互选中的研究生和导师，即找出所有满足 1 ipip eq 的导师 pT 和学生 iS ，

假设这样互相选中的研究生有 j 对，则互相选中的导师和学生的下标组成的集合为

},,{ 21 jdddD  ，剩余的为导师 pT )( Dp 和学生 iS )( Di ，学生 iS )( Di 对导师

pT )( Dp 的满意度构成的满意度矩阵为 )10()10()( jjipqQ  ，导师 pT )( Dp 对学生

iS )( Dp 的满意度构成的满意度矩阵为 )10()10()( jjipeE  ，且剩余的导师与剩余的学生之

间的选择矩阵为 ipx ，其中 DiDp  , 。 

（2） 根据上面的讨论，建立相似于问题 2 中的模型，如下 

])1([
10

1
)(max

10

1

10

1

10

1

10

1

jxewxqwxM
j

i
ip

j

p
ip

j

i

j

p
ipip    

















 

ts.  
































1)1(

1

1

10

1

10

1

ipip

j

p
ip

j

i
ip

xx

x

x

       
jp

ji





10,,1

10,,1




 

7.6  模型的求解 

（1） 记在满意度矩阵中，共有 j对 1 ipip eq 。首先将这 j对学生 iS 和导师 pT 相互选定，

选定后就可以将满意度矩阵降阶到 )10()10( jj  ，降阶后的选择矩阵需要满足的约束条
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件与问题 2 中选择矩阵的约束条件相同。 

（2） 降阶后的选择矩阵、满意度矩阵及约束条件和目标函数与问题 2 是同一类问题。在产

生满足约束条件的选择矩阵时，借鉴解决“八皇后”问题的思想，采用回溯法产生选择矩阵。 

（3） 在产生的 )!10( j 种满足约束条件的选择矩阵后，对每一种选择矩阵均进行相应计算，

求出所有的 )(xM ，再在所有值中找出最大值M
~
，即为最优解。 

8 问题 4 模型的建立与求解 

8.1 选择 5名导师的原则 

学校将每位学生对所有导师的满意度进行加权和，满意度排在前 5 名的导师为可以招收

研究生的导师。由于考虑申报志愿的影响，故可以参照模型准备中的 

方法构造学生对导师的满意度矩阵 1015)(  ipaA 。计算 15/
15

1




i

ipp aa ，对 pa 排序，取前 5

名为选择的导师。仍然记选出的 5 名导师为 pT （ 5,,1p ）。 

8.2  选择 10 名研究生的策略 

导师选择学生结合问题 1 中的分析，可以给出导师 pT 对 15 名学生满意度评 

价 5/)1(100)(
5

1
,   

k
kipiip cy （ 5,,1;15,,1   pi ）再根据模型准备中的 

方法构造导师对学生的满意度矩阵 515)(  ipbB 。将每位导师对所有学生的满意度 

进行加权相加，计算 5/
5

1




p

ipi bb ；对 ib  从大到小进行排序，取前 10 名即为录 

取的研究生。仍记录取的 10 名学生为 iS （ 10,,1i ）。 

8.3  双向选择最佳策略模型 

     通过上述分析，在问题 2 中建立的模型基础上进行改进可以得到如下模型： 


  


10

1

5

1

10

1

5

1

)1()(max
i p

ipip
i p

ipip xbwxawxM  

ts.





























0)1(

2

1

10

1

10

1

ipip

i
ip

p
ip

xx

x

x

      )5,,1;10,,1(   pi  

8.4 模型的求解 

    将每位导师当作两名导师来考虑，则 5 名导师就可看作 10 名导师，若这假想的 10 名导

师与 10 名学生之间实现一名导师只带一名研究生，相应的也就实现了实际的 5 名导师每人

带两名研究生。那么可以构造矩阵 1010),(  AAA ， 1010),(  BBB ，对应的将选择矩阵拓展

为 1010)(  ipxX ，故模型可以等价转化为： 


  


10

1

10

1

10

1

10

1

)1()(max
i p

ipip

i
ip

p

ip xbwxawxM  
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约束条件： tspublic .  加上 1
10

1


i

ipx    )10,,1;10,,1(   pi  

通过对约束条件的巧妙转化，使得转化后的等价模型与问题 2 中模型的形式完全相同，

其解法也完全一样。在产生满足约束条件的选择矩阵时，借鉴“八皇后”问题的思想，采用

回溯法产生选择矩阵。在产生的 !10 种满足约束条件的选择矩阵后，对每一种选择矩阵均进

行相应计算，求出所有的 )(xM ，再在所有值中找出最大值M
~
，即为最优解。 

9  问题 5 模型的建立与求解 

9.1 “双向选择”合理的准则 

双向选择涉及到导师和学生两个群体，一个决策关系到群体中的每个个体的利益，每

个个体根据自身所获的利益的大小对决策都有一个满意度，一个绝好的决策是使得群体中的

各个个体都获得最大利益。在实际决策中由于各种因素的限制，不可能不牺牲部分个体的利

益，而保证整个群体在决策中取得最大效益。因此在涉及到个体与群体时，决策首要目标是

实现群体利益最大是合理的。因此对于双向选择的决策，将实现群体综合平均满意度最大作

为首要目标是合理的。 

9.2  问题分析 

问题 1 至 4 中所有策略存在的最大不足点在于用分步决策（分层次决策）来代替全局

决策，将决策分为两步或三步，都是先录取研究生，再对录取的研究生作出双向选择策略，

下一步是在前一步决策的基础上。但由决策论知识可知，分步决策做出的最后结果，常常不

是最优解。 

   解决的方法是改变分步决策的做法，寻找能够实现全局决策的模型。如果我们将录取研

究生工作的主要内容分为两个步骤：(1)录取研究生；(2)分配研究生。先解决(1)，在确定(1)

的结果的前提下再对(2)作出分配决策，这样很显然是分步决策；但是当将录取研究生的工

作放在分配研究生中同时进行，就能实现全局决策。具体做法是： 

（1）分别求出 15 名学生对 10 名导师的满意度矩阵 1015)(  ipaA 和导师对学生的满意度矩阵

1015)(  ipbB ，满意度矩阵的做法与模型准备中相同，在此不再重述。 

（2）由于最终录取的研究生只有 10 名，故参加分配也只能有 10 名学生，但现在有 15 名学

生。为了使得参加分配的学生只有 10 名，只能在 15 名学生中随机的剔除 5 名学生，让剩下

的 10 名学生参加分配，这时通过问题 1 中的模型计算可以求得一个在此随机剔除下的一个

最优解，记为 iM
~

。 

（3）为了求出一个最佳的剔除方案，实现全局最优。可以对所有可能的剔除方案

（ 种30035

15 C ），分别进行计算。取  300321

~
,,

~
,

~
maxˆ MMMM  ，则 M̂ 是全局最优解，

使得师生间的满意度最大，最能体现研究生录取的“双向选择”合理性。 

9.3  问题 5模型的建立
[5]
 

与问题 1 中的模型相比，产生一组剔除 5 名学生的序列 kU ，分别记为第 
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54321 ,,,, iiiii 名学生，反映在选择矩阵上为 0
10

1
1


p
pix  ， 0

10

1
2


p
pix ， 0

10

1
3


p
pix ， 0

10

1
4


p
pix ，

0
10

1
5


p
pix 。那么在剔除序列 kU 后，可以用下述模型求解 kM

~
： 

}])1([max{
10

1~ 15

1
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1

15

1

10

1

  


i p

ipip
i

ip
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ipk xbwxawM  
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
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)(1
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1
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1
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pixx

iix

jix

ipip
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p
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j
p

pi j

  

则全局最优解为：  300321

~
,,

~
,,

~
,

~
maxˆ MMMMM k   

9.4  问题 5模型的求解 

优化算法。在任取一种剔除 5 名学生序列所对应的选择矩阵下，若满意度矩阵

1010)(  ipaA 和 1010)(  ipbB ，有 ))1(max()1( ikikipip bwwabwwa   时，此时 1ipx ，

即学生 iS 与导师 pT 确定双向选择关系。 

由于每一个学生均须选择一名导师，利用定理 2 的结论可以很容易给出选择矩阵，从而

确定学生 iS 对导师的选择，给出最优解。 

利用目标函数和最优选择矩阵，求出 kM
~

，再在 3003 个 kM
~

中找出的最大值

 300321

~
,,

~
,,

~
,

~
maxˆ MMMMM k  即为全局最优解。 

10 模型结果分析 

从上述问题各模型的最优解中可以得到下表：  

 
考虑志

愿 
数量限制 满意度 

问题 1 是 否 0.96 

问题 2 是 是 0.89 

问题 3 否 是 0.66 

问题 4 是 是 0.94 

问题 5 否 否 0.97 

               图 1  问题最优结果比较图 

从图 1 中，可以得出如下结论： 

1） 考虑专业志愿，能够提高综合平均满意度； 
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2） 允许导师带多名学生，能够提高综合平均满意度； 

3） 与分步决策相比，对问题进行全局决策，能够提高综合平均满意度。 
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Abstract: The postgraduate recruitment problem under different conditions is analyzed in this 

paper according to the background and requirement of this question.  Under different conditions, 

a two-way selecting 0-1 planning model has been put forward as well as the corresponding 

calculating application program on this problem. The optimum program gained from optimum 

solution is achieved through calculation of every question. This model has guidance to the 

practical math calculation and mathematical modeling of the university student. 
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