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1 问题重述 

要对航天器实施有效的控制，首先必须建立其精确的数学模型。航天器在轨

运动是一个十分复杂的物理过程，这个过程中要受到很多力的作用，对其分析和

控制将是非常困难的。通常在粗略分析时可以作如下假定： 

①地球和航天器的质量集中在质心，因而可以将其视为质点看待； 

②航天器仅受到地球万有引力和自身发动机推力的作用 

③地球引力场为平行力场； 

④发动机推力恒定，不会随着航天器飞行高度的变化而改变； 

⑤航天器质量恒定，既不考虑发动机推进剂消耗而引起的航天器质量改变； 

⑥假定航天器只在发动机推力轴线与地球引力作用线所确定的平面内运动，

运动可以为直线，也可以为曲线。 

为了建立航天器的运动方程，首先定义如下坐标系Oxy。以地球质心为坐标

原点O，Ox向东为正，Oy向北为正，如图 1所示。 
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图 1 坐标系的定义 

图中 P为发动机推力矢量，F为地球对航天器的引力矢量，r为航天器与地

球之间的距离矢量，V为航天器的运动速度矢量，为地球引力矢量与 x轴之间

的夹角， 为发动机推力矢量与 x轴之间的夹角。 

由牛顿第二定律可得航天器矢量形式的运动方程为 
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式中 rF
3r

Mm
G 为地球引力矢量。 

将式（1）写成分量形式即为 
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式中 22 yxr  ， )/arctan( xy ，由发动机轴线与 x轴之间的夹角确定，G

为地球引力常数，M 为地球质量标量，m为航天器质量。 

以上建立的是航天器运动的简化模型，显然这样的数学模型在精度上是远远

不能满足实际需要的，在其他要求精确制导等有关高科技的实际问题中，我们都

常常面临类似的问题：我们必须建立高精度的数学模型，必须高精度地估计模型

中的大批参数，因为只有这样的数学模型才能解决实际问题，而不会出现差之毫

厘，结果却失之千里的情况。这时所建立数学模型的精度就成了数学模型的生命

线。例如上述问题中的航天器还要受到地球质量分布不均匀所引起的摄动力，大

气阻力，日、月及其它星球的摄动引力的影响，以及航天器发动机为调整航天器

自身姿态运作时作用力的影响。这样不但数学模型十分复杂，而且在这些数学模

型中还要涉及到许多重要的参数，如地球的引力场模型就有许多待定参数。不仅

如此，在对航天器进行测量时，还涉及到观测站的地理位置以及设备的系统误差

等参数。为此人们要设法利用长期积累的丰富的观测资料，高精度确定这些重要

的参数。 

由于航天器的问题太复杂，本题仅考虑了一个较简单的确定高精度参数问

题。假设有一个生态系统，其中含有两种生物，即： A生物和 B生物，其中 A

生物是捕食者，B生物是被捕食者。假设 t时刻捕食者 A的数目为  x t ，被捕食

者 B数目为  y t ，它们之间满足以下变化规律： 

     

     

1 2

3 4

x t x t y t

y t y t x t

 

 

      


       

初始条件为： 

 

 
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
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
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其中  1 6k k   为模型的待定参数。 

通过对此生态系统的观测，得到了相关的观测数据。现要求解决如下问题： 

1) 在观测数据无误差的情况下，若已知 2

1

5
  ，求其它 5 个参数

 1,3, 4,5,6k k  。有关数据见数据文件：DATA1.TXT 

2) 在观测数据无误差的情况下，若 2 也未知，问至少需要多少组观测数据，

才能确定参数  1 6k k   。有关数据见数据文件：DATA1.TXT 

3) 在观测资料有误差（时间变量不含有误差）的情况下，请分别利用观测

数据DATA2.TXT和DATA3.TXT，确定参数  1 6k k   在某种意义下的最优解，

并与仿真结果比较，进而改进所建的数学模型。 

4) 假设连观测资料的时间变量也含有误差，利用数据 DATA4.TXT，建立数

学模型，确定参数  1 6k k   在某种意义下的最优解。 

2 模型假定 

虽然该问题已经给定食饵—捕食者的具体模型，但是为了问题分析与求解的

方便我们做出如下假定： 

1、假定 DATA1所给数据无误差； 

2、假定 DATA2、DATA3、DATA4 所给数据仅含有随机误差而不含系统误

差，且其统计特性与高斯白噪声特性相同； 

3、非线性微分方程的理论解一定存在，而且这个理论解与实际解之间能够

用一个线性微分方程表示，此时我们可以说，理论解能够“充分地”对系统的实际

特性给予分析。 

3 符号定义 

1 、 3 ：捕食者、食饵分别独立生存时的自然增长率。 

2 ：食饵对捕食者的供养能力。 

4 ：捕食者掠取食饵的能力。 



 4

5 、 6 ：捕食者、食饵在观测初始时刻的数目。 

( )x t 、 ( )y t ：分别表示捕食者、食饵的数目。 

i， j， k：在本模型中表示待定参数 ，状态变量和设计讨论各部分各因

素的索引下标。 

ix 、 jy ：该食饵——捕食者生物系统的状态变量与输出变量。 

iv 、 jw ：系统噪声与观测噪声。 

if ：系统状态变量对时间导数的连续型非线性函数。 

X、Y ：该生物系统的状态向量与观测向量。 

f 、H：该生物系统的系统矩阵与观测矩阵。 

V、W ：系统噪声向量和观测噪声向量。 

 X：系统真实状态与最优估计状态之间的偏差。 

0/
ˆ

kX :初始状态的最优平滑值。 

4 问题分析与求解 

4.1 问题（1）的求解 

该问题的实质是运用给定的观测数据，对系统参数进行辨识。 

由于该方程组为非线性微分形式，应用现有的线性系统参数辨识方法难以有

效进行。而且由于传统差分法精度太差，难以满足高精度参数辨识的要求，需要

寻求另外的有效方案。 

分析所给方程组，我们发现由所给微分方程组模型消去dt可得 

1 2

3 4

( )[ ( )]( )

( ) ( )[ ( )]

x t y tdx t

dy t y t x t

 

 





                      (1) 

分离变量后易得 

3 41 2 [ ( )][ ( )]
( ) ( )

( ) ( )

x ty t
dy t dx t

y t x t

   
                 (2) 

对上式进行积分得到： 

1 2 3 4ln( ( )) ( ) ln( ( )) ( )y t y t x t x t C                    (3) 
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1 2 3 4ln( ( )) ( ) ln( ( )) ( )y t T y t T x t T x t T C               (4) 

式（4）减式（3）可消去积分常数C，进而得到 

1 2

3 4

ln( ( )) ln( ( )) ( ( ) ( ))

(ln( ( )) ln ( )) ( ( ) ( )) 0

y t T y t y t T y t

x t T x t x t T x t

 

 

    

      
            (5) 

将 DATA1所有数据代入（4）式，可以得到关于 ( 1, , 4)i i   的齐次线性方

程组。 

1 2 2

3 4

ln( ( )) ln( ( )) ( ( ) ( ))

(ln( ( )) ln ( )) ( ( ) ( )) 0

jj j j

j j j j

y t T y t y t T y t

x t T x t x t T x t

  

 

      

        
( 0, , 4j   )   (6) 

对于实际问题来说，该方程组的系数矩阵非奇异的概率几乎为 1，从而使得

该齐次线性方程组仅有零解。而问题 1已经给出 2 的具体数值，则可将（6）式

化为如下形式的非齐次线性方程组： 

1 3

4 2

ln( ( )) ln( ( )) (ln( ( )) ln ( ))

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

j j j j

j j j j

y t T y t x t T x t

x t T x t y t T y t

 

 

      

        
( 0, , 4j   )    (7) 

 式（7）为关于待定参数 1 3 4  、 、 的超定方程组，因此不存在精确解，只

存在某种意义下的最优解。本文采用最小二乘法求使得所有方程的误差平方和最

小的参数解，即最小方差解。 

为此令 

0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3

ln( ( )) ln( ( )) (ln( ( )) ln ( )) ( ( ) ( ))

ln( ( )) ln( ( )) (ln( ( )) ln ( )) ( ( ) ( ))

ln( ( )) ln( ( )) (ln( ( )) ln ( )) ( ( ) ( ))

ln( ( )) ln( ( ))

y t T y t x t T x t x t T x t

y t T y t x t T x t x t T x t

y t T y t x t T x t x t T x t

y t T y t

       

       

        

 

H

3 3 3 3

4 4 4 4 4 4

(ln( ( )) ln ( )) ( ( ) ( ))

ln( ( )) ln( ( )) (ln( ( )) ln ( )) ( ( ) ( ))

x t T x t x t T x t

y t T y t x t T x t x t T x t

 
 
 
 
 

      
         

  (8) 

 1 3 4

T
                                (9) 

0 0

1 1

22 2

3 3

4 4

( ( ) ( ))

( ( ) ( ))

( ( ) ( ))

( ( ) ( ))

( ( ) ( ))

y t T y t

y t T y t

y t T y t

y t T y t

y t T y t

Y = 

   
 
   
 
    
    
     

                  (10) 

由此可将式（7）写成如下形式的矩阵方程 

H = Y                             (11) 

设式（11）中的估计值为  ，则最小二乘估计的指标是使得各次观测值 jY
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与由参数估计值  确定的量测估计值 j jY H   之差的平方和最小，即 

( ) ( ) ( ) minTJ Y H Y H                       (12) 

而要使上式达到最小，需满足 

2 ( ) 0
J 
  


TH Z H


                    (13) 

若系数矩阵H列满秩（实际问题中该条件始终是满足的），即 TH H正定，

则的最小二乘估计为 

1( )  T TH H H Z                        (14) 

运行程序 problem1.m即可得到待定参数 i （ 1,3, 4i  ）的最小方差估计值。

另一方面由所给模型可以看出 5 0( )x t  、 6 0( )y t  ，并且题给 DATA1.txt 数据

准确无误，因此待定参数的具体数值如表 1所示。 

表 1 根据 DATA1及 2 的数值确定的参数 i （ 1,3,4,5,6i  ）的值 

1  3  4  5  6  

-2.00000607932904 12.00021335922440 -1.00002133058448 10 60 

4.2 问题（2）的求解 

该问题与问题（1）的唯一差别是 2 为未知，要求运用最少的数据对参数进

行辨识。同上题一样，只需第一组数据即可确定参数 5 及 6 ，分别为： 

5

6

10

60









                            (15) 

然而，由于 2 未知，所以不能像上题一样把它转换为线性非齐次方程组进

行求解，但是依然可以通过变换得到 

    1 2 3 4ln( ( )) ( ) ln( ( )) ( )y t y t x t x t C                    (16) 

令 

/i i C   （ 1, 2,3,4i  ）                    (17) 

其中C为常数，则有： 

1 2 3 4ln( ( )) ( ) ln( ( )) ( ) 1y t y t x t x t                     (18) 

只需将前 4组数据带入上式即可得到一个线性非齐次的方程组（同样对实际
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问题其系数矩阵非奇异的概率为 1），由此运行程序 problem2.m容易确定出 1 、

2 、 3 、 4 的值分别为： 

1

2

3

4

1.447156025445758e-001

 -1.447146313960247e-002

 -8.683179240242531e-001

7.236037259772786e-002










 



 

                 (19) 

则原微分方程组可化为： 

       

       

1 2

3 4

, ,

, ,

x t f t x y C x t y t

y t g t x y C y t x t

 

 

        


       

              (20) 

由于 i 和 i （ 1, ,4i   ）只相差一个比例系数C，所以只需要求出C即可

得出参数 i 的值。下面通过微分方程的数值解法确定出生物种群数量与待定参数

C之间的关系式。 

对于微分方程组的数值解法可以采用诸如梯形公式、辛普生公式、龙格库塔

方法等经典方法来进行，分析表明，龙格库塔方法的截断误差可以通过积分步长

h进行较好的控制，当采用 4级 4阶龙格库塔公式时，数值积分方法的截断误差

为 5( )h ，即 5h 的高阶无穷小。因而若取积分步长为 41 10 时，其截断误差达到

201 10 ，可以较好的满足高精度参数估计的需要。另一方面，在先行 64位微机

上采用 MATLAB软件进行计算时，可以不考虑其舍入误差。4级 4阶龙格库塔

法的计算公式如下： 

 

 

1 1 2 3 4

1 1 2 3 4

2 2
6

2 2
6

k k

k k

h
x x f f f f

h
y y g g g g






    


     


                 (21) 

其中： 

 

 

1

2 1 1

3 2 2

4 3 3

, ,

, ,
2 2 2

, ,
2 2 2

, ,

k k k

k k k

k k k

k k k

f f t x y

h h h
f f t x f y g

h h h
f f t x f y g

f f t h x hf y hg



 
    

 

 
    

 

   

    

 

 

1

2 1 1

3 2 2

4 3 3

, ,

, ,
2 2 2

, ,
2 2 2

, ,

k k k

k k k

k k k

k k k

g g t x y

h h h
g g t x f y g

h h h
g g t x f y g

g g t h x hf y hg



 
    

 

 
    

 

   

 (22) 

然而当方程组中含有未知参数，采用龙格库塔方法求解微分方程组的数值解
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将难以进行具体的迭代运算，因而本文采用搜索寻优的方法来求解待定参数C的

具体数值。 

具体方法是，首先在较大的范围内取较大的步长确定出C的大概范围，然后

逐步缩小搜索范围并减小步长来确定出满足精度要求的C值。 

将搜索范围设定在 [ 200, 200] 之间，搜索步长取为 1，运行程序

problem2_searching.m，可以首先得到参数C的粗略值为： 

98C    

在精确搜索时，根据粗略搜索的结果可将搜索范围设定为[ 99, 97]  ，搜索

步长缩小为 0.01，运行程序 problem2_searching.m，可以进一步得到参数C的值

为： 

-97.88C   

如此进行下去，不断缩小搜索范围和搜索步长，最后可确定出精度更高的C

的值，本文将C的误差设定在 510 之内，再次运行程序 problem2_searching.m后，

计算得到的C值为： 

97.88108C    

将满足精度要求的常数C的值代入式（17）并利用式（19）结果，即可得到

待定参数 i （ 1, ,4i   ）的值。 

在本问题中我们用到了四组数据完成了对参数的求解，结果如表 2所示： 

表 2 根据 DATA1数值确定的参数 i （ 1, ,6i   ）值 

1  2  3  

-14.16499918965510 1.41648738949735 84.99175847016191 

4  5  6  

-7.08267831426614 10 60 

4.3 问题（3）的求解 

为了能够从含有误差的数据中估计出参数 )6,,1( ii 的最优值，采用控制

系统中应用最为广泛的 Kalman滤波方法进行。将非线性系统参数的辨识问题转

换为各状态参数变量的最优状态估计，从而求得 Kalman滤波意义下(其本质为最

小二乘意义下)的参数最优辨识解具体处理方法如下。 
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4.3.1 对参数的估计方法 

将种群数量 )(tx 、 )(ty 及待定参数 )4,,1( ii 视为状态变量，即 )(1 txx  、

)(2 tyx  、 13 x 、 24 x 、 35 x 、 46 x ，列写该生态系统非线性形式的

状态方程： 




























0

0

0

0

6

5

4

3

216252

214131

x

x

x

x

xxxxxx

xxxxxx













                       (23) 

若 令  Txxxxxx 654321X ， 214131 )( xxxxxf X ，

216252 )( xxxxxf X ，则式（1）可写为如下形式： 

V

X

X

X

X

X

X

X 





























)(

)(

)(

)(

)(

)(

6

5

4

3

2

1

f

f

f

f

f

f

                             (24) 

式中 0)()()()( 6543  XXXX ffff ，  654321 vvvvvvV 为系

统误差（这里可假定为高斯白噪声）。 

为了进行 Kalman滤波递推计算，还必须确定该生态系统的观测方程。由于

此为食饵――捕食者模型，由所给数据可以选择物种的数量为观测量，即

)()( 11 txty  、 )()( 22 txty  ，则该生物系统的观测方程即为： 

WXY 


















000010

000001

2

1

y

y
           (25) 

式中  1 2

T
w wW 为测量误差（这里仍然假定为高斯白噪声）。 

为便于以后叙述方便，令  Tff )()( 61 XXf  ，  422  OIH ，则可将

式（24）和式（25）写成如下的矩阵形式： 

VfX                             (26) 

 WHXY                           (27) 
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由于连续型非线性系统的 Kalman滤波算法难以在计算机上实现，因而对于

实际问题一般选由两条途径，一条是先进行连续性非线性系统的离散化，后线性

化；另一条是先进行连续性非线性系统的线性化，后离散化。本文采用后一种方

法。 

通常将非线性系统线性化也由两条技术途径，一是围绕标称状态（假设系统

噪声V 和量测噪声W 恒为零，方程（24）和（25）的解成为非线性方程的理论

解，有成“标称状态”）的线性化方法，二是围绕滤波值的线性化方法。对本题所

给实际生物系统而言，状态的标称值无法通过方程（24）和（25）直接确定，而

且状态真实值与标称值之间的状态偏差 X 不能保证为足够小量。为此，本文采

用围绕最优状态估计 X̂的线性化方法。 

现定义真实状态与最优估计状态之间的偏差为 

XXX ˆ                           (28) 

YYY ˆ                            (29) 

式中 X̂是非线性系统标称状态微分方程 

)ˆ(ˆ XfX 


                           (30) 

当初始值用初始最优状态估计 0X̂ 代入时的解，或者初始值用初始最优状态

估计 1
ˆ

kX 对式（*）进行数值求解所得的解，其中 X̂就是系统状态 X的一步预测

值，即： kkk XX ˆˆ
1/  。 

由于初始状态的最优估计值比初始标称状态值根接近于状态的真实值，所以

最优估计值与真实值的偏差一般均较标称状态与真实值的偏差要小。又由于随时

间积累的误差满足偏差 X “足够小”的条件，所以提高了泰勒级数一次近似展开

式和系统线性化的精度。Ŷ 也是用状态最优估计值 X̂计算的量测值，其值为：

XHY ˆˆ  。 

因为 X 足够小，所以非线性生物系统（26）、（27）在状态最优估计附近展

开成泰勒级数，并取一次近似，得： 

  WXX
X

f
XfX

XX
XX










ˆ)(
ˆ

ˆ T
            (31) 

ˆ


X X
Y HX                                 (32) 

考虑系统的标称值 
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XX
XfX ˆ)(ˆ





                           (33) 

XX
HXY ˆ

ˆ


                             (34) 

由式（31）～式（34）可以得到非线性系统的扰动线性化方程： 

WXFX                            (35) 

XHY                              (36) 

式中 

XX

XXX

f
F

ˆ6

6

2

6

1

6

6

2

2

2

1

2

6

1

2

1

1

1

ˆ








































































x

f

x

f

x

f

x

f

x

f

x

f
x

f

x

f

x

f

T









              (37) 

称为该非线性系统的雅可比矩阵。 

对式（35）、式（36）分别进行基本解阵离散化得到离散型线性干扰方程为： 

)()()( 1, kkk kk WXΦX                     (38) 

)()()( kkk XHY                           (39) 

当采样周期T 为小量时： 

kXX

kk TkTk
ˆ

22
,1 ))(

2

1
)((



  FFIΦ                (40) 

由此，参照文献[1]中的方法，不难导出偏差 )(kX 的 Kalman滤波方程，同

时为了抑制可能出现的不确定性因素（包括系统模型不准确、系统噪声和测量噪

声的统计特性不准确等）导致的滤波发散问题，本文采用渐消记忆（衰减记忆）

方式的 Kalman滤波，来逐渐减小老观测数据的权重，相对的增加新观测数据的

权重，从而逐渐减小过老观测数据对滤波的不良影响。 

)1(ˆˆ
1,1/   kkkkk XδΦXδ                      (41-a) 

/ / 1 / 1
ˆ ˆ ˆ( ) ( )k k k k k k kk k    

 
 

  X X K Y H X             (41-b) 

-1T T
k k/k-1 k k k/k -1 k= + (k)  K P H H P H R              (41-c) 

/ 1 , 1 1 , 1 ( )T
k k k k k k k k -1    P P Q                  (41-d) 

   / 1 ( )
T T

k k k k k k k k kk   P I K H P I K H K R K         (41-e) 
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/ 1
ˆ( ) ( ) ( ) k kk k k  Y Y H X                  (41-f) 

式中 1  称为渐消记忆因子，其具体数值对滤波结果的影响较大，一般采

用试探的方法针对不同的问题确定较好的一个值。本文中选定 1.03  。 

值得注意的是，由于在每次递推计算下一时刻的状态最优估计 kk /X̂ 和标称

状态 1/
ˆ

kkX 时，其初始值均采用状态最优估计的初始值，所以，初始时刻的状态

偏差最优估计 1/1
ˆ

 kkX 恒等于零，从而使状态偏差的一步预测值 

/ 1
ˆ 0k k  X                            (42) 

将式（42）代入式（41），求得离散型非线性广义卡尔曼滤波方程如下： 

状态一步预测 

2
1/11/1

2
1/11/11/ )ˆ()ˆ(

2

1
)ˆ(ˆˆ TXfXFTXfXX   kkkkkkkkkk     (43-a) 

状态估计 

 1/1//
ˆ)()(ˆˆ

  kkkkkkk kk XHYKXX             (43-b) 

滤波增益 

  1

1/1/ )(


  kT
kkkk

T
kkkk RHPHHPK              (43-c) 

一步预测均方误差 

/ 1 , 1 1 , 1 ( 1)T
k k k k k k k k      P Φ P Φ Q                (43-d) 

估计均方误差 

    T
kk

T

kkkkkkk k KRKHKIPHKIP )(1/           (43-e) 

初始条件    

 
000

ˆ
XmE  XX ，

00 XP C                 (43-f) 

以上各式中 )(kR 、 )(kQ 分别为系统噪声和量测噪声的协方差矩阵。由以上

渐消记忆滤波公式可以看出，由于一步预测均方误差阵 / -1k kP 表达式（43-d）中第

一项乘上了一个大于 1的因子，因此使每一步计算的增大了，从而使每一步的

kK 也增大了，这就加大了每次新观测数据 ( )kY 的作用，也就相应的降低了老观

测数据的作用。 

由于本题给的观测数据存在误差，所以不能由初始值直接得到参数 5 6,  。

而已经利用观测数据确定出参数 i （ 1, 2,3,4i  ）在最小方差意义下的最优解，
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通过滤波得到了种群数量 x、 y的最优估计值，因此对于 5 6,  的估计就是利用

较多的观测数据 (1), (2), , ( )kY Y Y ，对观测初始时刻的系统状态向量 (0)X 进行

最优估计，属于经典的固定点平滑问题。对于固定点最优平滑方程在此限于篇幅

不再进行详细的推导，具体算法参看文献[3]，直接给出其结果如下： 

0/ 0/ 1 / 1
ˆ ˆ ( ( ) )k k k k k kj

   X X K Y H X                (44-a) 

1

/ 1 / 1
( ( ))T T

k k k k k k k k
k  

 
 K P H H P H R                  (44-b) 

1/ / 1 1, ( )Tk k k k k k k k
 
   P P Φ I K H                      (44-c) 

由于是对 0时刻的状态值进行固定点最优平滑，所以式中状态向量初始值取

为 0X̂ ， 1/k kP
 均方误差阵初始值取为 

/ 1 / 1k k k kP P
                              (45) 

整个平滑过程是：从 0时刻开始，滤波器用铝箔方程解算出 1/k kP 和 kK ，并

估计出 1/
ˆ
k kX ；当 0k  时（同样也是从初始时刻开始），滤波器用平滑方程解算

出 *
1/k kP 和 k

K ，从而解算出 0/
ˆ

kX 的最优估计值。 

4.3.2 模型求解与数据分析 

根据以上理论，我们利用MatLab编制了该模型求解的程序。对于所给DATA2

数据，得到 Kalman 滤波辨识过程中的 1 ， 2 ， 3 ， 4 变化结果和各参数的

协方差变化过程，分别如图 1、图 2所示。图中结果表明，滤波得到的 1 ， 2 ，

3 ， 4 是渐进收敛的。改变系统给定的初值，滤波的稳定值没有变化。而且随

着滤波次数的不断增加，各参数的协方差组成的协方差阵趋近于一个常值正定

阵，且协方差均很小，进一步说明该滤波算法的稳定性和有效性。通过对程序中

协方差矩阵 COV 的进一步分析，发现其中 COV 中有关 2 、 4 的协方差系数

均为 510 量级，说明对于 2 、 4 的估计比较精确。 
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图 1 利用 DATA2得到的参数估计（辨识）过程 

 

 

图 2利用 DATA3各辨识参数的协方差变化 

对于所给 DATA3数据，同样按照上述方法，得到辨识过程中的 1 ， 2 ， 3 ，

4 变化结果和各参数的协方差变化过程，结果分别如图 1、图 2所示。 
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图 3利用 DATA3得到的参数估计（辨识）过程 

 

 

图 4利用 DATA3各辨识参数的协方差变化 

分析所得结果，我们发现该组中，参数辨识 2 ， 4 趋于收敛，而 1 ， 3 则
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出现周期性振荡现象，且通过各参数协方差变化过程的分析，认为 1 、 3 不能

满足高精度参数辨识的要求。这是由于 DATA3中采样周期约为 DATA2的
1

10
，

采样点比较密集，观测资料有误差，采样数据易失效。因此辨识出的结果不尽理

想。但通过对图 2，图 3，图 4，图 5的综合分析，仍然可以看出 1 ， 2 ， 3 ，

4 趋向收敛于统一值，表明该算法具有正确性和适用性。 

4.3.3 模型的改进 

受上述两组辨识结果的启发，以下通过模型改进，可以获得较好的辨识结果。

具体方法为：在 DATA3中，采用等间隔（间距为 10）抽样的方法，将数据分为

/10N 组，分别对每组利用上述方法进行参数辨识，然后将各组得到的参数进行

加权平均，得到最终的辨识结果。该方法能够剔除辨识结果的随即误差，相当于

对各组 Kalman滤波意义下辨识出的最优的系统参数再次进行平滑，消除其随机

误差。 

编程得到各组的参数辨识过程结果比较图和各辨识参数的协方差变化图，分

别如图 6，图 7所示。 
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图 5各组的参数辨识过程结果比较图 

 

 

图 6 各辨识参数的协方差变化过程 
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模型参数的校验：根据辨识出的 1 ， 2 ， 3 ， 4 ，利用龙格库塔法及观

测初值，进行数值积分，得到种群数目的标称值，与用扩展 Kalman滤波算法得

到的种群数目的最优估计值进行比较，如图 7所示。 

 

 

图 7 龙格库塔方法与最优估计值的比较 

 

 

根据得到的精确的 1 ， 2 ， 3 ， 4 ，采用固定点最优平滑算法，可以得

出 5 、 6 的最优估计值，最终辨识出系统参数(利用 DATA3)如表 3所示。 

表 3 利用数据 DATA3得出的系统参数值 

1  2  3  

1.87789685903883 -0.0982064879995812 -8.76809001619831 

4  5  6  

0.895183968794147 12.81905467265500 73.41087060535932 

 

利用 DATA2得出的结果表 4如示。 

表 4利用数据 DATA2得出的系统参数值 

1  2  3  

1.82454930199629 -0.09306342741035 -9.18790539145952 

4  5  6  
0.91895256832865 12.80905468265500 73.31089065535932 
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4.4 问题（4）的求解 

由于 DATA4 所给数据中对参数估计结果影响非常重要的时间变量 t也含有

误差，所以无法直接沿用问题（3）中的求解方法来处理 DATA4所提供的观测数

据，这里如果将时间变量与种群数目的观测值、待定参数等同看待，均作为该

食饵——捕食者生物系统的状态变量，利用输出方程对时间变量进行观测，将能

够借助扩展的 Kalman 滤波方法估计出各个状态变量（包括时间变量的值），得

到 i （ 1, ,4i   ）及时间变量在最小方差意义下的最优估计值。这样就可以利

用固定点最优平滑算法来确定 5 、 6 在最小方差意义下的最优估计值。 

4.4.1 系统模型的建立 

与问题（3）的求解过程类似，所不同的是增加了时间状态变量，具体处理

方法如下： 

设 )(1 txx  、 )(2 tyx  、 13 x 、 24 x 、 35 x 、 46 x 、 7x t ，列

出该生态系统非线性形式的状态方程： 

1 3 1 4 1 2

2 5 2 6 1 2

3

4

5

6

7

0

0

0

0

1

x x x x x x

x x x x x x

x

x

x

x

x

 
  
 



 





















                       (46) 

令  1 2 3 4 5 6 7

T
x x x x x x xX ， 7 ( ) 1f X ， ( )( 1, 2, ,6)if i  X 表达式

的含义与问题（3）相同，则式（46）可写为如下形式： 

1

7

( )

( )

f

f

 
   
  

 

X

X V

X

                            (47) 

 1 2 3 4 5 6 7

T
v v v v v v vV 为系统误差（这里可假定为高斯白噪声）。 

由所给数据选择物种的数量及时间为观测量，即 )()( 11 txty  、 )()( 22 txty  、

3( )y t t ，则该生物系统的观测方程即为： 
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1

2

3

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1

y

y

y

   
        
     

Y X W            (48) 

式中  1 2 3

T
w w wW 为测量误差（这里仍然假定为高斯白噪声）。 

令  1 7( ) ( )
T

f f f X X ，将式（47）和式（48）写成如下的矩阵形式： 

VfX                         (49) 

 WHXY                       (50) 

由于方程（48）是非线性的，因此首先对（48）式线性化得到偏微分矩阵： 

1 1 1

1 2 7

2 2 2

1 2 7
ˆ

7 7 7

ˆ1 2 7

T

f f f

x x x

f f f

x x x

f f f

x x x





   
   
 
   

       
 
 
   

    





   



X X

X X

f
F

X
              （51） 

然后按照问题（3）改进算法进行 Kalman滤波即可得出参数 i（ 1, 2,3,4i  ）

的估计值及物种的数量 ( )x t 、 ( )y t 和时间 t的滤波值，再采用固定点最优平滑得

出 5 、 6 的最优估计值。 

4.4.2 模型的求解与数据分析 

根据 4.4.1 节建立的数学模型，我们利用MatLab编制了该模型求解的程序。

对于所给 DATA4数据，得到 Kalman滤波辨识过程中的 1 ， 2 ， 3 ， 4 ，变

化结果和各参数的协方差变化过程，分别如图 8、图 9所示。 
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图 8 分组滤波得到的参数辨识过程 

 

图 9分组滤波得到的参数协方差变化情况 
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图中结果表明，滤波得到的 1 ， 2 ， 3 ， 4 ，是渐进收敛的，而且随着

滤波次数的不断增加，各参数的协方差组成的协方差阵趋近于一个常值正定阵，

且协方差均很小，说明问题三中提出的改进算法是很有效性的。 

与问题三中的处理方法相同，可以根据得到的待定参数 1 ， 2 ， 3 ， 4 的

精确值，采用固定点最优平滑算法，求出 5 、 6 的最优估计值，最终辨识出系

统参数如表 5所示。 

表 5利用数据 DATA4得出的系统参数值 

1  2  3  

1.88391412547936 -0.0978804717345565 -8.81564963438237 

4  5  6  

0.897285298082892 13.2053606104186 70.8249665689868 

5 模型的评价与推广 

通过第（3）问题模型的校验与实际分析结果的比较，我们认为本文使用的

参数辨识方法是有效的，能够满足高精度系统辨识的要求，而且不依赖于准确的

观测数据，具有较强的鲁棒性和稳定性。 

在现实生活中，我们接触的绝大部分模型都是非线性的，本文的参数辨识解

决方案由于不依赖于精确的数学模型以及观测数据，具有较好的适用性。由于其

本质是最小方差意义下的参数估计，不仅适用于线性系统，也适用于非线性系统，

对与本文中讨论的类似系统模型参数的高精度辨识具有较好的通用性。 
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