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题 目 食品卫生安全保障体系数学模型的建立及其改进理论问题的研究   

摘       要： 

建立食品卫生安全保障体系是关系国计民生的重大而迫切的任务。膳食暴露

评估数学模型可以为公共食品卫生安全监控提供比较可靠的评估依据。论文主要

研究了食品卫生安全保障体系的数学模型，包括人群食物摄入量模型、污染物分

布模型和风险评估模型，阐述了各种模型的建立方法。在建模过程中，探讨解决

了一些改进模型的理论问题。主要工作包括： 

1、根据我国的基本国情，设计了分层多阶段的抽样调查方案，即在每个省内按

照饮食文化的差异分层抽样。通过改进 CAC 食品分类标准，给出了一种较为

有效的适用于抽样调查的食物分类方法。在此基础上建立了膳食模型。 

2、给出了污染物分布模型及其建立方法。提出了一种有少量的样本数据迭代地

外推随机变量的整体概率密度函数的算法，即通过将“未检出”数据按前次迭

代的结果进行加权分配，得到新的样本分布数据，再次拟合逼近概率密度函

数。讨论了由不同区域的监测数据估计全国总体分布的问题，并给出了一种

解决方案。在样本分布偏离给定分布模型太大时，采用密度演化理论来估计

概率密度函数。 

3、建立了风险评估模型及其建立方法。探讨了模型的输入数据不配套时，抽样

调查数据的衔接问题。分析了常规右分位点估计方法在本题中的局限性，在

此基础上提出了一种新的污染物摄入量的 99.999%的右分位点的估计方法。 
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一、问题的背景与分析 

“民以食为先，食以安为先”，食品卫生安全关系国计民生，关系党和政府的

形象，关系经济繁荣和社会稳定。今年来，随着人民生活水平的不断提高和国家

以人为本的发展战略的实施，食品卫生安全问题更加受到人民的关注。我国是人

口众多的发展中国家，食品消费量大，而粮食生产，加工分散，因而食品卫生安

全监控难度较大。学习借鉴欧美国家的食品卫生安全监控的做法，建立膳食暴露

评估数学模型，用以处理调查或检测数据，对公共食品卫生安全做出评估应该是

一条可行的途径。 

美国和欧盟已经建立了有关模型并且开始使用，用实践证明了其可能性。但

是模型的建立和使用还存在着很多严重的困难和问题。在建立人群食物摄入量模

型时，需要解决的问题有抽样调查方案的设计；抽样调查中食物的分类办法和由

抽样数据建立比较准确的人群食品摄入量模型等问题。污染物分布模型的建立面

临的问题包括：在随机抽样数据的抽样率很低的情况下，怎样充分利用这些数据

去建立模型；如何利用不详细、不完整的分类数据尽量提高模型的精度；怎么由

随机变量取值大于某一数值的部分样本数据再加上其他可以利用的信息估计出

这个随机变量的整体分布。风险评估模型就是利用前两个模型的结果对全国、某

个地区、某类食品的安全状况做出评价。它要解决两个模型中的调查对象和调查

食品分类的不配套问题，还需要提高全体居民某项污染物摄入量的 99.999%的右

分位点的估计精度。 

 

二、人群食物摄入量模型的建立 

人群食物摄入量模型（膳食模型）是用于估计不同地区、不同性别、不同年

龄、不同季节、不同劳动强度、不同经济收入的人群各类食品的一天摄入量。 

2.1 抽样调查方案的设计 

调查的目的是要获得我国居民的食物摄入量数据，从而为人群食物摄入量模

型的建立提供样本数据。要求调查的结果能够准确反映全国的实际情况，调查结

果的数据便于建模的使用，并且调查的工作量在实际可以承受的范围内。 

抽样调查的方法在原文的问题中已经给出，以家庭为抽样样本单位。我们这

里设计的抽样是分层三阶段随机抽样。抽样方案主要包括三部分内容：样本总量

的确定；样本数在各个地区的分布及各地区样本的抽样方法；抽样数据的记录方

式。 

2.1.1 样本总量的确定 

由抽样调查的基础理论可知，对于简单的随机抽样情况，设 p 为平均每人对

某类食品的一天的摄入量 P 的估计量，调查要求的估计 P 时最大的绝对误差为 e

（如 0.001），可靠度为 r（例如 99%），即： 

{ p P e} rp     （2.1） 

有抽样调查理论可知，满足上述精度要求的样本总量为： 

2
r'

0 2

u P(1 P)
n =

e


 （2.2） 
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其中：n0 位样本单元总数； r ' 1 r  ； 2
r'u 是标准正态分布的双侧1 r 分位点。 

本次调查的抽样方法是分层三阶段无放回随机抽样，属于复杂抽样设计。为

了给出复杂抽样设计下的样本家庭数目总量，需要借助于设计效应 deff。在相同

精度下，复杂抽样设计的样本量是简单随机抽样设计的样本量的 deff 倍。根据理

论分析和实际经验，经过仔细分层的三阶段不等概率抽样的设计效应大约为 2。

因此在复杂抽样方法下，所需样本户总量为： 

0n=deff n  （2.3） 

具体到我们这里的抽样问题，需要对公式（2.2）进行一定的修改，且需要

同假设的样本的模型相结合。具体地说，由于人均某类食物的摄入量不是满足严

格的标准正态模型，因此要对公式（2.2）中的 2
r'u 修正为满足估计随机变量的随

机概率密度函数的双侧1 r 分位点。另外，考虑到对人均食物摄入量调查的复杂

程度和需要的工作量，我们要限制总体的抽样数目在几千户，至多几万户。所以

需要在样本总量，最大绝对误差和可靠度等统计量之间进行折中，以把抽样样本

总量控制在可以接受的范围之内。 

2.1.2 样本数在各个地区的分布及各地区样本的抽样方法 

考虑到我国地域广阔，各地区之间的饮食差异也比较大，所以样本数目在各

个地区之间的分布应该详细地考虑。这里给出三阶段的随机抽样设计方案，其中

第一阶段是省级行政单位的抽样，第二阶段是对地级市的抽样，第三阶段是在地

级市中抽取家庭。抽样理论证明，多阶段抽样中对总的抽样误差起主导作用的是

前一、二阶段抽样，随着抽样阶段的递增，以后各阶段产生的抽样误差在总的抽

样误差中所占的份额越来越小。因此在多阶段抽样中抽样阶段越往前抽样比应越

大，抽样阶段越往后抽样比应越小。另外，我国大部分省级行政单位之间都会有

饮食差别，而且每个省级行政单位都有一定的财力物力来开展调查活动。因此我

们设计对所有的省级行政单位都开展抽样调查，各个省的抽样样本数与各省的人

口数在全国总人口数所占的比例相同。即假设第 i 个省的总人数为 Mi，全国的总

人数为 M，则该省的抽样样本数为 MiWi，其中
M

W
M

i
i  称为该省的权。由于所

有的省都进行调查，所以在第一层（省级行政单位层）不需要进行抽样。对于地

级市的抽样我们是这样考虑的，对于我国的绝大多数省来说，省内的饮食习惯还

是存在一定差异的，但每个省可以按地理位置分为几块区域。各地理区域内人们

在饮食习惯，农作物生产结构，经济状况等方面的差异是比较小的。我们以山东

省为例，山东现辖 17 个地级市，根据地理位置可以分为胶东（烟台，威海，青

岛，日照）,西北（德州，聊城，菏泽），鲁中（济南，泰安，莱芜，淄博），鲁

北（滨州，东营，维坊）及鲁南（济宁，枣庄，临沂）等五块区域。由于前述的

原因，我们有理由认为这五块区域内的地级市的膳食模型是相同的，因此我们可

以从每块中只抽取出一个市来调查。因此我们对每个省的地级市的抽样方法是：

把各省按人文地理分成几个大的区域，每个区域包含几个地级市，然后用随机抽

取的方式从每个区域中选取一个地级市来做调查（分层按比例抽样）。每个地级

市的抽样样本数与该市所在的区域内的总人数与全省的总人数的比值成比例。即

由前面第 i 个省的总人数为 Mi，而该省总的抽样样本数为 MiWi，假设抽到的市

在第 j 个区域内，而该区域的总人数为 Mij，则这个市的样本总数为 MiWiWij，其
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中，
M

W
M

ij

ij

i

 ，为该市的层权。第三个阶段是要从地级市中抽取家庭样本，通

过前面的分析可看出，我们在每个省内选择的地级市数量比较少（但是仍然保证

了抽样能反映实际的情况），因此可以保证每个市有一定样本数，即能保证样本

的规模，便于进行分布估计。这样在地级市内抽取家庭样本时按照均匀抽取，就

可以保证抽取样本在年龄、男女、城乡等方面的能较好的代表全市的实际情况。 

关于调查时间的安排：由于食品，特别是蔬菜类有很强的季节性，所以最好

每季进行一次抽样调查，如人力物力受限，可夏秋和冬春各一次，每次 3～7 天

时间。 

2.1.3 抽样数据的记录方式 

抽样调查的方法已经在问题中给出，这里我们只是说明调查结果的记录方

法。调查结果的记录方法必须与后面的模型建立方法，以及对数据的分析过程结

合起来考虑。其中比较重要的问题包括：调查时食物的分类方法，这部分内容我

们将在下节中单独进行讨论；被调查对象的分布情况。由于不同人群的食物摄入

量与其性别、年龄、劳动强度、经济收入等方面密切相关，因此调查人员在调查

每个家庭时需要对家庭成员的基本情况作比较详细地记录，其中包括被调查人员

的性别、年龄、从事工作的类型、经济收入、各成员所摄入的各种食品的大体数

量等。由此我们即可得到按照不同的分类情况统计的人群食物摄入量模型。另外，

人们所消费的食物有明显的季节性，因此抽样时也要记录抽样时的季节，以便于

进行数据统计。 

2.2 抽样调查中食物的分类方法 

我国居民消费的食物种类非常复杂，包括：主食、肉类、蔬菜、水果、水、

饮料、各种调味剂和经过加工的食品，细分将达数千种以上。在实际调查过程中

如果详细地分类，其调查工作量太大，得到的数据也会难以处理，不利于描述食

物摄入量的分布情况；而如果随意粗糙进行分类，则将影响调查的精度，因此需

要根据污染物分布模型的数据合理设计抽样调查中食物的分类办法。 

目前常用的分类方法主要有以下几种。第一种是从营养学角度来分，可以将

食物分为以下五类：1、谷类及薯类：谷类包括米、面、杂粮，薯类包括马铃薯、

红薯等；2、动物性食物，包括肉、禽、鱼、奶、蛋等；3、豆类及其制品，包括

大豆及其他干豆类；4、蔬菜水果类，包括鲜豆、根茎、叶菜、茄果等；5、纯热

能食物，包括动植物油、淀粉、食用糖和酒类。 

2002 年，国家卫生部、科技部和国家统计局组织的“中国居民营养与健康状

况调查”。调查采用连续 3 天 24 小时回顾询问法来调查居民所有摄入食物，用“称

重法”调查家庭肉及肉制品消费量。其中对食物的分类包括：粮谷类（米、面和

其它）、薯、豆类、干豆类、豆制品、蔬菜（深色蔬菜、浅色蔬菜）、腌菜、水

果、坚果、畜禽肉蛋及水产品、猪肉其他畜肉、动物内脏、禽肉、蛋及其制品、

水产品、奶及其制品、食用油（植物油、动物油）糕点类、糖及淀粉、食盐、酱

油、酱类等。 

第三种食物分类方法是国际食品法典委员会(CAC) 食品与饲料分类标准。

早在国际食品法典委员会（CAC）开始农药残留限量工作制定的同时，就开展了

食品和动物饲料产品分类的工作。1989年，第18次法典大会采用了这一分类系统，

将它作为《食品中的农药残留建议指南》的第4部分，意味着食品和动物饲料产



全全国国第第四四届届研研究究生生数数学学建建模模竞竞赛赛 

 - 4 -

品分类已成为国际标准的一个独立部分。目前，CAC 已将整个食品和动物饲料

产品分类系统纳入了计算机管理系统，这样所有农药残留方面的法典都可以通过

程序链接到该系统。现在至少有4000种食品和饲料产品已包含在该数据库中。 

CAC食品和饲料分类标准的框架：食品法典分类标准是按4个层次来进行食

品和动物饲料分类的。首先，按照原料来源及是否经过加工分为A、B、C、D、

E 5个等级。这5个等级分别是A级 植物来源的初级食品（包括5种类型）、B级 动

物来源的初级食品（包括5种类型）、C级 初级饲料（包括1种类型）、D级 植

物来源的加工食品（包括4种类型）、E级 动物来源的加工食品（包括4种类型）。

其次，在等级划分的基础上，根据产品特征共划分为19个类型。各大类中根据农

药残留相似性再分为不同的组，如水稻、麦类、杂谷类、豆类、薯类等，分类标

准的每个组中都包含各种推荐指标，如潜在农药残留量、作物和动物在正常情况

下的消费量以及应用农药最大残留限量的商品比例等。组是由不同的商品名称组

成，食品和饲料法典分类标准对商品特征描述比较清楚，包括数字编号、字母代

码、产品名称、拉丁名称、产品特征等。数字编码包含的信息包括：等级、类型、

分组、字母代码、数字代码和特征描述等。标准中所列举的商品比较全面，包括

各个国家的各种相关产品，产地不同的同一品种的商品也都分别列举了出来。 

通过以上的描述可以看出三种食物分类方法中，CAC 食品和饲料分类标准

较多地考虑了食品中的农药残留情况，这正好符合食品安全评估的要求。另外，

CAC 食品和饲料分类法是按照四个层次来进行分类的，分别是等级（5 个）、类

型（19 个）、组和商品名称。这种分类方式有利于不同时期，不同地域，不同

种类的抽样数据之间，食物摄入量模型与污染物分布模型之间数据的相互转换和

组合，所以在污染物分布模型的数据分类不一致时，膳食模型的数据可以方便地

与其匹配。因此这种分类方式具有非常较强的优势，我们在此建议采用 CAC 食

品和饲料分类标准对食物进行分类。但是，针对这里的具体的实际问题，可以在

两个方面对 CAC 的分类标准进行改进。首先 CAC 的分类标准是针对食品和饲

料的，而我们要评估的是食品安全问题，所以可以将其中对饲料的分类去除。具

体地说就是可以只考虑其 5 个等级中的 4 个（A、B、D、E），而无需考虑第 C

个等级。其次，CAC 分类方法的分类标准是农药残留，由于现实生活中的食品

污染的多样性，我们认为有必要对其它的污染源加以考虑，例如钢铁、水泥、电

力、化工等污染行业的污染物排放数据和食品卫生安全监测部门日常对水、农贸

市场和大宗食品中污染物的抽查数据以及进出口口岸的检测数据等来对食品进

行分类。特别是应针对题目所给出的危害面广、后果严重的几种污染物，如：铅、

镉、有机磷、有机氯等来分类，将更加有利于人群食物摄入量模型与污染物分布

模型之间的匹配。因此我们这里给出的食品的分类方法的总体框图表示在图 2.1

中。 



全全国国第第四四届届研研究究生生数数学学建建模模竞竞赛赛 

 - 5 -

 

图 2.1 食物分类方法框图 

2.3 人群食物摄入量模型的建立方法 

人群食物摄入量模型（膳食模型）是用于估计不同地区、不同性别、不同年

龄、不同季节、不同劳动强度、不同经济收入的人群各类食品的一天摄入量。很

明显，食物摄入量与前面这几个因素有关系，因此得到人群食物摄入量模型应该

看成是一个随机矢量，它与前面所列的因子有关，可以表示为 intake(region, sex, 

age, season, intension, income)。在建立人群食物摄入量模型时，我们考虑对这些

方面进行改进：建立模型时多种数据的收集、选择、融合和应用；人群食物摄入

量模型。 

2.3.1 数据的收集和应用 

在构建膳食模型时，除了我们抽样调查所得到的数据外，我们还要充分利用

一切从其它渠道可以获得的信息，我们调查的样本单元是单个家庭，调查其食物

摄入量，并对家庭成员的基本情况作以记录，来分析各种情况的人群的食物摄入

量。但是实际上还有很多的数据我们都可以利用，例如，全国或各个地区的粮食、

蔬菜、水等食物的总产量或者总消费量这些数据都可能有的，而且我们肯定有比

较详细的各地区，全国的人口普查的资料可以用。不利用这些资源也是一种资源

的浪费。由上面的这些数据，我们就可以得到人群的各类食品的一天的摄入量的

估计，这种估计食物消费量的方法称为供应与消费统计法。供应与消费统计的消

费量的一般计算公式为: 

人均膳食量(g/d)=总消费量/总人口数/365天 

其中：总消费量=国内产量+进口量-出口量-工业用量和其他消耗量 

该法的优点是从宏观上得到确切的数据，避免了调查的代表性问题；缺点是

资料来源的准确性难以保障。例如，进出口数量、工业消耗量、其它损耗量等都

食品 

等级 

A 级 植物来源的初级食品 

类型 组 商品名称 

…
.. 

…
…

…
…

.. 

B 级 动物来源的初级食品 

D 级 植物来源的加工食品 

E 级 动物来源的加工食品 

…
…

…
…

…
…

…
…

 

…
…

…
…

…
…

…
…

 

…
…

…
…

…
…

.…
…

…
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较难获得准确数据。 

在用供应与消费统计法估计出人均膳食量之后，我们就可以按照加权组合等

方法就可以得到食品摄入量的更为准确的估计。 

2.3.2 人群食物摄入量模型 

由于人群食物摄入量模型是对不同情况人群的各种食品的日均摄入量，因此

我们的模型要考虑人群的不同情况，以及各种食品的情况。我们的建模方法是：

先分别针对某种食品建模；而全部种类食品的摄入量模型则通过将各种食品按照

其总量之间的比例关系来加权，再求其和来得到。而对每种食品的建模又需要按

人群的不同情况来分别建模。具体地说就是，按性别（男、女），年龄（分成几

个不同的年龄段），城乡（城市、农村），地区（先对各个地级市分别建模，再按

其相应的人口总数的比例进行加权生成全省的模型；然后将各个省的模型按其总

人口比例加权相加来组成全国的模型）。这种建模方法的优点是由于我们掌握了

各个单独分量的摄入量模型（比如各个地区，各个年龄段或性别情况），因此当

我们需要评估某个地区或者某种特征的人群的模型时，可以直接利用其相应的摄

入量模型，而不需要用全国的模型来近似，精度可以做到更高。另外一个优点是

我们按照各子集类摄入量模型相应样本数之间的比例来加权求和，可以保证最后

所得到的估计量是总体目标量的自加权无偏估计。 

而对于某种具体的食品而言，国家卫生部、科技部和国家统计局在 2002 年

组织了“中国居民营养与健康状况调查”。调查队在全国 31 个省、直辖市、自治

区的 132 个调查点中选取 23470 户进行膳食调查，共调查 68962 人。膳食调查采

用连续 3 天 24 小时回顾询问法调查居民所有摄入食物，及用“称重法”调查家庭

肉及肉制品消费量。根据调查结果，部分种类食品的人日均膳食摄入量见表 2.1。

对所调查食品日均膳食量的统计结果显示，绝大多数食品的日均膳食量摄入水平

服从正态分布，其中我国居民日均摄入熟肉制品的量的分布情况见图 2.2。 

表 2.1 二 00 二年全国营养调查部分食品人均膳食摄入量数据 
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图 2.2 熟肉制品人日均摄入量分布图 

我们这里考虑由各个省的调查数据来估计全国的摄入量模型的方法，假设第

i 个省的摄入量模型为： 

 
2

2

1 1
exp ,     0

( ) 22

0                                                0
i

x u x
f x S

x



  
    

  
 

 （2.4） 

其中，随机变量 x 为某类食品的日均摄入量，u 为该类食品日均摄入量的平均值，

σ 为日均摄入量的方差。S 是将该不完整的概论分布归一化的常数，它等于该分

布在所有随机变量范围上的面积： 

2

2

0

1 1
exp{ ( ) }

22
S x u dx





    （2.5） 

则该食品全国的摄入量模型通过下式计算： 

1

( ) W ( )
N

i i
i

f x f x


  （2.6） 

其中：
M

W
M

i
i  为该省的总人口数 Mi 与全国的总人口数 M 之间的比值，即为该

省的权；N 为全国的省级行政单位的数目。 

以下两个定理保证了我们所提的建模方法的有效性。 

定理 2.1 在分层抽样中，样本的加权平均数： 

1

ˆ
N

i i
i

Y W y


   （2.7） 

是总体样本平均数Y 的无偏估计量，即有： 
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1

ˆ
N

i i
i

EY W Ey Y


   （2.8） 

式中：样本总体 Y 被分成了 N 层：y1, y2,…, yN； iy 表示样本 yi 的平均估计；Wi

表示该子样本数在全部样本数中所占的比例，即其权值。 

定理 2.2 统计量 Ŷ 的方差为； 

2
ˆ

1 1

1 1
i

N N

i y i iY
i i i i

V WV W S
n N 

 
   

 
   （2.9） 

其中：
Ŷ

V 表示 Ŷ 的方差；
iyV 表示 iy 的方差； iS 表示第 i 层中简单样本的标准差。

且其无偏估计量可取为： 

2 2

1

1 1ˆ( ) :
N

i i
i i i

S Y W S
n N

 
  

 
  （2.10） 

从定理 2.1 可以看出，我们这里给出的分层抽样估计法对样本均值的估计是

无偏的；由定理 2.2 可以看出，我们可以用其构造统计量方差的无偏估计。 

 

三、污染物分布模型的建立 

污染物分布模型是根据农药、化工等污染行业的污染物排放数据和食品卫生

安全监测部门日常对水、农贸市场和大宗食品中污染物的抽查数据以及进出口口

岸的检测数据来估计各类食物中各种污染物的含量。 

3.1 污染物分布模型的建立方法 

3.1.1 基本数据获得 

污染物分布模型的数据主要是来自：食品卫生监测部门日常对市场上食物的

检测数据（包括例行监测数据和偶然抽查数据，符合性检验和监测性检验数据）

和市场上各类食品的流通量，进出口口岸的检测数据。此外，历史检测数据也是

非常重要的信息。 

为了和食物摄入量模型中的数据相匹配，污染物的采集对象应该与食品的分

类尽量一致，如我们食品分类有大豆类，那我们检测大豆的含量时，尽量不要把

大豆与别的作物分为一个合集。 

为了便于说明，我们使用汞污染的数据，数据来自于武汉市的调查数据。 

表 3.1 汞污染的分布数据 
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3.1.2 基本思想 

基本思想是首先假定一个分布类型，进行该分布类型情况下的统计量分析，

并采用某种准则进行拟合优度检验。然后，我们考虑了对“未检出”食品的处理，

最后，有限的规则分布类型难以满足实际应用的需要，为此，我们进行了统计分

布与统计方法的改进。 

3.1.3 模型简化 

污染物分布的特点有：第一、污染物含量不会是负的，所以概率密度函数分

布在右半平面；第二、污染物分布是左偏态，即均值左边的概率远大于均值右边

的概率；第三、食品绝大多数都是污染物含量很低的，所以概率密度函数集中分

布在污染物数值小的区域；第四、对于某种待测食品，要检测的污染物数值为零

的情况也很少，所以概率密度函数的峰值不在随机变量取零时。 

3.1.4 基于有限分布类型的拟合 

首先，我们先获得样本频率分布曲线,对连续型随机变量x，观测n次，把样

本的取值区间划分成若干等间距小区间(x1,x2] ,(x2.x3]…….，样本值落入(xk,xk+l]

的个数为nk,则样本频率为: 

1
( ) k

k

n
f x

n x



 （3.1） 

其中 1k kx x x   , ( )kf x 曲线为样本频率分布曲线，简称频率曲线。当

n , 0x  时， ( )kf x 趋向于概率密度。 

采用最大似然估计来拟合数据： 

设总体Ｘ的密度函数 ( , ),f x  是参数或参数向量， 1 2, , , nX X X 是该总体的

样本，对给定的一组观测值 1 2, , , nx x x ，其联合密度是的函数，又称似然函数，

记为： 

1 1
( ) ( , , , ) ( , ),

n

n kk
L L x x f x   


    （3.2） 

其中为参数集，若存在 1
ˆ ˆ( , , )nx x   使 ˆ( ) ( ),L L   就称 1

ˆ( , , )nx x 

是 的最大似然估计值，而 1
ˆ( , , )nX X  是的最大似然估计量。 

对给定的观测值， ( )L  是的函数，最大似然估计的原理是选择使观测值

1 2, , , nx x x 出现的“概率”达到最大的̂作为的估计。 

最大似然估计具有不变性，即若̂是的最大似然估计，则 ( )g  的最大似然

估计为 ˆ( )g  。但是矩估计不具有不变性，例如假定 X 是的矩估计，一般情形

下， 2 的矩估计不是
2

X 。 

假设总体Ｘ具有 
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1( , ) , 0, 0
( 1)!

k
k xf x x e x

k


    


 （3.3） 

其中 k 是已知的正整数， 未知参数 的最大似然估计按以下步骤进行： 

Step1： 对给定的观测值，其似然函数为： 1

( 1)!1
( )

k
j

n xk
jkj

L x e




  

Step2： 当 0jx  时，对数似函数为： 

*

1 1
ln ( ) ( ln ) ln

n n

j jj j
L k x c nk x c    

 
        （3.4） 

Step3：令
1 1

ln ( ) ( ln ) 0
n n

j jj j

nk
L nk x c x  

   

 
     

 
   

由此得到： 

1

ˆ
n

jj

nk k

xx




 


 （3.5） 

所以 的最大似然估计量为 

ˆ k

X
   （3.6） 

基于污染物分布的特点，我们提出六类污染物分布模型： 2 分布

（chi-square）、F 分布、Gamma 分布、对数正态分布、Weibull 分布、Nakagami

分布（瑞利分布是 Nakagami 分布在 m=1 时的特例） 

由于污染物种类繁多，若用一种分布来拟合，则误差很大，对于某一污染物，

我们采用多种分布模型进行拟合，这样就提高了分布的精度。 

下面我们以汞污染分布为例，详细地描述建模过程。 

对数据的分析：我们把汞污染的分布用概率直方图来表示，如图 3.1 所示：  
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图 3.1 原始数据 

我们选择 Nakagami 分布拟合得到，如图 3.2 中的红线所示： 

  

图 3.2 Nakagami 分布拟合结果 

选择对数正态分布拟合，如图 3.3 中的蓝线所示。 
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图 3.3 对数正态分布拟合结果 

选择 Weibull 分布拟合，如图 3.4 中的棕线所示。 

  

图 3.4 Weibull 分布拟合结果 

采用 Gamma 分布拟合，如图 3.5 中的灰线所示 
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图 3.5 Gamma 分布拟合结果 

仿真结果的性能统计如下表所示： 

表 3.2 不同分布的拟合结果统计表 

Distribution Log likelihood Domain Mean Variance 

Nakagami -592.768 0 < y < Inf 1.73503 0.194237 

Lognormal -573.739 0 < y < Inf 1.73295 0.203774 

Weibull -648.255 0 < y < Inf 1.72663 0.239283 

Gamma -578.096 0 < y < Inf 1.73277 0.194404 

 

由上表我们可以明显看出 Lognormal 的 Log likelihood 是最优的，所以我们

这次采样数据用 Lognormal 分布拟合，误差较小。 

由于污染物种类多种多样，所以拟合的的分布和参数也各不相同。我们采用

了一类分布（ 2 分布（chi-square）、F 分布、Gamma 分布、对数正态分布、

Weibull 分布、Nakagami 分布），来拟合不同的数据，提高了拟合的精度。 

3.2 对污染物模型的进一步优化 

偶然抽查数据和监测性检验数据有所有被检测食品的污染物含量，而符合性

检验只有“被检出”的食品的污染物含量，没有“未检出”食品的污染物含量，如果

把“未检出”食品的污染物含量作为零，那么我们得到的污染物分布模型会有很大

误差。 

对于检测结果来说，因为对“已检出”的食品进行了全部检测，所以样本频率

分布函数的右边比较精确，但是在食品安全的情况下"未检出"的数据远比有具体
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数值的次数多,或者说数据经过筛选,左边数据不及右边数据精确,左边数据不及

右边数据精确。 

当我们利用实际的为了充分利用“未检出”食品数据，我们采用将利用 2%的

随机数据，以及“未检出”食品数据对左边的数据进行加权处理，经过数次迭代逼

近理论分布。 

对存在“未检出”食品数据进行假设：第一、认为符合性检验的中“已检出”数

据的污染物含量是真实的，而“未检出”食品数据的污染物含量认为为零。第二、

偶然检测数据是针对符合性检测中未检测部分进行的，对。第三、虽然偶然抽查

数据是总体数据量的 2%，但对实际抽样方案来说，由于总体的数据量很大，则

偶然检测数据量应该不会太少。我们把满足上述假设的数据记为“实际数据”。 

3.2.1 直接利用污染物大于某一数值的样本拟合 

如果只是利用随机变量取值大于某一数值 t的部分样本数据来估计整体的分

布则性能不好，如下图所示： 

 

图 3.6 用部分样本数据来估计整体的分布的效果 
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图 3.7 用 Lognormal 分布分别拟合原始数据和部分数据的结果 

上图中，红线是用 Lognormal 分布来拟合原始数据数据，而蓝线是用

Lognormal 分布来拟合后 7%数据（实际情况下可能比 7%更小），由此可以清楚

的看到误差很大。 

3.2.2 利用“实际数据”拟合 

如果直接利用满足假设的“实际数据”来估计整体的分布，误差也很大，如下

图所示 
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图 3.8 直接利用满足假设的“实际数据”来估计整体的分布 

由于把满足符合性检测的大部分数据的污染物含量当作零，所以拟合概率密

度函数在 0 处有个峰值，这和实际情况并不相符。 

3.2.3 新型的迭代算法来拟合整体 

我们提出一种新的迭代算法来拟合整体概率密度函数的分布。 

算法描述： 

第一步：把随机变量在零处的概率按比例分配到 2%的偶然监测数据中，进行拟

合，得到概率密度函数 f0(x)，这个比例是 2%的偶然检测数据的分布，即： 

实际数据中：P1(x=0)，P1(x=x1) 

重新分配数据后：P2(x= x1) = P1(x=x1) + aP1(x=0)，其中 a 为加权系数 

第二步：把随机变量在零处的概率按新的比例分配到 2%的偶然监测数据中,进行

拟合，得到概率密度函数 f1(x)，这个新的比例是按照 f0(x)在小于 t 部分的函数决

定的。 

第三步：比较 f1(x)与 f0(x)的距离，若距离小于阈值，则结束迭代，否则到第二

步继续迭代。 

我们对该算法进行了仿真实验：仿真条件：理想数据服从 Lognormal 分布，

“已检出”数据的污染物含量位于 99%右分位点右边，偶然抽查数据占总样本数的

2%。 



全全国国第第四四届届研研究究生生数数学学建建模模竞竞赛赛 

 - 17 -

 

 

图 3.9 用 Lognormal 分布拟合时第一次迭代的结果 
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图 3.10 用 Lognormal 分布拟合时第二次迭代的结果 

从上图可以看出，经过两次迭代，概率密度已经很好的逼近理想数据的

Lognormal 分布曲线。 

仿真结果如下表所示： 
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表 3.3 迭代法仿真结果统计 

名称 Log likelihood Domain Mean Variance 

理想数据 -5339.97 0 < y < Inf 1.70163 0.187185 

第一次迭代 -4927.59 0 < y < Inf 1.68556 0.171308 

第二次迭代 -5323.74 0 < y < Inf 1.70681 0.186405 

 

我们的算法具有收敛速度快的优点，在第二次迭代后一般都能获得较好的概

率密度函数的分布。 

3.3 不同地区概率分布函数的组合问题 

前面建立模型是考虑的样本情况是完全一致的，但实际情况却不是这么简

单。比如说，全国的情况是由某些省、市的日常监测数据来估计的，这时也同样

面临着两者的概率分布函数可能并不相同的问题。这里我们把调查数据看成是从

若干个比较相近的总体的并集中有一定选择性地抽样所获得的数据，并用来估计

这若干个有比较大共性的总体并集的概率分布函数，这时的问题相当于分层按比

例抽样问题。此时总体的概率密度估计等于各层（提供监测数据的省、市）概率

密度按其样本数所占比例的加权平均。即假设我们由 N 个省、市的检测数据来

估计全国的情况，这 N 个检测数据的概率密度函数分别为 f1(x), f2(x),… fN(x)，该

省、市的总人数分别为 M1, M2,…, MN,，在这 N 个省、市的全部总人数为 M＝

M1＋M2＋…＋MN。第 i 个省、市的权值定义为 Wi=Mi/M, i=1,2,…,N，则全国的

概率密度函数估计为： 

1 1 1

M 1
( ) W ( ) ( ) M ( )

M M

N N N
i

i i i i i
i i i

f x f x f x f x
  

      （3.7） 

即我们这里将各个地区的抽样看成是分层抽样，由抽样调查的基本理论可

知，对于分层抽样，用其各层估计均值的加权平均和来估计的总体的平均值的无

偏估计。这一点我们已经在 2.3 节中进行了论述。 

3.4 对样本频率分布曲线偏离预选分布很大的处理 

以上讨论了利用有限的规则分布类型对样本的概率密度函数进行拟合，有限

的规则分布类型难以满足实际应用的总体，以上的方法不能逾越给定先验分布类

型、然后进行拟合优度检验这一基本思想，这本质上是给污染物分布强加了某种

限制条件。 

近年发展了基于密度演化理论的随机变量概率密度函数估计方法。在该方法

中，不需要进行概率分布或概率密度函数类型的先验假定，可以直接根据基本数

据给出概率密度函数的估计。 

3.4.1 虚拟随机过程与密度演化方法 

为了获取一组数据所来自的总体z的概率密度函数P (z)，可以构造一个虚拟

随机过程 

( ) ( , )X Z    （3.8） 

其中 为虚拟时间参数。原则上，式（3.8）的函数形式只需使得z为 ( )X  在 c   
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时刻的截口随机变量即可，亦即 

( ) ( , )
c cZ X Z      （3.9） 

通常，为方便起见，式（3.8）的初始值可以取为 

0( ) ( , 0) 0X Z       （3.10） 

根据计算经验，式（3.8）取如下形式具有较好的效果： 

( , ) sin( ), 1cZ Z      （3.11） 

显然，当 2.5  时，式（3.11）满足式（3.9），式（3.10）中给出的条件。对

式（3.8）关于 求导可得 ( )X  的速率为： 

( ) ( , )X Z  
 

 （3.12） 

根据密度演化理论，(X，Z)构成的随机系统概率守恒，因而可以导出其联合

概率密度函数 ( , , )XZp x z  满足的广义密度演化方程。 

( , , ) ( , , )
( , ) 0XZ XZp x z p x z
z

 
 

 

 
 

 



 （3.13） 

由式（3.10）可知式（3.13）的初始条件为 

0( , , ) ( ) ( )XZ Zp x z x p z    （3.14） 

边界条件可取 ( , , ) 0XZ xp x z    。 

求解偏微分方程边值问题式（3.13）、式（3.14）可以给出联合概率密度函

数 ( , , )XZp x z  ，进而积分可得 

( , ) ( , , )X XZp x p x z dz 



   （3.15） 

注意到式（3.9），即可获得随机变量z的概率密度函数 

( ) ( , )
cZ Xp z p x z      （3.16） 

3.4.2 实施方法： 

若有实测样本(Z1,Z2,Z3,⋯,Znsp)，欲以此为基本数据估计总体的概率密度函数。

首先将方程式（3.13）关于z离散，并分别取已经获取的各个样本值，可得到一

组偏微分方程 

( , , ) ( , , )
( , ) 0XZ XZp x z p x z
z

 
 

 

 
 

 



 (j=1,2,⋯ ,nsp) （3.17） 

在通常情况下，可以认为数据实测过程是独立重复进行的，因此，获取各个

样本值的概率相同，故初始条件式（3.14）可取为 

0

1
( , , ) ( )XZ

sp

p x z x
n z

  


 （3.18） 
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为方便计算，权值取 max min( ) / spz z z n   ,( j=1,2,⋯ ,nsp)、在初始条件式（3.18）

下求解方程式（3.17），可获得解答 ( , , )XZp x z  ( j=1,2,⋯ , nsp)，进而，对式（3.15）

进行数值积分可给出 

1

( , ) ( , , )
spn

X XZ j
j

p x p x z z 


   （3.19） 

结合式（3.18），式（3.19）不难看到， z 的选取事实上对最终结果不产生任

何影响，因此，在实际分析中，可直接取 z =1。 

式（3.17）可以采用差分格式求解。根据计算经验，在概率密度函数估计中，

采用单边差分格式与具有TVD性质的修正的Lax-Wendrof格式构成的加权组合格

式可取得较好的效果。具体实施步骤见图3.11。 

开始：j：=1

计算

用有限差分方法求解广义密度

演化方程式（3.17）

对联合概率密度函数进行

数值积分（式（3.19））

J:=j+1

输出结果

J<nsp

( , )jZ 


否

 

图3.11 概率密度函数估计的流程图 

3.4.3 应用概率密度估计的效果图 

图3.12概率密度函数与概率分布函数估计结果。为了比较，图3.12(a)还同时

绘出了具有相同均值与标准差的极值I型分布的概率密度函数以及数据频率直方

图。从图中不难看到，直接采用密度演化方法计算获得的概率密度函数曲线在趋

势上与直方图最为符合。图3.12 (b)中同时绘出了经验分布函数、密度演化方法

计算获得的概率分布函数和极值I型分布函数，从中可见，密度演化方法计算获

得的概率分布函数与经验分布函数的偏差较小，在对可靠度问题影响较大的尾部
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更是如此。 

 
图 3.12 概率密度函数估计结果图 

3.4.4 讨论 

与传统的基于拟合优度检验的规则分布函数的统计方法比较，需要概率分布

类型或密度函数类型先验分布的假定。研究表明：统计给出的结果是可信的。 

虽然密度演化算法，具有不受先验分布的约束的优点，但是密度演化算法运

算量大，而且受野值的影响很大，实际应用中要根据自己的需要来选择算法。 

 

四、风险评估模型的建立 

风险评估模型根据人群食物摄入量模型和污染物分布模型两个模型所提供

的数据计算得出全国或某地区人群某些污染物每天摄入量的 99.999%的右分位

点（把每个人每天某种污染物摄入量看成是一个随机变量），从而能够对某一时

刻食品安全风险做出评估。 

4.1 风险评估模型的建立方法 

风险评估模型就是利用前两个模型的结果对全国、某个地区、某类食品的安

全状况做出评价，对可能出现的食品安全事件给出预警。模型的输入是抽样率很

低的随机抽样数据，这两批数据通常是不配套的，即人群食品摄入量模型中的调

查对象极大可能不是污染物分布模型中被调查食品的消费者，这是建立风险评估

模型需要首先解决的问题。在这里我们受原问题中给出的思路的启发，认为两批

抽样调查是完全独立进行的。从实际问题考虑可以判断，这里给出的假设是合理

的。在此假设下，风险模型的建立问题就转化为在相互独立的膳食模型和污染物

分布模型给定的情况下来估计随机变量——每个人每天某种污染物摄入量的问

题。假设对某种事物而言，某类人群对其一天的摄入量为随机变量 x，其分布为

fX(x)（即为人群食品摄入量模型）；而每单位质量的该种食物中含有某类污染物

的质量为 y，其服从分布 fY(y)（污染物分布模型）；则该人群对这种污染物的摄

入量为随机变量 z，则有，z=xy，我们要求其分布 fZ(z)（风险评估模型）。这一过

程可以用图 4.1 中的左半部分来描述。 
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图 4.1 风险评估模型建立示意图 

由 x 和 y 估计 z 实现过程如上图中的右半部分所示。由前面的两个环节，我

们已经建立了食物摄入量（x）和污染物含量（y）的概率密度函数分布，而污染

物的摄入量（z）为这两个量的乘积。假设 x，y，z 的累积分布函数（CDF）分

别为 FX(x)，FY(y)，FZ(z)，则有： 

( ) ( , ) ( ) ( )Z X Y

xy z xy z

F z f x y dxdy f x f y dxdy
 

    （4.1） 

上式中的第二个等式是由我们假设两批抽样调查是完全独立进行而得到的。 

 

图 4.2 积分区间示意图 

我们假设食品的摄入量的最大值为 Xmax，而单位质量中污染物含量的最大值为单

位质量 1，所以我们可得到积分区间，如图 4.2 所示，则积分可以展开为： 

max1 /

0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

Z X Y

xy z

Xz z x

Y x X Y

z

F z f x f y dxdy

f y dy f x dx f x f y dydx





 



   
 （4.2） 

则概率密度函数为上式的导数： 

x 

fX(x) 

y 

fY(y) 

z 

z=xy 

x y 

z 

x 

z=xy 

y 

fZ(z) 

x 

y 

z 

 

1 

 

y=z/x 

Xmax 
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' ( )
( ) ' ( ) Z

Z Z

dF z
f z F z

dz
   （4.3） 

上式即为风险评估模型。 

4.2 污染物摄入量 99.999%的右分位点精度的提高 

风险评估模型对食品安全进行评估是通过人群食物摄入量模型和污染物分

布模型所提供的数据计算得出全国或某地区人群某些污染物每天摄入量的

99.999%的右分位点（把每个人每天某种污染物摄入量看成是一个随机变量），并

将其与食品卫生安全部门的安全标准进行比较，如果右分位点小于安全标准，则

认为食品卫生状况是安全的。其重点是对高暴露人群(即污染物摄入量比较大的

人群)的监控上，而不仅是居民污染物的平均摄入量。就是如果把每个人每天某

种污染物摄入量看成是一个随机变量，则我们关心的不仅是它的均值，更关心的

是它的 99.999%的右分位点。所以右分位点估计的精度是非常重要的问题。 

对概率密度函数的某一数值的右分位点的估计最直接的方法是：首先由样本

数据估计函数的概率密度函数，然后计算使其积分上限使积分为要求的数值。这

里如果用这种方法来估计污染物每天摄入量的 99.999%的右分位点，则有下面三

个因素会影响到估计的精度：第一，目前还没有发现污染物摄入模型符合的分布，

而只能用一些分布来近似，所以用样本来对其进行估计，不可避免的存在误差，

当然用此概率密度函数来估计右分位点也会存在较大误差；第二，由建立污染物

分布模型的过程可知，例行监测数据和符合性检验只在污染物超标时才会有数据

结果，甚至其结果只是定性的，但我们都知道绝大多数食品还是安全的，超标的

食品毕竟只占少数。偶然抽查数据和监测性检验数据可以提供样本数据，但其本

身在整个检测中的比例非常小（2%），所以建立污染物分布模型时的样本数是很

少的，而占食品绝大部分的安全食品的样本数会更少，由此也可以得出风险评估

模型中样本数据量是比较少的，特别是安全食品部分的样本数会更少，而我们要

估计右分位点恰恰需要用到安全食品部分的概率分布函数，所以会严重影响估计

的精度；第三，在估计中用到了对概率密度函数的积分，在实现时只能用数值积

分来近似，又会引人积分误差，而且其计算速度也会受影响。 

针对直接估计 99.999%的右分位点方法的这些缺点，我们给出了一种新的估

计 99.999%右分位点的方法。方法主要是在两个方面进行了改进来提高估计的精

度：一是不估计随机变量的概率密度函数，而是用随机采样的样本来估计；二是

我们不是依据 99.999%部分的样本数来估计右分位点，而是估计尾部的 0.001%

的左分位点。 

直接基于随机采样样本的右分位点的估计方法是基于 Mont Carlo 方法。这

里首先介绍一下 Mont Carlo 方法的基本思想。 

蒙特卡罗（Monte Carlo）原为地中海沿岸 Monaco 的一个城市，是世界闻名

的大赌场。将 Monte Carlo 作为一种计算方法的命名固然已赋予了新的内容。然

而，顾名思义，Monte Carlo 方法的随机采样特征在它的名字上得到了充分的反

映。Monte Carlo 方法在数学上又被称为随机模拟（Random Simulation）方法、

随机采样（Random Sampling）技术或统计试验（Statistical Testing）方法，它的

基本思想是：根据要解决的具体问题建立适当的概率模型或随机过程，使其参数

等于问题的解，然后通过对模型或过程的采样实验来计算所求参数的统计特征或
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其近似值。如今，计算机的发展及其性能的提高使得 Monte Carlo 方法得到了广

泛的应用。 

Monte Carlo 方法提供了一种有效的用样本集来表示概率密度的途径，概率

密度函数 ( )p x 基于样本集 1,2,...{ }i i Nx 的表示形式为： 

1

1
( ) ( )

N

i
i

p
N




 x x x  （4.4） 

式中 ( )  为 Kronecker delta 函数， 1,2,...{ }i i Nx 为来自于 ( )p x 的样本集，即 ~ ( )i px x 。

式（4.4）实为用采样点的疏密来表示概率密度。图 4.3 给出了一维概率密度函数

( )p x 的 Monte Carlo 表示方法示意。  

( )p x

x  

图 4.3 概率密度函数的 Monte Carlo 表示 

 

然而，通常情况下，很难直接对 ( )p x 进行采样，重要性采样理论则摆脱了直

接从真实概率分布进行采样的限制，它只需从一个易于实现采样的概率密度函数

( )q x 进行采样，就理论而言， ( )q x 可以任意选择，通常把 ( )q x 称为重要性采样函

数。利用重要性采样方法所得到的基于 Monte Carlo 样本集 1,2,...{ }i i Nx 表示的概率

密度函数 ( )p x 可以写成： 

1

( ) ( )
N

i i
i

p w


 x x x  （4.5） 

( )

( )
i

i

i

p
w

q


x

x
 （4.6） 

上式实为用一有权采样集 1,2,...{ , }i i i Nw x 来表示概率密度。图 4.4 给出了一个在一维

情况下，用匀均分布作为重要性采样函数来表示概率密度函数 ( )p x 的示例，图中

采样点的面积正比于其权重值。 
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( )p x

x  

图 4.4 基于重要性采样的概率密度函数的 Monte Carlo 表示 

在实际的工程应用中，我们常常需要对概率密度为 ( )p x 的某一随机变量

1 2( , ,... )Mx x xx 或随机函数 ( )f x ）的数字特征进行估计。例如，在概率与统计理论

中， ( )f x 的数学期望可以表示为：  

1 2 1 2 1 2[ ( )] ( ) ( ) ( , ,... ) ( , ,... ) ...N N ME f f p d f x x x p x x x dx dx dx  x x x x  （4.7） 

然而，式（4.7）中解析形式的数学期望在实际应用中一般难以直接计算。Monte 

Carlo 方法为解决这一问题提供了一种途径。基于 Monte Carlo 方法的数学期望可

以表示成： 

1

1
[ ( )] ( )

N

i
i

E f f
N 

 x x  （4.8） 

式中 1,2,...{ } ~ ( )i i N px x ，根据大数定理可得，当 N 时，
1

1
( )

N

i
i

f
N 
 x 将趋于 [ ( )]E f x 。 

为了克服直接对 ( )p x 进行采样的困难，这里同样可以利用一重要性采样函数

( )q x 进行采样得到样本集 1,2,...{ } ~ ( )i i N qx x ，此时，基于 Monte Carlo 方法 ( )f x 的数

学期望可以表示成： 

1 1

( )1 1
[ ( )] ( ) ( )

( )

N N
i

i i i
i ii

p
E f f f w

N q N 

  
x

x x x
x

 （4.9） 

直接基于随机采样样本的右分位点的估计方法的基本原理如图 4.5 所示。 
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图 4.5 右分位点估计算法示意图 

如图所示，图为随机变量 x 的概率密度函数曲线，我们要估计 m 值，使得 m

值左边的概率密度函数的积分占整个概率密度曲线积分面积的 99.999%。这里我

们不是按照常规的方法先由抽样样本数据估计随机变量的概率密度函数曲线再

积分。假设随机抽样得到的样本数为 M，先按照从小到大的顺序排列将抽样样

本值；然后找出其中的左边的 99.999%M 个和其相邻右侧样本的分界线，并取其

中值为 m 的估值，即假设随机变量样本在从小到大排列之后的从左边数第

99.999%M 个样本值为 m1，m2 是与 m1 相邻且位于其右侧的样本，则 m 的估计值

定义为： 

 1 2

1
ˆ

2
m m m   （4.10） 

为了保证估计的精度，对抽样的样本总数 M 有一定的要求。这里要求左边

的面积为 99.999%，即为 0.99999，精度至少是 0.01，所以需要则需要的样本数

至少为 107。 

考虑到这里具体问题的情况，由前面建模的过程，我们知道虽然 m 左边的

积分面积比其右边大得多，但左边的抽样样本数却是很有限的，因为这些数据很

多都来自于复合性检验。而右边的部分虽然其所占面积很小（只有 0.001%），但

是其中的样本数却非常的多，因为所有的检验都会给出 m 右边的准确测量值。

所以我们很自然的可以想到，我们用 m 右边的数据来估计会得到更加准确的结

果。所以这里我们的算法是：对于 M 个随机抽样样本值，我取右边 0.001%M 个

样本，即从右边数的第 0.001%M 个样本，并找出与其相邻的左边的样本，去两

者之间的均值作为 m 的估计。 

 

五、小  结 

论文主要建立了膳食暴露评估数学模型，主要是人群食物摄入量模型、污染

物分布模型、风险评估模型三部分，并对建模过程中的一些理论和实际问题进行

了探讨。针对膳食暴露评估数学模型的特点，提出了几种解决相应问题的算法，

例如怎样根据随机变量取值大于某一值的部分统计数据估计出随机变量（或向

量）的概率分布函数；两个不配套的抽样调查数据用什么方法去衔接使用才能达

到理想的效果；调查数据中不相同的统计分类标准之间怎么转化；用不同地区的

检测数据估计全国的情况时，两者概率密度函数分布不一致时的处理问题。我们

从理论上在一定程度上找到了解决这些问题的方法，但并为找到实际的检测数据

对所给算法进行检验，这将是我们今后需要研究的问题。 

f(x) 

x m 

99.999% 

0.001% 
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