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题 目             机械臂运动路径设计问题                                     

摘       要： 

本题是串联的六自由度机械手臂的运动设计问题，通过各关节的变化进行机

器手臂的运动分析和轨迹规划，实现由初始位置到目标位置的逆运动学求解和最

佳轨迹规划。 

对于已知初始姿态和目标点空间位置求指令序列的逆运动学求解问题，本文

提出了两种算法：坐标旋转法和混合解析法。应用这两种算法就固定目标点给出

的指令序列存放于 answer1.xls 文件中，并对两种算法的计算效率进行了比较。

从结果分析可以看出，混合解析法可以避免机械臂不必要的运动，并且运行效率

要高于坐标旋转法。另外，由于机械臂各个关节的转角范围不同，机械臂的适用

范围有所限制，存在盲区，对此我们通过计算画图得出此六自由度机械手臂的工

作区域。 
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1.问题重述 

自 1959 年美国的英格伯格和德沃尔制造出世界上第一台工业机器人“尤尼

梅特”开始，近半个世纪以来，机器人的研制和应用以惊人的速度发展并取得长

足的进步。当今世界，机器人的应用领域已十分广泛，包括工业生产、海空探索、

医疗康复和军事活动等，此外，机器人已逐渐在医院、家庭和一些服务行业获得

应用。从生产车间中的焊接机械手，到水下自治式机器人，从娱乐性的拳击机器

人，到伊拉克战场上的无人驾驶机，机器人已经与我们的日常生活息息相关。 

机器人通常分为关节式机器人（或称机械臂、机械手、机器人操作臂、工业

机器人等）和移动式机器人。一般来说，前者具有更多的自由度，而后者的作业

范围则更大一些。 

以某型号机器人为例，其示意图见图 1： 

 

 

图 1 机器人结构图 

 

这种机器人一共有 6个自由度，分别由六个旋转轴（关节）实现，使机器人的末

第一个自由度 

± 180度 

第二个自由度 

± 125度 

第三个自由度± 138度 

第四个自由度

± 270度 

第五个自由度 

-133.5 ~120度 

第六个自由度 

± 270度 



端可以灵活地在三维空间中运动。为了便于分析和计算，我们对机器人结构进行

简化，简化后的数据见图 2和参数表 1。这里用七条直线段表示机器人的七个连

杆，连杆之间用所谓的旋转关节连接，已知 AB＝140mm，BC＝255mm，CD＝255mm，

DE＝65mm。根据旋转的方向分成两类关节，旋转轴分平行连杆的（如图 1的自由

度一、四、六，对应于图 2中的 F，G，H）和垂直连杆的（如图 1的自由度二、

三、五，对应于图 2中的 B，C，D）两种，前者如笔帽的转动方向，后者如摇柄

的转动方向。每一个关节对应一个角度 i ，这个角度表示前一个连杆方向到后一

个连杆方向转角（对于 B，C，D），连杆方向为 AB、BC、CD、DE，或者相对于初

始位置的转角（对于 F，G，H），假设机器人的初始位置是在一个平面上的（y-z 
平面）。为了使机器人运动得更加灵活允许关节的转角超过 360°的。 

 

 
图 2 机器人的尺寸图 

 

机器人关于六个自由度的每一个组合 ),,,,,( 654321  ，表示机

械臂的一个姿态，显然每个姿态确定顶端指尖的空间位置 X：

Xf )( 。假定机器人控制系统只能够接收改变各个关节的姿态的

关 于 连 杆 角 度 的 增 量 指 令 （ 机 器 指 令 ）

),,,,,( 654321  P ，使得指尖（指尖———图 2

中的 E 点，具有夹工具、焊接、拧螺丝等多种功能，不过在这里不要

求考虑这方面的控制细节）移动到空间点 X′，其中各个增量 i 只能

取到-2, -1.9, -1.8, ┅，1.8, 1.9, 2这41个离散值（即精度为0.1°，

绝对值不超过 2°）。通过一系列的指令序列 nPPPP ,,,, 321  可以将指尖

依次到达位置 X0，X1，┅，Xn，则称 X0，X1，┅，Xn为从指尖初始位置

X0到达目标位置 Xn的一条路径（运动轨迹）。根据具体的目标和约束条

件计算出合理、便捷、有效的指令序列是机器人控制中的一个重要问

题。我们约定直角坐标系的原点设在图 2的 A点，z 轴取为 AB 方向，



x 轴垂直纸面而 y 轴则在基座所固定的水平台面上。 

1．根据市场需求，机械臂制造厂打算为他们的产品研发一个软件

系统，能够直接将用户的运动命令自动转换成机器指令序列。即为这

类机器人设计一个通用的算法，用来计算执行下面指定动作所要求的

指令序列，并要求对你们算法的适用范围、计算效率以及你们的近似

算法所造成的误差和增量 i 离散取值所造成的误差大小进行讨论

（不考虑其他原因造成的误差）： 

①．已知初始姿态Φ0和一个可达目标点的空间位置（Ox, Oy, Oz），

计算指尖到达目标点的指令序列。 

②．要求指尖沿着预先指定的一条空间曲线 x = x(s), y = y(s), 
z = z(s), a ≦ s ≦b 移动，计算满足要求的指令序列。 

③．在第①个问题中，假设在初始位置与目标位置之间的区域中

有若干个已知大小、形状、方向和位置的障碍物，要求机械臂在运动

中始终不能与障碍物相碰，否则会损坏机器。这个问题称机械臂避碰

问题，要求机械臂末端在误差范围内到达目标点并且整个机械臂不碰

到障碍物（机械臂连杆的粗细自己设定）。 

2. 应用你的算法就下面具体的数据给出计算结果，并将计算结果

以三组六维的指令序列（每行 6 个数据）形式存放在 Excel 文件里，

文件名定为 answer1.xls，answer2.xls 和 answer3.xls。 

假设在机械臂的旁边有一个待加工的中空圆台形工件，上部开口。

工件高 180mm，下底外半径 168mm，上底外半径 96mm，壁厚 8mm。竖立

地固定在 xy－平面的操作台上，底部的中心在 (210, 0, 0)。 

①．要求机械臂（指尖）从初始位置移动到工具箱所在位置的 (20,

－200, 120) 处，以夹取要用的工具。 

②．如果圆台形工件外表面与平面 x = 2 z  的交线是一条裂纹

需要焊接，请你给出机械臂指尖绕这条曲线一周的指令序列。 

③．有一项任务是在工件内壁点焊四个小零件，它们在内表面上

的位置到 xy 平面的投影为（320,-104）、（120,106）、（190,-125）和

（255,88）。要求机械臂从圆台的上部开口处伸进去到达这些点进行加

工，为简捷起见，不妨不计焊条等的长度，只考虑指尖的轨迹。 

3．制造厂家希望通过修改各条连杆的相对长度以及各关节最大旋

转角度等设计参数提高机械臂的灵活性和适用范围。请根据你们的计

算模型给他们提供合理的建议。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



关节 变量符号 i  初始位置 i  变量范围 

1 1  0 ± 180 

2 2  -90 ± 125 

3 3  0 ± 138 

4 4  0 ± 270 

5 5  -90 
-120 

+133.5 

6 6  0 ± 270 

参数表 1  初始姿态Φ0和动作范围 

 

 

 

2.问题背景的理论 

 机器人的操作可用一个开环关节链来建模，开链的一端固接在基座上，另一

端是自由的，安装着末端执行器，以操作物体。工业机器人运动学涉及到机器人

手臂相对于固定参考坐标系原点几何关系的分析研究，特别是机器人手臂末端执

行器位置和姿态与关节空间变量之间的关系。机器人运动学的两个具有理论和实

际意义的基本问题分别是： 

（1）对一给定的工业机器人运动模型，已知杆件几何参数和关节角矢量 1, 2... n   ，

其中 n表示自由度数，求机械手末端执行器相对于参考坐标系的位置和姿态。 

（2）已知机器人杆件的几何参数，给定机械手末端执行器相对于参考坐标系的

期望位置和姿态（位姿），机械手能否使其末端执行器达到这个预期的位姿？如

能达到，机械手有几种不同的状态可满足条件？ 

第一个问题常称为运动学正问题（直接问题），第二个问题常称为运动学逆问题

（解臂形问题）。运动学正问题的解是唯一的，即各个关节变量给定之后，操作

臂末端抓手或工具的位姿可以唯一确定。然而运动学逆问题往往具有多重解，甚

至也可能不存在解。本题属于运动学的逆问题求解。 

由于机器人各杆件可相对于参考坐标系转动和平移，末端执行器的空间总位

移是由杆件的角转动和直线平移形成的。因此，Denavit 和 Hartenberg 于 1955

年提出了一个通用的方法，以矩阵代数来描述和表达机器手各杆件相对于固定参

考系的空间几何关系，称为 D-H 方法，连杆坐标系称为 D-H 坐标系。此方法用 4

×4齐次变换矩阵描述相邻两刚性杆件的空间关系，把运动学正问题简化为寻求

把“手部坐标系”与“参考坐标系”联系起来的 4×4等价齐次变换矩阵。 

一般来说，机器人逆问题可用几种方法求解，最常用的方法是矩阵代数法、

迭代法和几何法。 

 



2.1 关节坐标系的建立与运动学参数描述 

2.1.1 关节坐标系的建立 

图 2所示是一个自由度为 6的机器人的一种图示。它是一个由一系列刚体组

成的多关节机器人。对机器人的第 i 个杆件（i=1，2…n-1）按图 3 来建立第 i

个坐标系。 

建立第 i个坐标系的规则如下： 

（1） iZ 轴与第 i个关节的转动轴为同一轴，对转动自由度来说 iZ 就是转动轴，

对平动自由度， iZ 轴正方向即为关节运动方向； 

（2） iX 轴正交于 1iZ  轴，即 1i i iX Z Z  服从右手准则。如果 1iZ  与 iZ 平行，就

使 iX 沿它们的公垂线； 

（3） i i iY Z X  构成坐标系，方向服从右手准则。 

第 0 个坐标系的位置选在支撑底座上使 0Z 轴与第 1 个关节运动的轴为同轴，

0 0,X Y 与 0Z 能构成笛卡尔坐标系即可，具体方向没有要求。最后一个坐标系可在

开链的末端使得 nX 轴是 1nZ  轴的正交方向的任何位置。中间的坐标系的确定则

按上述规则依次进行。 

 

 
图 3 运动学参数图示 

 

2.1.2 多关节机器人的运动学参数描述 



为便于应用 D-H 变换，需要定义与每个关节有关的运动学参数。每个关节由

四个参数，即可完全描述任何转动（或平动）关节。如图 3所示，这四个参数定

义如下： 

i ：以 1iZ  轴为转动轴，从 1iX  轴到 iX 轴的转角； 

id ：由第 i-1 坐标系的原点到 iX 轴和 1iZ  轴的交点处的距离（沿 1iZ  轴为正

向）； 

ia ：从 1iZ  轴与 iX 轴的交点沿 iX 轴到第 i个坐标系的原点的偏离距离，即 1iZ 

轴与 iZ 轴的最短距离； 

i ：以 iX 轴为转动轴，从 1iZ  轴到 iZ 轴的偏差角。 

对多关节机器人来说，若关节 i是转动关节，则 i 是关节变量，而 i i id a 、 、

是常数；若关节 i 是平动关节，则 id 是关节变量，而 i i ia 、 、 是常数。本题给

出的机器人关节均为转动关节， i 为关节变量。 

因此，如图 3所示，两个相邻的坐标系 i-1 和 i 之间有如下关系： 

将坐标系 i-1 

（1）绕 1iZ  轴旋转 i 角，使 1iX  轴与 iX 轴同方向（或 1iX  轴平行于 iX 轴）； 

（2）沿 1iZ  轴平移 id 距离使 1iX  轴与 iX 轴一致； 

（3）沿经过上述（1）（2）变换后得到的 iX 轴平移 ia 距离，使两原点相同； 

（4）最后绕 iX 轴旋转 i 角，使两坐标系相同。 

经过以上变换，就可由坐标系 i-1 得到坐标系 i，用齐次变换矩阵（D-H 矩

阵）表示为： 
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cos sin 00 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0
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其中， cos , sini i i icX X sX X   



 上式也可由 4个 3×1的向量描述为：
0 0 0 1

i i i i

i

n o a p
A

 
  


 

借助于齐次变换矩阵 iA，n个自由度的多关节机器人的末端可表示为： 

1 2
0 0 0 1

N N

n o a p
T A A A

 
      


  

则末端相对于 i-1 关节坐标系的变换为： 1i i i NU A A A     

由上述定义易得： 1 1,N NU T U I （单位矩阵） 

矩阵 iU 也可以表示为：
0 0 0 1

u u u u
i i i i

i

n o a p
U

 
  
 

，其中 u u u u
i i i in o a p、 、 、 是四个

3×1的向量。 

由此，得到了多关节机器人的运动学参数描述。 

 

 

2.2 运动学正问题和逆问题的经典求解思路 

 对于运动学正问题，只要根据运动学参数求出对应的齐次变换矩阵，通过公

式 1 2
0 0 0 1

N N

n o a p
T A A A

 
      


 得到 NT 中的每一个元素，即可得到唯一的

明确的解答。对于运动学逆问题，情况则要复杂得多。 

 一般来说，运动学逆问题可用多种方法求解，例如反变换法、旋量代数、对

偶矩阵、对偶四元数、迭代法和几何法等等。 

 下面先介绍反变换法。求解运动方程时，我们从 NT 开始求解关节位置。先使

NT 的符号表达式的各元素等于 NT 的一般形式，并据此确定 1 ,其他 N-1 个关节参

数不可能从 NT 求得，因为所求得的运动方程过于复杂而无法求解它们。我们可

以由其他矩阵来求解它们。一旦求得 1 之后，可由 1
1A
 左乘 NT 的一般形式，得： 

1 1
1 N NA T T   

上式中，左边为 1 和 NT 各元的函数，可用来求解其他各关节变量，如 2 3,  等。

不断地用逆矩阵左乘，可得到下列 N-2 个矩阵方程式： 



1 1 2
2 1

1 1 1 3
3 2 1

1 1 1 1 4
4 3 2 1

1 1 1 1 1
1 2 2 1

N N

N N

N N

N
N N N N

A A T T

A A A T T

A A A A T T

A A A A T T

 

  

   

    
 













 

上列各方程的左式为 NT 和前 i-1 各变量的函数，可用来确定各关节的位置。求

解此运动方程组，即得机械手各关节关机变量。 

 在求机械手关节变量时，逆变换方法是一种通用的方法，但它并没有明确说

明如何从几组可能的解中，为某一特定的手臂形态选出一组合适的解，这就要依

靠使用者的直觉。在实际中，一种导出相容关节变量解的几何方法更为有用，它

为使用者提供了一种为特定的手臂形态选择唯一解的方法。 

 

 
图 4 PUMA 机器人的图示 

 

下面以一个六自由度的 PUMA 操作机（如图 4 所示）为例说明几何法。运用

杆件坐标系和臂几何结构，借助于三个形态标志(臂、肘、腕)可确定 PUMA 式机

器人的各种手臂形态。前两个标志与头 3个关节的解有关，而另一个与后 3个关

节的解有关。对于 6 轴 PUMA 式机器人，前 3 个关节有四种可能的解，而对这四

种解中的任何一种，后 3个关节均有两种可能的解。头两个形态标志使我们能在

前三个关节的四种可能解中选定一种解。类似地，第三个形态标志使我们能从后

3个关节的两种解中选出一种。使用者在解逆问题时，事先选定一组臂形标志。

本解法分两步进行。首先要导出由肩到腕的位置矢量。用它来导出前 3个关节每

个关节 i(i＝l，2，3)的解，求解时要观察位置矢量在 1 1i ix y  平面上的投影。求



解后 3个关节，要用已解出的前 3个关节、 iT和 iA  (i＝4，5，6)的姿态子矩阵、

杆件坐标系在 1 1i ix y  面上的投影来计算关节变量。从几何形态出发，人们不难求

得协调相容的手臂解。由相应的判别方程(它们是关节变量的函数)可决定臂形标

志，这可作为对关节解的检验。进行必要的修改和调整后，几何方法可被推广用

于求解大多数现代工业机器人(转动关节型)的运动学逆问题。 

 

 

2.3 机械臂路径轨迹规划 

在机器人运动之前，了解其在路径上有无障碍以及它是否必须沿特定路径运

动，很有意义。轨迹规划方法一般是在机械臂初始位置和目标位置之间用多项式

函数来“内插”或“逼近”给定的路径，并沿时间轴产生一系列“控制设定点”，

供机械臂控制之用。路径端点既可以用关节坐标给定，也可用笛卡尔坐标给定。

不过在一般情况下，多数在笛卡尔坐标中给出。 

轨迹规划的两种主要方法是关节插值法和笛卡尔空间法。关节插值法设计一

系列多项式，以得到平滑的关节轨迹。为提高计算速度和减少额外运动，最好采

用低次多项式序列。关节轨迹被分成若干段，每一段轨迹用一个低次多项式拟合。

而在笛卡尔空间规划中，最普通的方法是用低次多项式逼近路径来规划关节变量

空间的直线路径。 

本题属于在路径为曲线情况下的轨迹规划问题，路径上可能有障碍物。 

 

 

2.4 Matlab Robotics 工具箱的使用 

 Matlab 的 Robotics 工具箱提供了对机器人运动学、动力学和轨迹规划非常

有用的函数，有利于对机器人进行运动仿真和结果分析。 

该工具箱基于表示串联杆件运动学和动力学模型的通用方法，比如针对 Puma 

560 机器人和 Standford 机器人，也可自己定义机器人参数。它的优点是代码非

常成熟，为类似算法的实现提供了一个参考。该工具箱提供了函数用于操作向量、

齐次变换、四元法这些表示三维空间位置和方向的数据类型。它也能图形化展示

机器人的姿态，给出 D-H 参数。 

我们可以利用 Matlab 的 Robotics 工具箱确定机械臂的 D-H 参数，进而求解

题目要求的运动学逆问题和轨迹规划问题，并进行动态仿真。如图 5、6、7所示。 
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图 5 机器臂的运动仿真图    图 6 机器臂运动到点的三维图 
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图 7 关节 2、3的运动轨迹曲线 

 

 

 

3.问题假设 

（1）只考虑理想情况下的运动学问题解答，即认为加速度等动力学因素、电机

伺服等机械电子因素等处于理想状态，不会影响本题的运动学问题求解。 

（2）由于受机械本身的物理限制，指尖点与目标点间的距离在一定的范围内（如

间距在不足一毫米时）时可以认为指尖与目标点是重合的。 

 

 

 

4.问题的分析及求解 

4.1 问题 1 的分析及求解 

 

4.1.1 问题①的计算模型算法思想 

1.算法一——坐标旋转法 

在对机器人某个关节进行旋转时，我们可以通过坐标变换矩阵以及各个关节

点在旋转前的坐标得出关节点在旋转后新坐标系下的坐标，同时得出目标点在旋

转后新坐标系下的坐标。由于旋转前和旋转后的某些关节点的转轴也发生了变

化，我们需要保存坐标变换后各个关节点的转轴方向。当某个关节沿着转轴进行

旋转时，我们只用对需要变换的关节点的坐标乘以相应的旋转矩阵。算法步骤如

下： 

（1）坐标转换 

为了方便计算，每次转动某一个角度后我们把关节点和目标点以及各个关节

点的转轴都换算到新的坐标系下进行计算。比如，若对机器人的第三个关节转动，

则 A点和 B点以及目标点在新的坐标系下需要进行旋转和平移，对 A点和 B点的



转轴只进行旋转即可，而 C 点、D 点以及 E 点都只需要进行平移，且 C 点、D 点

及 E点的转轴不需要进行变化。这样，我们就可以得到所有关节点、目标点以及

各个关节点的转轴在新的坐标系下的坐标。这样我们就不需要记录各个坐标系的

变化情况，只需在下一次旋转时，让各个关节点围绕各自的转轴进行变换即可。 

（2）转角选择 

当我们需要把机器人的指尖 E 转到目标点 P 时，如果经过若干次旋转后，E

点和 P 点重合，则完成要求。故 A、B、E、P 这四点最后要处在同一平面内，因

此，在选取哪个关节点进行转动以及转动多少时，我们基于遗传算法的思想采用

轮盘赌法进行搜索。如果 A、B、E、P 点不在同一平面内，则我们需要转动第一

个或第四个关节点，使得旋转第一个关节点和第四个关节点的概率较大并且选取

一个较大的旋转角度，比如旋转角度取值在-2°到-1°或在 1°到 2°。若 A、B、

E、P 点在同一平面内，则采用同样的法则使得旋转第二、三、五个关节点的概

率较大以及选取一个较大的旋转角度。 

（3）算法终止准则 

我们采用点 E和目标点 P之间的距离作为终止准则，如果 E和 P的距离小于

给定参数 则算法停止。我们这里取 5.0 ，即 E 和 P 的距离小于 mm5.0 时，

我们即认为找到了到达目标点 P的一条路径。 

（4）评判准则 

经过试验验证，我们知道机器人指尖可以通过很多路径到达目标点。因此，

我们采用每条路径的各个点的空间位移之和作为评判准则，空间位移等于旋转半

径和旋转角度之积。这样，我们便可以在多条路径中选出空间位移较小的路径。 

在经典 D-H 坐标变换方法中，我们知道对每个目标点需要相乘多个矩阵，得

出转动后的目标点在参考坐标系中的坐标。而在上述所运用的坐标变换方法中，

我们把每个目标点乘以一个旋转矩阵得到各个目标点和各个关节点在新的坐标

系中的坐标。 

2.算法二——混合解析法 

通过大量的数据测试，我们发现转动 6个关节点的先后次序对结果不产生影

响。由于进行坐标旋转较为复杂，容易出错，因此，本算法不进行坐标旋转，求

解过程都是在参考坐标系Oxyz中进行。算法步骤如下： 

（1）求关节点位置 

我们先求解达到目标点 P时关节点 A、B、C、D、E的位置，由于坐标系不进

行旋转，故点 A及点 B的坐标不变，并且欲使机器人指尖达到目标点，则 P点坐

标即为 E点坐标。因此，我们只需要求出 C、D点的坐标。由于 A、B、C、D点始

终在同一平面内，且 BC=255mm，CD=255mm，DE=65mm，我们可得到如下方程组： 
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在解此非线性方程组时，我们用演化算法得出一个在各个关节点变化范围内

的 C、D点的初始位置，然后再用牛顿迭代法得到 C、D点的精确位置，精度可以

达到 mm510 。 



（2）求旋转角 

根据上一步得出的 A、B、C、D、E的位置，我们再采用解析几何的方法求得

各个关节从初始位置转到各自目标点所要转动的角度 6521 ,,,,   。因此，我

们可以把 )6,,2,1( ii 看作各个关节点转到各自目标点所转动的角度的代数

和。 

（3）求旋转指令 

由于各个关节点旋转次序对结果不产生影响，我们可以任意生成旋转指令。

为了使得旋转指令最少，我们让最初指令每个需要转动的旋转角取最大转角，即

取-2°或 2°。当某个旋转角的所有指令累加和等于我们需要旋转的角度时，让

以下指令中此旋转角所对应的旋转角度取 0°，直到所有指令的各个旋转角度累

加和均等于 )6,,2,1( ii 为止。 

混合解析法的优势是可以避免某些关节点的无效转动，减少各个关节点的空

间位移，并且不需要对坐标系进行旋转。经过数据试验可知，坐标变换法求解机

器人指尖到达预定目标点耗时 1s 左右，而混合解析法只需要 0.1s 左右，运行效

率大大提高。另外，用坐标变换法求解此类问题需要 80 步左右，而用混合解析

法只需要 60 步左右。 

 

 

4.1.2 问题②的计算模型算法思想 

由于给定了运行轨迹，而且 )6,,2,1( ii 只能取离散值，因此将轨迹离散化，

可以得到 N个点构成了轨迹的离散形式。将笔尖运动到轨迹的某一点，不妨设为

点 1，出则开始以第 n-1 点为 n点的初始状态运行轨迹（ Nn  ），反复迭代就可

以在第一问的基础上逐步迭代求出其指令。当然这样的指令不是唯一的，而且初

始值点不同及其离散化取值点集不同都对所取指令集合也有很大的影响。由于还

要考虑到 )6,,2,1( ii 的最小取值的问题，因此离散化取点不能太过于密集，

但是也不能取点数目也不宜过少，过少将加大所求的指令集合的运行轨迹与要求

的轨迹的误差范围。 

 

 

4.1.3 问题③的计算模型算法思想 

 

考虑到机器人控制系统只能接收改变各个关节的姿态关于连杆角度的增量

指令 ),,,,,( 654321  P ，其中各个增量 i 只能离散取值，

精度为0.1，绝对值不超过2，我们的算法也只是近似的接近目标点或者曲线轨

迹，误差是不可避免的。通过运行算法的程序，可知上述算法计算效率很高。 

 

 



4.2 问题 2 的分析及求解 

问题 1中我们给出了两种通用算法——坐标旋转法和解析法，用于解决到达

指定目标点的指令序列求取问题。这里，我们对目标点（20 -200 120）用两种

算法分别进行计算可得到指令集合，详细结果见 answer1.xls。 

 

 

4.3 问题 3 的分析及求解 

 

图 8 机器臂的适用范围 

 

根据题中已经给定的条件，如图 8所示，考虑到机械转角限制的影响和杆件

的长度，机械臂作业点 E点只能到达空间一部分区域。下面均以各机械臂转角的

极限情况讨论，得其在 y-z 平面的投影区域如图 8阴影部分。首先，以 B为圆心，

以 BC、CD、DE 长度和 575mm 为半径作圆 o，圆 o 所覆盖的区域以外为 E 点不能

到达的区域。根据 2 的初始角度和取值范围，B、C、D、E 保持在一条直线上同

时使 2 取到最值，对应图中的位置分别为 B、C、D、E及 B、C1、D2、E2，且 AB

与 BCDE 所在直线、AB 与 BC1D2E2 所在直线所成夹角均为 55 ，其位置关于 Z 轴

对称。然后让 CD 以 C 为圆心、CD 长度 255mm 为半径旋转至 CD1 处，由于 3 的限

制，可知 BC、CD1 的最小夹角为 42 ，然后 E1 绕 D1 转动可得出 B、E1 最短距离

为 B、E1、D1 共线情况下的 BE1 长度，从而得到 E点不能到达的最小范围为此时



的以 B 为圆心、以 BE1 为半径的圆，计算可得其半径为 117.7677mm。再以 C 点

为圆心、以 CE长度 320mm 为半径旋转得1EE ，再以 C1为圆心、以 C1E2 长度 320mm

为半径旋转得2 3E E 。其余区域可以以 B点为圆心进行旋转即可覆盖到。因此，

根据机械臂转角的限制和杆件的长度，E点所能到达的区域（也就是机械臂的适

用范围）在 y-z 平面的投影区域即为图 8中的阴影部分。E点所能到达的整个空

间区域是图 8所示的阴影区域绕 Z周旋转所得的空间。 

在上述的机械臂的工作范围可知，通过修改各条连杆的相对长度以及各关节

最大旋转角度等设计参数提高机械臂的灵活性和适用范围是可以的，但是机械手

臂达到一定的范围的旋转角度即可，不必太大，因为这样也扩大不了其适用范围；

如图 8所示，关节五处的垂直连杆的范围略微缩小还是不会影响其适用范围的；

当然过小肯定影响其适用范围的。通过修改关节长度也是能帮助提高机械臂的灵

活性和适用范围的。 

   在模型计算中，有障碍的机械臂运动要受很多的制约，机械手臂能更灵活则

可以更精确的执行指令，使得误差更小，也可以使机械手臂能完成更精细的工作。 

 

 

 

5.结果分析及模型评价 

对于已知初始姿态和目标点空间位置(20 -200 120)求指令序列的机器人逆

运动学问题，我们给出了两种效率较高的方法——坐标旋转法和解析法，前者需

要进行坐标变换，后者利用空间解析向量的关系，经实际运行得出算法结果如下： 

 

 指令序列步数 运行时间 算法误差 空间位移 

坐标旋转法 131 1.3245s 0.2789mm 4689mm 

混合解析法 65 0.0783s 0.2664mm 3999mm 

表 2：两种算法数据分析 
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附件： 

包括各问题的源程序，answer1.xls，随文章附上。 
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