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题 目          六自由度机械臂路径优化设计                                             

摘       要： 

本文探讨了六自由度机械臂从一点到另一点沿任意轨迹移动路径（称为 PTP 问题）、

一点到另一点沿着给定轨迹移动路径（称为 CP 问题）以及无碰撞路径规划问题（称为 HP

问题），并讨论了设计参数对机械臂灵活性和使用范围的影响，同时给出了建议。 

问题一：（1）PTP 问题。首先确定初始姿态 Φ0(文中图 1)，其次采用 D-H 最优组合法

和倒序寻优法两种算法求指令序列（算法框图见文中）。D-H 最优组合法是根据初始姿态 Φ0

确定机械臂各连杆坐标系，由 D-H 参数法计算各连杆参数和连杆变换矩阵，利用反变换法

（代数法）求运动学反解即得到目标位置姿态。最后以指令序列最少和柔顺性最优为目标

建立优化模型，从而求得最佳指令序列。倒序寻优法是先确定 D 点末端位置，求得各关节

增量，最后以指令序列最少和柔顺性最优为目标建立优化模型，从而求得最佳指令序列。 

（2）CP 问题。假定机械臂初始姿态为 Φ0，曲线离散化，每个离散点作为末端位置，

采用 D-H 最优组合法得到每个离散点的末端姿态，计算所有相邻两点间的增量指令，若满

足增量要求，则记录该指令序列，否则在相邻两点间进行插值，重复以上步骤，直至满足

增量精度要求为止（算法框图见文中）。 

（3）HP 问题。采用最小包容长方体法和障碍物膨胀来简化障碍物的形状，考虑先让

指尖沿着起点和终点的连线轨迹运动，当它遇到障碍物的阻挡时，就设法让其避让，然后

从新的起点再径直向目标点前进，不断重复上述过程，直至达到目标点（算法框图见文中）。 

问题二：将问题二中的实例应用到问题一中的相对应的算法中，部分结果见附录。 

问题三：讨论了设计参数对机械臂的灵活性和适用性的影响，结果表明：机械臂的

|BC| |CD|，|DE|0.39|BC|，且第三关节转角范围大于 210°时，机构有好的灵活性。 

文中还对问题一所设计的算法进行了分析和检验，讨论了算法的适用范围、计算效率

以及误差，误差降低至 %0013.0 ，说明了算法的有效性。 
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一、 问题重述 

某型号机器人（图示和简化图略）一共有 6 个自由度，分别由六个旋转轴（关节）实

现，使机器人的末端可以灵活地在三维空间中运动。机器人关于六个自由度的每一个组合

),,,,,( 654321  ，表示机械臂的一个姿态，显然每个姿态确定顶端指尖的空间位置

X： Xf )( 。假定机器人控制系统只能够接收改变各个关节的姿态的关于连杆角度的增

量指令（机器指令） ),,,,,( 654321  P ，使得指尖（指尖具有夹工具、

焊接、拧螺丝等多种功能，不过在这里不要求考虑这方面的控制细节）移动到空间点 X′，

其中各个增量 i 只能取到-2, -1.9, -1.8, ┅，1.8, 1.9, 2 这 41 个离散值（即精度为 0.1°，

绝对值不超过 2°）。通过一系列的指令序列 nPPPP ,,,, 321  可以将指尖依次到达位置 X0，

X1，┅，Xn，则称 X0，X1，┅，Xn 为从指尖初始位置 X0 到达目标位置 Xn 的一条路径（运

动轨迹）。根据具体的目标和约束条件计算出合理、便捷、有效的指令序列是机器人控制

中的一个重要问题。假设机器人的初始位置在 y-z 平面上，约定直角坐标系的原点设在图

示的 A 点，z 轴取为 AB 方向，x 轴垂直纸面而 y 轴则在基座所固定的水平台面上。 

1．根据市场需求，机械臂制造厂打算为他们的产品研发一个软件系统，能够直接将用

户的运动命令自动转换成机器指令序列。即为这类机器人设计一个通用的算法，用来计算

执行下面指定动作所要求的指令序列，并要求对你们算法的适用范围、计算效率以及你们

的近似算法所造成的误差和增量 i 离散取值所造成的误差大小进行讨论（不考虑其他原

因造成的误差）： 

①．已知初始姿态 Φ0和一个可达目标点的空间位置（Ox, Oy, Oz），计算指尖到达目标

点的指令序列。 

②．要求指尖沿着预先指定的一条空间曲线 x = x(s), y = y(s), z = z(s), a ≦ s ≦b 移动，

计算满足要求的指令序列。 

③．在第①个问题中，假设在初始位置与目标位置之间的区域中有若干个已知大小、

形状、方向和位置的障碍物，要求机械臂在运动中始终不能与障碍物相碰，否则会损坏机

器。这个问题称机械臂避碰问题，要求机械臂末端在误差范围内到达目标点并且整个机械

臂不碰到障碍物（机械臂连杆的粗细自己设定）。 

2. 应用你的算法就下面具体的数据给出计算结果，并将计算结果以三组六维的指令序

列（每行 6 个数据）形式存放在 Excel 文件里，文件名定为 answer1.xls，answer2.xls 和

answer3.xls。 

假设在机械臂的旁边有一个待加工的中空圆台形工件，上部开口。工件高 180mm，下

底外半径 168mm，上底外半径 96mm，壁厚 8mm。竖立地固定在 x－y 平面的操作台上，

底部的中心在 (210, 0, 0)。 

①．要求机械臂（指尖）从初始位置移动到工具箱所在位置的 (20,－200, 120) 处，以

夹取要用的工具。 

②．如果圆台形工件外表面与平面 x =2z 的交线是一条裂纹需要焊接，请你给出机械臂

指尖绕这条曲线一周的指令序列。 

③．有一项任务是在工件内壁点焊四个小零件，它们在内表面上的位置到 x-y 平面的投

影为（320,-104）、（120,106）、（190,-125）和（255,88）。要求机械臂从圆台的上部开口处
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伸进去到达这些点进行加工，为简捷起见，不妨不计焊条等的长度，只考虑指尖的轨迹。 

3．制造厂家希望通过修改各条连杆的相对长度以及各关节最大旋转角度等设计参数提

高机械臂的灵活性和适用范围。请根据你们的计算模型给他们提供合理的建议。 

二、 模型假设 

（1）关节转角按照顺时针旋转为负，按照逆时针旋转为正； 

（2）针对问题 1. ①和 1. ②，假设机械臂连杆是一条直线，不考虑机械臂连杆的粗

细； 

（3）不考虑每个关节的大小，即认为每个关节是一个点； 

（4）机械臂的运动轨迹是指机械臂指尖到达的位置，其它杆件只要满足转角范围即

可，不考虑由于机械臂指尖安装工具而引起的距离变化； 

（5）在焊接等实际加工过程中，机械臂指尖应该与加工曲线有一定的缝隙，本文不

考虑该缝隙，即认定加工曲线即为机械臂指尖的运动轨迹； 

（6）机械臂的六个关节在转角范围内是可以自由转动的，但是基坐标点 A 是固定的，

即不可沿 x-y 平面移动； 

（7）第二、三、五自由度的旋转轴是有一定长度的，本文不考虑三个旋转轴的长度； 

（8）速度对指尖轨迹的影响忽略不计。 

三、 问题分析 

机械臂可以看作一个开式刚性运动杆链，它是由一系列连杆通过转动或移动关节联结

而成的。开链的一端固定在地面基座上（假设 6），另一端是自由的，用于安装工具。由假

设（4），可认定机械臂末端不安装工具，仅靠指尖来完成各种轨迹运动。关节可在各自转

角范围内变化，各连杆之间发生相对运动，从而使机械臂指尖到达所需的位置。由题意可

知，机械臂指尖的运动轨迹可分为三类：一是从一点到另一点的移动，至于途中所运动的

轨迹是不重要的，称这类问题为 PTP 问题；二是机械臂指尖严格按照某一条曲线运动，称

这类问题为 CP 问题；三是从一点到另一点的轨迹要避开障碍物的运动，称这类为 HP 问

题。 

根据题意，第六个转角控制手指的转动，用于操纵工具，它的转角对指尖的位置没有

影响，故在指尖轨迹设计中不予考虑该转角。利用参数表，初始位置 i 是指 θ 的初始值,

其中关节 1,4,6 的初始值就是使机器人的各个连杆在 y-z 平面,关节 1 的初始值就是使连杆

BC、CD 在 y-z 平面内,关节 4 初始值就是使机器人的连杆 DE 在连杆 AB、BC、CD 所形成

的平面内，从而可确定机械臂的初始姿态。 

PTP 问题，即机械臂指尖从初始姿态 Φ0 到达空间位置（Ox, Oy, Oz）的指令序列生成

问题。先从末端位置入手，采用某种方法确定机械臂到达末端位置的姿态，然后以最优柔

顺性[1]（即相邻两连杆的关节角变化柔顺、规划轨迹平滑且稳定，用各关节角的改变量来

反映和衡量）为准则确定最优指令序列。考虑两种思路：（1）D-H 最优组合法：首先，根

据机械人的初始姿态，确定初始姿态各关节的坐标系；其次，采用 D-H 方法[2]计算连杆坐

标系规定的连杆参数以及相邻连杆变换矩阵，并根据初始姿态验证齐次变换矩阵的正确

性；第三，根据已知的末端连杆相对于参考坐标系的位姿，推导出各关节变量，末端各关

节变量与初始各关节变量之差即为连杆角度的增量；最后，以柔顺性最优为准则，确定指

令序列。（2）倒序寻优法：通过观察，无论关节如何运动，关节点 A、B、C、D 始终在一

个平面内且 A、B 两点始终不变，要使指尖从初始姿态移动到末端位置，由于连杆 DE 的

长度固定不变，则 D 点一定在以末端位置为圆心，|DE|为半径的球表面上。因此，假设 D
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是圆球表面上任意一点，在各连杆长度已知的情况下，可唯一确定 C 点坐标，到此，各关

节点坐标都为已知量，从而可求得各关节的转动角度，即连杆角度的增量，为了确保从初

始位置到末端位置的中间位置的变换数目最少（即指令序列数目最少），即取可行记录集

合中末端姿态的最大角度增量的最小对应的末端姿态，因此可建立以最少指令序列数为目

标的模型，最后以柔顺性最优建立模型，求得最优指令序列组合。 

CP 问题，要求指尖沿着预先指定的一条空间曲线 x = x(s), y = y(s), z = z(s), a ≦ s ≦b 

移动的指令序列问题。直接让指尖沿着曲线移动比较困难，受 PTP 问题启发，将曲线离散

化，将 CP 问题转化为 PTP 问题，仍旧把初始姿态定义为 Φ0，各离散点为末端位置，采用

PTP 问题方法求得各离散点的姿态。为了避免组合带来的误差，保证机械臂指尖轨迹的精

度，如果任意相邻离散点的指令序列大于 2，则在此离散点间进行插值，重复以上动作，

直至所有的都满足指令系列小于等于 2。 

HP 问题，是机械臂在运动中始终不能与障碍物相碰问题。即在 PTP 问题中增加障碍

物，使得指尖必须避开障碍物运动的路径规划问题。考虑先让指尖沿着起点和终点的连线

轨迹运动，当它遇到障碍物的阻挡时，就设法让其避让，然后从新的起点再径直向目标点

前进，不断重复上述过程，直至达到目标点，可以看出，从每个新的起点径直向目标点前

进，这样走距离最短，当然这是指从每个新起点到终点间的距离最短。实际过程中，障碍

物的形状可能会各种各样，过于复杂会提高算法的复杂性，采用最小包容长方体对障碍物

进行简化[3]。 

机械臂设计参数变化对机械灵活性和适用范围的影响，对于机械臂而言，如果杆件的

长度变化对机械灵活性有很大影响，如果 DE 长度设计得较短，对于相同的|BC|和|CD|，则

其灵活的工作空间就会变大，当|BC|和|CD|相等时，适用范围也较大。 

四、 符号说明 

, ,i i ix y z ：第 i 关节处的连杆坐标系； 

i ：表示第 i 关节的转角值； 

1j ：第 j 个与第 j-1 指令序列的第一个关节转角增量值； 

),,,,,( 654321 jjjjjjjP  


：第 j 个指令序列； 

1 2, , , nX X X ：离散点序列； 

约定：i 1, 2, ,6   

五、 模型的建立与算法设计 

根据题意，机器人的六个自由度的每一个组合 ),,,,,( 654321  表示机械臂的一

个姿态，显然每个姿态确定顶端指尖的空间位置 X： Xf )( 。从空间点 X 到 X′通过连

杆角度的增量指令（机器指令） ),,,,,( 654321  P 移动，其中各个增
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量 i 只能取到-2, -1.9, -1.8, ┅，1.8, 1.9, 2 这 41 个离散值（即精度为 0.1°，绝对值不超

过 2°）。通过一系列的指令序列 nPPPP ,,,, 321  可以将指尖依次到达位置 X0,X1, ,Xn，则

称 X0,X1, ,Xn 为从指尖初始位置 X0 到达目标位置 Xn 的一条路径（运动轨迹）。从空间点

X0 到 Xn 一定存在一组连杆角度的增量指令，若该增量指令超出允许范围，则必须将该增量

指令划分为多个符合条件的指令序列，划分方式由无数种，如何确定最优指令序列是本问

题的关键，本文考虑采用柔顺性衡量指令序列的优劣性。 

5.1 初始姿态 Φ0 的确定 

由假设（1）可知，关节转角按照逆时针旋转选择为正，按顺时针旋转为负。约定机

器人的初始位置是在一个平面上的（y-z 平面），直角坐标系的原点设在 A 点，z 轴取为 AB

方向，x 轴垂直纸面而 y 轴则在基座所固定的水平台面上。初始位置 i 是指 θ 的初始值,其

中关节 1,4,6 的初始值就是使机器人的各个连杆在 y-z 平面,关节 1 的初始值就是使连杆 BC

等在 y-z 平面的角度,关节 4 初始值就是使机器人的连杆 DE 在连杆 AB、BC、CD 所生成的

平面内，从而可确定机械臂的初始姿态，如图 1 所示。 
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图 1 机械臂的初始姿态图 

5.2 PTP 问题 

PTP 问题即机械臂指尖从初始姿态 Φ0 到达空间位置（Ox, Oy, Oz）的指令序列生成问

题。此问题可以分为两步，首先根据初始姿态和末端位置确定各关节变量的转角值，然后

根据各关节变量的变化值确定最优指令序列。 

5.2.1 D-H 最优组合法 

(1)根据机械臂的初始姿态，确定初始姿态各关节的坐标系 

连杆的特征是由连杆两端的关节轴线规定的。以连杆 i-1 为例，其两端的两个关节的

轴线分别为 i-1 和 i，两个轴线的公法线长度和夹角分别为 ai-1 和 1i  ，这样，ai-1 和 i -1 完

全定义了连杆 i-1 的特征， ai-1 和 i -1 分别称为连杆 i-1 的长度和扭角。相邻两个连杆 i 和

i-1 之间由关节 i 连接，所以关节轴线 i 有两条公法线与它垂直，每条公法线代表一个连杆，

两条公法线 ai-1 和 ai 之间的距离 di 称为两条连杆之间的偏置，ai-1 和 ai之间的夹角 θi 称为两
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个连杆之间的关节角。每个连杆由四个参数 ai-1、 i -1、di、θi 来描述，ai-1 和 i -1 描述连

杆本身的特征；di 和 θi描述连杆 i-1 和连杆 i 之间的关系。对于移动关节 i，di 是关节变量；

对于转动关节 i，θi 是关节变量。这种描述机构运动的方法称为 D-H 方法。 

连杆坐标系按照下面的原则规定：固接在连杆 i-1 上的坐标系{i-1}的 z 轴 zi-1 与关节轴

线 i-1 共线，方向任意；坐标系{i-1}的 x 轴 xi-1 与连杆 i-1 的公垂线重合，指向从关节 i-1

到关节 i；坐标系{i-1}的 y 轴 yi-1 按右手法则规定。坐标系的原点取 1ix  与 zi-1 的交点。 

(2)采用 D-H 方法[2]计算连杆坐标系规定的连杆参数以及相邻连杆变换矩阵，并根据初

始姿态验证齐次变换矩阵的正确性 

根据所设定的连杆坐标系，相应的连杆参数的含义定义如下： 

ai-1：从 zi-1 到 zi 沿着 xi-1 测量的距离； 

1i  ：从 zi-1 到 zi 绕 xi-1 旋转的角度； 

di：从 1ix  到 ix 沿着 zi 测量的距离； 

θi：从 1ix  到 ix 绕 zi 旋转的角度。 

（ai-1 非负， 1i  、di、θi 的值可正、可负） 

连杆坐标系{i}相对于{i+1}的齐次变换 1i
iT

 称为连杆变换，它与 ai-1、 1i  、di、θi 这四

个连杆参数有关。可以把它分解为坐标系{i}的四个基本子变换问题，每个子变换只依赖于

一个连杆参数，这四个子变换是： 

① 1( , )iRot x   ：绕 1ix  转动 1i  角；② 1( , )iTrans x a  ：沿 1ix  移动 1ia  ； 

③ ( , )iRot z  ：绕 iz 转动 i 角；   ④ ( , )iTrans z d ：沿 iz 移动 id ； 

则： 1
1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )i

i i i i iT Rot x Trans x a Rot z Trans z d 
                  （5-1） 

由式（5-1）右边的四个子变换，得到连杆变换的通式： 

1

1 1 1 11

1 1 1 1

cos( ) sin( ) 0

sin( )cos( ) cos( )cos( ) sin( ) sin( )

sin( )sin( ) cos( )sin( ) cos( ) cos( )

0 0 0 1

i i i

i i i i i i ii
i

i i i i i i i

a

d
T

d

 

     

     



   

   

 
   
 
 
 

     （5-2） 

根据齐次变换矩阵的乘法，得 

    0 0 1 1
1 2

n
n nT T T T    （n=关节的个数）                    （5-3） 

0
nT 称为机械臂变换矩阵，它是 n 个关节变量 1 2, , , nq q q 的函数，表示末端连杆坐标系

{n}相对于基坐标系{0}的描述 

0 0 1 1
1 2 1 1 2 2( , , , ) ( ) ( ) ( )n

n n n nT q q q T q T q T q                       （5-4） 

式（5-4）就是运动学方程的一般表达式。 

根据各个连杆的坐标系，如图 1 所示，可得连杆参数如表 1。 



 6

 

表 1 机械臂的连杆参数 

i ai-1 1i   di θi 关节变量范围 关节转角范围 连杆参数 

1 0 0 d1 90º -180º~+180º -270º~+90º a3=255mm 

d1=140mm 

d2=255mm 

2 0 90º 0 0 -125º~+125º -125º~+125º 

3 a3 0 0 90º -138º~+138º -228º~+48º 

4 0 90º d2 0 -270º~+270º -270º~+270º 

5 0 -90º 0 -90º -133.5º~+120º -43.5º~+210º 

6 0 90º 0 90º -270º~+270º -360º~+180º 

 

根据连杆变换通式，得到相邻连杆变换矩阵： 

1 1

1 10
1

cos( ) sin( ) 0 0

sin( ) cos( ) 0 0

0 0 1 140

0 0 0 1

T

 

 

 
 
 
 
 
 

    

2 2

1
2

2 2

cos( ) sin( ) 0 0

0 0 1 0

sin( ) cos( ) 0 0

0 0 0 1

T

 

 

 
  
 
 
 

 

3 3

3 32
3

cos( ) sin( ) 0 255

sin( ) cos( ) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

T

 

 

 
 
 
 
 
 

    

4 4

3
4

4 4

cos( ) sin( ) 0 0

0 0 1 255

sin( ) cos( ) 0 0

0 0 0 1

T

 

 

 
  
 
 
 

 

5 5

4
5

5 5

cos( ) sin( ) 0 0

0 0 1 0

sin( ) cos( ) 0 0

0 0 0 1

T

 

 

 
 
 
  
 
 

     

6 6

4
5

6 6

cos( ) sin( ) 0 0

0 0 1 0

sin( ) cos( ) 0 0

0 0 0 1

T

 

 

 
 
 
 
 
 

 

将上面得到的连杆变换矩阵相乘，得到机械臂变换矩阵 0
6T  

0 0 1 2 3 4 5
6 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T T T T               （5-5） 

其中： 0
6

0 0 0 1

x x x x

y y y y

z z z z

n o a p

n o a p
T

n o a p

 
 
 
 
 
 

表示机械臂指尖末端位姿的矩阵，其中，9 各元素满足

下列正交条件： 1, 0n n o o a a n o o a a n            ， ( , , )T
x y zp p p p 是机械臂指尖的

位置矢量。 

为了检验所得结果 0
6T 的正确性，把图 1 所示的位置的关节变量代入 0

6T 的表达式种，

计算结果得： 

0
6

1 0 0 0

0 1 0 510

0 0 1 140

0 0 0 1

T

 
  
 
 
 

 



 7

这与图 1 所示的情况完全一致，齐次变换矩阵 0
6T 是正确地。 

（3）根据已知的末端连杆相对于参考坐标系的位姿，推导出各关节变量的过程，末

端各关节变量与初始各关节变量之差即为连杆角度的增量 

以下采用反变换法求机械臂的运动反解 

1）关节角 1  

用逆变换  1
10

1 T 左乘式（5-5）的两端则有： 

           6
5
65

4
54

3
43

2
32

1
2

0
61

10
1  TTTTTTT   

令得到的矩阵方程两端的元素  4,2 对应相等得， 

0cossin 11   yx pp  

   所以，
x

y

p

p
arctan1                                                   （5-6） 

2）关节角 2  

用逆变换  21
10

2 ,T 左乘式(5-5)两边，得： 

         6
5
65

4
54

3
43

2
3

0
621

10
2 ,  TTTTTT   

令矩阵方程两端的元素  4,1 和  4,2 分别对应相等，得： 

334212112 sinsinsin)sincos(cos addppp zyx     (5-7) 

34212112 coscoscos)sincos(sin  ddppp zyx        (5-8) 

将式(5-6)中的 3a 项移动到等式左边并令 111 sincos kpp yx   ，式(5-7)、(5-8)的平方

和，得：
3

1
2
4

2
1

22
1

2
3

2121
2

2
cossin)(

a

pddkpda
kdp zz

z


   

再令：
3

1
2
4

2
1

22
1

2
3

2
2

2

a

pddkpda
k zz 

 ； 

利用三角代换，令： 221 sink ， 221 cos dpz ，其中 

2
1

2
12 )( dpk z  ，

1

1
2 arctan

dp

k

z 
 。 



 8

则，
2

2
22 )sin(




k
 ， 2

2

2
22 )(1)cos(




k
 ；

2

2

2

2

2

22

)(1

arctan






k

k



 。 

所以，
1

1

2

2

2

2

2

2 arctan

)(1

arctan
dp

k

k

k

z 









                                （5-9） 

其中正负号表示分别对应 2 的两种可能解。 

3）关节角 3  

将(5-7)式中的 3a 移动到等式左边，由于已知 04 d 。则将得到的等式和(5-8)式相除得： 

      
1

1

2121

32121
3 arctan

cos)(sin

sin)(cos
arctan

dp

k

dpk

adpk

zz

z












          （5-10） 

4）关节角 4  

用逆变换  321
10

3 ,, T 左乘式(5-5)两边，得： 

       6
5
65

4
54

3
4

0
6321

10
3 ,,  TTTTT   

令矩阵方程两端的  3,1 、  3,2 和  3,3 元素分别对应相等，得： 

5432321321 sincos)sin()cos(sin)cos(cos   zyx aaa   (5-11) 

532321321 cos)cos()sin(sin)sin(cos   zyx aaa       (5-12) 

5411 sinsincossin   yx aa       (5-13) 

只要 0sin 5  ，亦即 05  或 180 (而题中要求 ]120,5.133[5  ，故排除 180 )，便可

求出 4 。将式(5-11)与(5-13)两边分别对应相除得， 

)sin()cos(sin)cos(cos

cossin
arctan

32321321

11

4 









zyx

yx

aaa

aa
            （5-14） 

当 05  时，即 4 与 6 的转动效果相同，故可任取 4 ，再算出相应的 6 。 

5）关节角 5  

用逆变换  4321
10

4 ,,, T 左乘式(5-5)两边，得： 
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     6
5
65

4
5

0
64321

10
4 ,,,  TTTT   

因式 4321 ,,,  均已解出，令矩阵方程两端的  3,1 和  3,3 元素分别对应相等，得： 

5432

414321414321

sincos)sin(

)sincoscos)cos((sin)sinsincos)cos((cos









z

yx

a

aa
  (5-15) 

532321321 cos)cos()sin(sin)sin(cos   zyx aaa       (5-16) 

将以上两式相除即可解得 5 的封闭解， 

)cos()sin(sin)sin(cos

cos)sin(sin)cossin(cos)cos()sincos(
arctan

32321321

43241143211

5 









zyx

zyxyx

aaa

aaaaa

（5-17） 

6）关节角 6  

令求关节角 4 时的矩阵方程        6
5
65

4
54

3
4

0
6321

10
3 ,,  TTTTT  两端的  1,2 和  2,2 元素

分别对应相等，得： 

6532321321 cossin)cos()sin(sin)sin(cos   zyx nnn   (5-18) 

6532321321 sincos)cos()sin(sin)sin(cos   zyx ooo  (5-19) 

同 4 ，只要 0sin 5  ，两式相除，得 

)cos()sin(sin)sin(cos

)cos()sin(sin)sin(cos
arctan

32321321

32321321

6 









zyx

zyx

nnn

ooo
          

又由于连杆末端指尖处的位姿矢量已经给定，即



















1000

zzzz

yyyy

xxxx

paon

paon

paon

为已知，则可根据

上述公式反向求出各关节变量 654321 ,,,,,  的值。 

纵上所述，求得的末端姿态值有多组解，为了确保从初始位置到末端位置的中间位置

的变换数目最少（即指令序列数目最少），故取所有末端姿态最大角度增量的最小对应的

末端姿态解，假设最佳末端姿态中最大角度增量为 max ，则最少指令序列为 max

2

 
 
 

。 

（4）以柔顺性[1]最优为准则，确定指令序列。 

柔顺性是指相邻两连杆的关节角变化柔顺、规划轨迹平滑且稳定，用各关节角的改变

量来放映和衡量，假设从初始位置到末端位置的指令序列为 1 2, , , np p p
  

 ，其中
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1 2 3 4 5[ , , , , ]j j j j j jp          


，初始姿态 0 [90 0 90 0 90 90 ]      。 

则最优柔顺性准则为：
2

1

min
n

j
j

P


  

约束条件为： 1 2 3 4 52 2 2 2 2j j j j j              ，且精度为0.1  

1
1

90 180 , 180 1, 2, ,
jj

j
j

jj n


 
         

 
     

2
1

125 , 125 1, 2, ,
jj

j
j

jj n


           

3
1

90 138 , 138 1,2, ,
jj

j
j

jj n


 
         

 
     

4
1

270 , 270 1, 2, ,
jj

j
j

jj n


           

5
1

90 133.5 , 120 1,2, ,
jj

j
j

jj n


 
          

 
     

5.2.2 D-H 最优组合法算法框图 
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5.2.3 倒序寻优法 

通过观察可发现，无论关节如何运动，关节点 A、B、C、D 四点始终在一个平面内且

A、B 两点始终不变，要使指尖从初始姿态移动到末端位置，由于连杆 DE 的长度固定不变，

则当 E 点到达末端位置时，D 点一定在以末端位置为圆心，|DE|为半径的圆球表面上，如

图 2 所示。因此，假设 D 点是圆球表面上任意一点，在各连杆长度已知的情况下，可唯一

确定 C 点坐标，则可求得该状态时刻的姿态，从而求得指令序列。 

0
y

0
x

0
z

A

O

B C

                        E
C

D

E

D

 

图 2 初始状态与末端状态图 

（1）确定 D 点 

确定初始姿态，各关节的坐标系 

计算各连杆参数，相邻连杆的变换矩阵 

验证变换矩阵 

的正确性? 

N 

开始 

根据已知的末端连杆相对于参考坐标系

的位姿，求关节变量，根据指令序列最少

原则选取最佳末始姿态 

以最优柔顺性为准则，建立最佳指令序列规划模型 

对模型进行求解，输出结果 

结束 

Y 
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假设 D 点坐标为  , ,D D Dx y z ，由于当机械臂指尖 E 点到达末端位置（坐标为

 , ,x y zO O O ）时，D 点一定在以末端位置为圆心，|DE|为半径的圆球表面上。 

以末端位置为圆心，|DE|为半径的圆球的方程为： 

2 2 2 2( ) ( ) ( ) | |x y zx O y O z O DE       

则 D 点坐标一定满足方程： 2 2 2 2( ) ( ) ( ) | |D x D y D zx O y O z O DE       

（2）确定各关节角度 

由图 1 可知，B 点坐标为  0,0,| |AB ，在 A、B、D 三点组成的平面内，B 点和 D 点坐

标已知可求得|BD|长度： 2 2 2| | (| | )D D DBD x y AB z     

HGFEDCBA ,,,,,,, 为原始坐标系中初态各关节的对应点，考虑到在旋转的过程中

DCBA ,,, 始终在同一个平面内，而且 BA, 点位置不变化，定义 ''' ,, EDC 为原始坐标系中的

末态对应点， '''' , EC 分别为 '' , EC 在 ABz  ， BDy  平面的投影。任意三点均能确定一个

平面，则有： 

BCBC

CCBCBC
''

2''22''

1
2

arccos


 ；         
'

2'2'2

2
2

arccos180
BCAB

ACBCAB 
  

'''

2'2''2'

3
2

arccos180
DCBC

BDDCBC 
 ；  

''

2''2''2

4
2

arccos
DEDE

EEDEDE 
  

''''

2''2''2''

5
2

arccos180
DCED

ECDCED 
  

由于在变换的过程中连杆长度保持不变，故有 CDDCBCBC  ''' , 。 

（3）建立以指令序列最小为目标的模型 

假设 1 2 3 4 5( )k k k k k kQ     


，表示当 D 点是圆球上一点对应的各关节角度值，

则该向量需要的指令序列为
max

2
kQ 

 
 



。初始位置  0 0 90 0 0 90     。 

目标函数：min
k

max

2
kQ 

 
 



 

约束条件： 2 2 2 2( ) ( ) ( ) | |D x D y D zx O y O z O DE       

          1 [ 180 , 180 ] 1,2, ,k k m        
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 290 [ 125 , 125 ] 1,2, ,k k m         

3 [ 138 , 138 ] 1, 2, ,k k m        

4 [ 270 , 270 ] 1,2, ,k k m        

 590 [ 133.5 , 120 ] 1,2, ,k k m         

记 min
k

n 
max

2
kQ 

 
 



 

（4）以柔顺性[1]最优为准则，确定指令序列 

柔顺性是指相邻两连杆的关节角变化柔顺、规划轨迹平滑且稳定，用各关节角的改变

量来放映和衡量，假设从初始位置到末端位置的指令序列为 1 2, , , np p p
  

 ，其中

1 2 3 4 5[ , , , , ]j j j j j jp          


，初始姿态 0 [90 0 90 0 90 90 ]      。 

则最优柔顺性准则为：
2

1

min
n

j
j

P

  

约束条件为： 1 2 3 4 52 2 2 2 2j j j j j              ，且精度为0.1  

1
1

90 180 , 180 1, 2, ,
jj

j
j

jj n


 
         

 
     

2
1

125 , 125 1, 2, ,
jj

j
j

jj n


           

3
1

90 138 , 138 1,2, ,
jj

j
j

jj n


 
         

 
     

4
1

270 , 270 1, 2, ,
jj

j
j

jj n


           

5
1

90 133.5 , 120 1,2, ,
jj

j
j

jj n


 
          

 
     

5.2.4 倒序寻优法算法框图 
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5.3 CP 问题 

CP 问题，要求指尖沿着预先指定的一条空间曲线 x = x(s), y = y(s), z = z(s), a ≦ s ≦b 

移动的指令序列问题。直接让指尖沿着曲线移动比较困难，受 PTP 问题启发，将曲线离散

化，将 CP 问题转化为 PTP 问题，仍旧把初始姿态定义为 Φ0，各离散点为末端位置，采用

PTP 问题方法求得各离散点的姿态。定义离散点序列为 1 2, , , nX X X ，离散点 iX 的姿态为

 1 2 3 4 5, , , ,j j j j j     ，该姿态必须满足各关节的变量范围，则从离散点 iX 到 1iX  的指令序

列应该为： 

          1,1 1 1,2 2 1 3 3 1,4 4 1,5 5, , , ,j j j j j j j j j j jP                   


，  

如果 iP

中某一个值大于 2，则说明要重新对该指令系列进行组合，为了避免组合带来

的误差，保证机械臂指尖轨迹的精度，本文采用在离散点 iX 与 1iX  之间进行线性插值，得

到更多的离散点，从而重复以上操作，直至得到满意的结果。 

算法框图如下： 

确定初始姿态 

确定以末始位置为圆心，|DE|长度为半径的圆球方程 

判断转角是否在

允许范围内 

N 

开始 

任取求表面上的一点为 D，分别计算各关节点转角 

将此各关节点转角放到可行集合

中，计算所需最小指令序列数目 

对柔顺性模型进行求解，输出结果 

结束 

Y 
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5.4 HP 问题 

HP 问题，也是机械臂在运动中始终不能与障碍物相碰问题。即在 PTP 问题中增加障

碍物，使得指尖必须避开障碍物的运动路径规划问题。考虑先让指尖沿着起点和终点的连

线轨迹运动，当它遇到障碍物的阻挡时，就设法让其避让，然后从新的起点再径直向目标

点前进，不断重复上述过程，直至达到目标点，可以看出，从每个新的起点径直向目标点

前进，这样走距离最短，当然这是指从每个新起点到终点间的距离最短。 

5.4.1 对障碍物的简化处理[3] 

实际作业环境中，障碍物的形状可能多种多样，本文拟采用最小包容长方体法。最小

包容长方体法就是将整个障碍物包含于其内部的最小长方体，通常取长方体的每一边或面

与某一坐标轴和坐标面平行。 

由于机械臂连杆都是有一定直径的，不能把机械臂连杆仅仅看成直线，因此，本文将

此直径添加到障碍的尺寸上，即障碍物膨胀。 

经过具体分析发现，如果将有一定粗细的机械臂连杆直接与最小包容长方体作运动干

涉检查，由于其间必然涉及机械臂连杆与长方体某一侧面所在平面的求交运算，将会在运

算中带来一些麻烦。如图 3 所示，一般情况下，机械臂连杆与最小包容长方体的某一侧面

不一定垂直，因而连杆与该侧面所在平面求交得到的截面就会是一个椭圆。为了判别连杆

与长方体是否碰撞，首先需要求出截交曲线，由于运动学反解得到的位置姿态可能会有很

多，连杆与平面的夹角又千变万化，这样就会造成运算量相当庞大，为了能够减少运算时

间，将机械臂连杆的直径因素转移到障碍物上，即将最小包容长方体“膨胀”，形成当量

最小包容长方体，具体做法如图 4 所示。设机械臂连杆直径为 2r，则将最小包容长方体在

确定初始姿态，仍旧为初始姿态 0  

曲线离散

判断任意相邻离散点 

的转角增量<=2？ 
N 

开始 

将此指令序列放到指令序列集合中 

输出结果 

结束 

Y 

采用 D-H 最优组合法计算各离散点的姿态 

在转角增量>2 的相邻

两点之间进行线性插

值，得到新的离散点 
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长、宽、高三个方向均增加 2r，这样长方体的六个侧面在正、负 x、y、z 共六个方向均向

外“膨胀”r，形成当量最小包容长方体，当量最小包容长方体的面、棱边、顶点与最小包

容长方体相应面、棱、边、顶点间的距离分别为 r、 2r、3r 。所以当简化的刚性杆（无

直径）恰好与长方体的某一侧面平行时，在刚性杆上增加半径 r，使之成为又粗细的连杆

与将长方体膨胀是等效的。因而，此时如果直径为 2r 的机械臂连杆轴线与当量最小包容长

方体的侧面不碰撞，则具有 2r 直径的真实连杆就不会与最小包容长方体发生碰撞；当直径

为 2r 的机械臂连杆轴线不与当量最小包容长方体的棱边或顶点发生碰撞时，就更不会与最

小包容长方体的棱边或顶点发生碰撞。 

将最小包容长方体转化为当量最小包容长方体后，再对机械臂连杆进行碰撞检查时，

只需考虑各连杆轴线的位姿就可以了，而不必考虑其直径，大大简化了运算过程。 

    

图 3 机械臂连杆与最小包容长方体相交         图 4 最小包容体膨胀 

（椭圆部分为截交面） 

 

5.4.2 碰撞判别 

在机械臂连杆简化为一条刚性杆链，且直径因素转移到当量最小包容长方体中之后，

机械臂与障碍物的碰撞问题就转化为各直线段（简化的机械臂连杆）与当量最小包容长方

体之间是否相交的问题。本文采用将机械臂连杆与当量最小包容长方体的每一个侧面（有

界平面）分别求交的方法来检查他们是否相交。直线段与平面求交是采用空间定比分弦法、

如图 5 所示。 

 
图 5 直线段与有界平面求交点 

平面 F，有： 0ax by cz d     

分别求出线段两端点到平面 F 的有向距离，即： 

( , , ) 1,2i i i i i idis x y z ax by cz d i      



 17

若线段的两端点到平面 F 的有向距离同号，则线段的两端点在平面 F 的同侧，线段与

平面 F 无交点；否则，线段的两端点分别在平面 F 的两侧，设它对平面 F 的分弦比为 ，

则： 

1 1 1

2 2 2

( , , )1

2 ( , , )

dis x y zdis

dis dis x y z
      

其中 1 1 1( , , )x y z ， 2 2 2( , , )x y z 是直线段的两个端点坐标。根据定比分弦原理，直线段和

平面 F 的交点坐标为： 

1 2

1

x x
x









     1 2

1

y y
y









        1 2

1

z z
z









 

这种算法要比求解直线方程与平面方程的联立方程组要快得多，且几何意义也十分明

确。 

由于当量最小包容长方体的侧面为有界平面，因此求出交点 ( , , )x y z 之后，将 ( , , )x y z 及

侧面在平面 F 上的“边界”向某一坐标投影（究竟向哪个坐标面投影视平面 F 的法矢量而

定），假定向 x-y 坐标面投影。以 P(x,y)为起点，在 x,y 坐标面内，沿与某一坐标轴平行的

方向作一条射线PP，若该射线与平面 F 上的边界投影有奇数个交点，则交点 ( , , )x y z 在平

面 F 上的有界区域内，即连杆与侧面相交；否则，连杆与侧面不相交。对于图 6 所示特殊

情况，作如下处理：认为图 6（a）与侧面有一个交点，而图 6（b）没有交点。 

   

图 6 两种特殊情况                       图 7 无碰轨迹的搜索 

 

由运动学反解解出的位姿可能会有很多，将每一种位姿的各段连杆都分别用上面的方

法与当量最小包容长方体的各侧面求交，若均无交点的，则该位姿为无碰位姿；否则该位

姿将与障碍物发生碰撞。 

5.4.3 无碰撞轨迹的搜索 

如图 7 所示，首先将工作起点 A 到工作终点 B 之间的连线离散成 N 个点，设离散点的

间距为 dt，然后从起点 A 开始，依次取每个离散点作为当前工作点，进行运动学反解和碰

撞判别的运算，如果运动学反解和碰撞判别的结果表面该点存在无碰位姿，则记录下该点，

继续计算下一点。如果发现当前计算点处于当量最小包容长方体体内，则需修改搜索方向，

具体做法：从当前计算点沿该点到长方体中心 O 的矢量的反方向移动一距离 dt 后取点 C，

若新取点还在长方体体内，则再移动 dt，目的是将搜索点尽快移出障碍物，再将新取点 C

到终点 B 之间的连线离散成 N 个点，从 C 点开始依次取离散点作运动学反解和碰撞判别的

运算，以此类推。离散点数 N 越大，则 dt 越小，曲线再转折处越光滑。 
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5.4.4 算法框图 

 

六、 实例应用 

6.1 PTP 问题的应用 

本文采用机械臂（指尖）从初始位置（如图 1 所示）移动到工具箱的（20，-200，120）

处，不考虑指尖轨迹与工具箱的碰撞问题。 

采用 D-H 最优组合算法，直接将 20, 200, 120x y zp p p    代入式（5-6，5-9，5-10，

5-14，5-17），可求得最佳转角向量为（-84.30,61.00,-43.30,0,-17.60）。 

然后利用柔顺性模型，解得最佳指令序列数为 88 个，具体指令序列值参见 answer1.xls，

部分结果可参见附录 1。 

6.2 CP 问题的应用 

指尖轨迹沿着圆台形工件表面与平面 x=2z 的交线，仍旧把初始姿态定义为 Φ0。 

（1）确定该条曲线方程 

圆台形工件的底部中心坐标、上底和下底外半径已知，则该圆台外表面看作是绕着轴

线 x=210 旋转的一个锥体表面的一部分，如图 8 所示。 

障碍物简化与膨胀 

连接工作起点和终点，并将该线段离散化 

用运动学反解和碰撞判 

 别结果是否一致？ 

N 

开始 

从当前计算点沿该点到长方体中心 O 的矢量的

反方向移动一距离 dt 后取新点，若新取点还在

长方体体内，则再移动 dt，再新取点到终点之

间的连线离散成 N 个点，新点为新的起点。 

输出结果 

结束 

Y 

从起点开始，依次取每个离散点为当前离散点 

记录该点，继续计算下一点 

判断该点是否为终

Y 

N 
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z

x

y

0

420

180

 0042 ，，  00210 ，，  00378 ，，

zx  2平面

 25.2605.52 ，，

 5.1570315 ，，

 
图 8 圆台形工件的三维图 

由此，我们可求得该锥体方程： 2 2 225
( 420) [( 210) ]

4
z x y     

故圆台形方程为： 2 2 225
( 420) [( 210) ]

4
z x y    ，其中：

[42,378]

[ 168,168]

[0,180]

x

y

z



 



 

联立圆台形方程和 x=2z 即得交线方程： 

2 2 225
( 420) [( 210) ]

4

2

z x y

x z


   


 

   

由此可知，交线是一条闭合的曲线，如图 8 中红色曲线（仅显示正面，反面与此类似）

所示。 

（2）交线离散化 

交线参数方程也可表示为： 

21
96 17640 396900

5

2

y z z

x z


    


 

 ， [26.25,157.5]z  

首先取交线的起始点为（52.5,0,26.25），然后以步长 0.1z  按照顺时针将交线离散化。 

（3）计算各离散点姿态及相邻两点增量，判断是否满足条件，如满足则不再离散，

否则在这相邻两点间进行线性插值，重复以上步骤，直到满足条件为止。 

（4）计算结果：指令序列是从初始姿态 Φ0 到交线起始点（52.5,0,26.25）的类似 PTP

问题的指令系列，然后是从起始点（52.5,0,26.25）按顺时针方向沿着交线的指令序列，具

体结果见 answer2.xls，部分结果可参见附录 2。 

6.3 HP 问题 

首先根据四个小零件在 x-y 平面上的投影坐标，计算他们的空间坐标。结果是

（320,-104,21.549）、(120,106,52.361)、(190,-125,83.535)、(255,88,152.90)。 

其次，按照 HP 问题的模型及其算法进行求解。具体指令序列见 answer3.xls，部分结
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果可参见附录 3，其无碰撞路径轨迹见图 9。 

w
x

w
z

w
y

 
图 9 无碰撞路径轨迹示意图 

本文计算均采用 Matlab 数学软件编程进行计算。 

七、 算法分析与检验 

算法的分析与检验包括算法的适用范围、计算效率以及近似算法所造成的误差和增量

i 离散取值所造成的误差大小。 

7.1 D-H 最优组合法 

本文采用 PTP 问题的实例应用对其进行分析，该算法的适用范围是在机械臂指尖仅在

关节转角允许范围内可到达的任意位置。 

该算法的计算效率较高，采用 matlab 数学软件进行编程，从初始姿态 Φ0 到空间点

（20,-200,120）的计算时间 t=0.125588s，说明了计算的高效性。 

误差分析，根据产生的指令序列，计算机械臂通过该指令序列到达的空间坐标点，并

与实际末端位置坐标进行对比（即位置精度）。我们计算出误差如下表 2 

表 2 i 取不同精度值的相对误差值 

坐

标 

工具箱

所在位

置 

i 取值精度为

1.0  

i 取值精度为

01.0  
i 取值精度为 001.0  

最终 

坐标值 

相对误

差 

最终 

坐标值 

相对误

差 

最终 

坐标值 
相对误差 

x  20 19.9365 %32.0  19.9964 %02.0  19.9979 %01.0  
y  -200 -199.738 %13.0  -199.985 %01.0  -200.0001 %000023.0  
z  120 119.9644 %03.0  120.0102 %01.0  120.0016 %0013.0  

从上表可以看出增量 i 离散取值所造成的误差随着其取值精度变高而逐渐变小。因

此可以适当提高 i 离散取值的精度，减少误差，从而尽量接近目标位置。 

倒序寻优法相对 D-H 最优组合法其指令序列的柔顺性较好，位置精度高，这是因为倒

序寻优法遍历到了所有可能存在的末端状态对应的机械臂姿态。但其复杂度较高，计算时

间也较长。 
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7.2 CP 问题算法 

本文采用 CP 问题的实例应用对其进行分析，该算法的适用范围是曲线上的任意一点

必须在机械臂指尖仅在关节转角允许范围内可到达的范围内。 

该算法的计算效率较高，采用 matlab 数学软件进行编程，从初始姿态 Φ0 到所有曲线

点的计算时间 t=0.845216s，说明了计算的高效性。 

误差分析，根据产生的指令序列，计算机械臂通过该指令序列到达的空间坐标点，并

与实际末端位置坐标进行对比（即位置精度），因为离散点很多，定义该指令序列的精度

为所有离散点中最低的位置精度。我们计算出误差如下表 3 

表 3 i 取不同精度值的相对误差值 

坐标 
工具箱所 

在位置 

i 取值精度为 1.0  i 取值精度为 01.0  i 取值精度为 001.0  

最终 

坐标值 
相对误差 

最终 

坐标值 
相对误差 

最终 

坐标值 
相对误差 

x  52.5 52.4763 %045.0  52.5090 %017.0  52.5002 %0003.0  

y  0 14103.2   —— 14103.2   —— 14103.2   —— 

z  26.25 26.4309 %689.0  26.2559 %022.0  26.2499 %0003.0  

从上表可以看出，增量 i 离散取值所造成的误差随着其取值精度变高而逐渐变小。

增量 i 离散取值所造成的误差随着其取值精度变高而逐渐变小。因此可以适当提高 i

离散取值的精度，减少误差，从而尽量接近目标位置。 

7.3HP 问题算法 

本算法的适用范围适合障碍物比较规则的障碍物，但可有效解决障碍物数目比较多的

情形，即其复杂度较高。 

本算法所得的规划路径只是一条局部最优路径，而不是一条全局最优路径。 

因为该算法的思想还是点到点的移动，因此位置精度和 PTP 问题类似，都比较高，即

误差较小。 

八、 设计参数讨论与建议 

本文所建模型能够很好的解决机械臂从初始位置到空间某一位置的指令序列问题，已

经机械臂指尖沿着一条已知曲线进行移动问题。但在解决无碰撞路径规划中有些问题，可

能寻找的不是一条最优路径。 

根据以上模型，我们通过修改设计参数等对机械臂的灵活性和适用范围进行讨论： 

（1）各关节的旋转角度的影响 

首先介绍空间任意点的灵活度,引入服务球和服务区的概念。将机器人末端的线性工具

看作空间矢量,如图9所示,若以指尖为圆心,以HE为半径作一球即为服务球[4]。服务球上的每

一点对应一种机器人末端姿态。所有可达点集合组成的区域称之服务区,服务区的面积和整

个球冠面积的比值称之此圆心点E的灵活度。 
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图 9 以末端位置为圆心，HE 为半径的圆球 

 

首先根据机器人结构变量,将各关节变量在其运动范围内离散化,运用机器人的运动学

正解遍历离散化后的所有组合得到机器人末端位置坐标 ,将这些数据存储;最后 ,通过

MATLAB 软件将存储的数据可视化,获得的三维模型即表示机器人的工作空间。变量组合

的数目越多,三维模型就越能反映机器人的实际工作空间。 





























 

 

矢量姿态可达

矢量姿态不可达

1

0
],,,,[

1

])1(,)1(,,,[

1 1

1 1

zyxf

dndmzyxf

D a

m

b

n

a

m

b

n

 

式(1)中， x, y, z定义了指尖位置，α和β定义了指尖姿态，当机器人能实现穿刺针位姿， 

f = 1；机器人不能实现穿刺针位姿， f = 0。a为α在区间[ 0, 180 ]内以步长d采样所取的点数， 

b为β在区间[ 0, 90)内以步长d 采样所取的点数。 

用等灵活度曲线来寻找该工作空间中灵活性最好的截面,即对机器人工作空间一截面P

分割成m×n个网格点(m,n分别为截面P两轴向的网格数),计算每个网格点的任务灵活度,并

按等值线原理将该截面内任务灵活度相同的点连接成封闭曲线,得到等灵活度曲线。 

通过在Z=0水平截面和Y=0竖直截面内作等灵活度曲线来判断工作空间灵活度的变化

趋势。灵活度为0.9的等灵活度曲线所包括含的空间点灵活度大于0.9,灵活度为0.8的等灵活

度曲线与灵活度为0.9的等灵活度曲线之间区域内点灵活度在0.8至0.9之间,以此类推其他

区域内点的灵活度。 

在机构设计中应注意保证第三关节转角范围大于210°范围,机构有好的灵活性。 

（2）各连杆相对长度的影响： 

以平面三连杆关节型机械臂为例（如图 10 所示）有下图可知：当 213 lll  ，则其灵

活的工作空间为一外半径为  321 lll  、内半径为  321 lll  的圆环，如图 11（a）所示。

由图显然可知：如果腕部连杆 3l 设计得较短，那么对于同样的 1l 和 2l ，工作空间将变大。若

213 lll  ，则其灵活的工作空间还包括一个半径为  213 lll  的圆面积, 如图 11（b）所

示。当 21 ll  时，圆面积和圆环面积将合而为一，如图 11（c）所示。 
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图 10 平面三连杆关节型机械臂示意图 

  当 = 时当 > 时当 时

 

图 11 工作空间示意图 

由以上分析可知：对于关节型机械手臂而言，如果各连杆长度相等，而腕部连杆的长

度设计的尽可能短的话，其工作空间的形状和尺寸则可以大大改善[5]。基于以上结论，下

面讨论 21 ll  时， 1l 、 2l 和 3l 三者的关系使其灵活度最大： 

引入了“特征长度”的概念，也就是对 Jacobian 中的“位置向量行”除以一个特证长

度.特证长度 L 定义为:能够使 Jacobian 条件数达到最小化的规范化长度 

重新定义 Jacobian 矩阵为: 

111111
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其中： 11 sins ， 11 cosc ， )sin( 2112  s ，其他依此类推。 

则 TJJ 必须正比于单位矩阵，且 TJJ 为对称矩阵： 
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由上式可知： 32  且非主对角线上的元素均为 0，主对角元素需满足： 
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可以采用优化方法对各个变量进行求解。设三连杆的总长度为 1，即 1321  lll 。所

有优化变量为 2121 ,,,, Lll .建立如下数学模型：  

目标函数：
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约束条件：
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计算可得： 462.021  ll ， 176.03 l ， 645.31  ， 921.42  ， 224.0L ; 

通过计算得到的比例即可得到相应连杆的长度。 

另外还可以考虑： 任意三连杆在关节运动角度受限制条件下通过获得最大工作空间

来优化各连杆的长度。 

最后，我们给制造厂家提出建议： 

机械臂的|BC|和|CD|的长度大约相等，并且|DE|的长度大约是|BC|和|CD|长度的0.39倍；

还应注意保证第三关节转角范围大于210°，机构有好的灵活性。 
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附录 

附录 1 answer1 的部分结果 

指令序列 关节 1 关节 2  关节 3 关节 4 关节 5 关节 6 

1 -2.0  2.0  -2.0  0.0  2.0  0.0  

2 -2.0  2.0  -2.0  0.0  2.0  0.0  

           

30 -2.0  2.0  -2.0  0.0  2.0  0.0  

31 -2.0  1.0  -2.0  0.0  2.0  0.0  

           

36 -2.0  0.0  -2.0  0.0  2.0  0.0  

37 -2.0  0.0  -2.0  0.0  0.4  0.0  

           

66 -2.0  0.0  -2.0  0.0  0.0  0.0  

67 -2.0  0.0  -1.4  0.0  0.0  0.0  

           

87 -2.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  

88 -0.3  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  

备注：由于关节 6 的转角对机械臂指尖的位置没有影响，本文不予考虑，其转角值认定为 0，省

略号表示中间指令序列与上一个指令相同，具体指令序列参见 answer1.xls。 

 

附录 2 answer2 的部分结果 

指尖从最初的 E 点移动到闭合曲线上点(52.5,0,26.25) 

指令序列 关节 1 关节 2 关节 3 关节 4 关节 5 关节 6 

1 -2 2 -2 0 2 0 

2 -2 2 -2 0 2 0 

           

19 -2 2 -2 0 2 0 

20 -2 1 -2 0 2 0 

           

78 0 0 -2 0 0 0 

79 0 0 -1 0 0 0 

80 2.0  0.1  0.1  0.0  0.0  0 

81 1.4  0.1  0.1  0.0  0.0  0 

82 1.6  0.1  0.1  0.0  0.0  0 

83 1.6  0.1  0.1  0.0  -0.1  0 

84 1.3  0.1  0.1  0.0  -0.1  0 

85 1.7  0.2  0.1  0.0  -0.1  0 

86 1.4  0.2  0.1  0.0  -0.1  0 

87 1.3  0.2  0.1  0.0  -0.1  0 

88 1.1  0.2  0.1  0.0  -0.1  0 

89 1.0  0.2  0.1  0.0  -0.1  0 

90 0.9  0.2  0.1  0.0  -0.1  0 

91 0.9  0.2  0.1  0.0  -0.1  0 

92 0.8  0.2  0.1  0.0  -0.1  0 
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93 0.8  0.2  0.1  0.0  -0.1  0 

94 0.7  0.2  0.1  0.0  -0.1  0 

95 0.7  0.2  0.1  0.0  -0.1  0 

96 0.7  0.2  0.1  0.0  -0.1  0 

           

260 -0.6  -0.3  0.4  0.0  0.1  0 

261 -0.6  -0.3  0.4  0.0  0.1  0 

262 -0.6  -0.3  0.4  0.0  0.1  0.7  

263 -0.6  -0.3  0.4  0.0  0.1  0.7  

           

417 2.0  0.0  0.0  0.0  0.0  -2.0  

备注：由于关节 6 的转角对机械臂指尖的位置没有影响，本文不予考虑，其转角值认定为 0，省

略号仅表示中间指令序列省略，不表示这些中间指令序列与上一个指令序列相同。具体指令序列参见

answer2.xls。 

 

附录 3 answer3 的部分结果 

指令序列 关节 1 关节 2 关节 3 关节 4 关节 5 关节 6 

1 -2 2 -2 0 2 0 

2 -2 2 -2 0 2 0 

           

14 -2 0.3 -2 0 2 0 

           

33 -2 0 -2 0 1.1 0 

           

46 -2 0 -1.3 0 0 0 

           

55 -0.1 0 0 0 0 0 

56 2 2 -2 0 2 0 

           

124 2 -2 2 0 2 0 

125 2 -2 2 0 2 0 

           

157 0 -2 2 0 2 0 

158 0 -2 2 0 2 0 

159 0 -2 2 0 2 0 

           

204 0 -2 0 0 0 0 

205 0 -2 0 0 0 0 

206 0 -2 0 0 0 0 

207 0 -2 0 0 0 0 

备注：由于关节 6 的转角对机械臂指尖的位置没有影响，本文不予考虑，其转角值认定为 0，省

略号仅表示中间指令序列省略，不表示这些中间指令序列与上一个指令序列相同。具体指令序列参见

answer3.xls。 
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