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一、问题重述 

自 1959 年美国的英格伯格和德沃尔制造出世界上第一台工业机器人“尤尼

梅特”开始，近半个世纪以来，机器人的研制和应用以惊人的速度发展并取得长

足的进步。当今世界，机器人的应用领域已十分广泛，包括工业生产、海空探索、

医疗康复和军事活动等，此外，机器人已逐渐在医院、家庭和一些服务行业获得

应用。从生产车间中的焊接机械手，到水下自治式机器人，从娱乐性的拳击机器

人，到伊拉克战场上的无人驾驶机，机器人已经与我们的日常生活息息相关。  

机器人通常分为关节式机器人（或称机械臂、机械手、机器人操作臂、工业

机器人等）和移动式机器人。一般来说，前者具有更多的自由度，而后者的作业

范围则更大一些。 

以某型号机器人为例，其示意图见图 1： 

 

图１ 机器人结构图 

这种机器人一共有 6个自由度，分别由六个旋转轴（关节）实现，使机器人的末

端可以灵活地在三维空间中运动。为了便于分析和计算，我们对机器人结构进行

第一个自由度 

± 180度 

第二个自由度 

± 125度 

第三个自由度± 138度 

第四个自由度

± 270度 

第五个自由度 

-133.5 ~120度 

第六个自由度 

± 270度 
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简化，简化后的数据见图 2和参数表 1。这里用七条直线段表示机器人的七个连

杆，连杆之间用所谓的旋转关节连接，已知 AB＝140mm，BC＝255mm，CD＝255mm，

DE＝65mm。根据旋转的方向分成两类关节，旋转轴分平行连杆的（如图 1 的自

由度一、四、六，对应于图 2 中的 F，G，H）和垂直连杆的（如图 1 的自由度

二、三、五，对应于图 2 中的 B，C，D）两种，前者如笔帽的转动方向，后者

如摇柄的转动方向。每一个关节对应一个角度 i ，这个角度表示前一个连杆方向

到后一个连杆方向转角（对于 B，C，D），连杆方向为 AB、BC、CD、DE，或

者相对于初始位置的转角（对于 F，G，H），假设机器人的初始位置是在一个

平面上的（y-z 平面）。为了使机器人运动得更加灵活允许关节的转角超过 360°

的。 

 

 

图 2 机器人的尺寸图 

 机器人关于六个自由度的每一个组合 ),,,,,( 654321  ，表示机械臂的一

个位姿，显然每个位姿确定顶端指尖的空间位置 X： Xf )( 。假定机器人控

制系统只能够接收改变各个关节的位姿的关于连杆角度的增量指令（机器指令）

),,,,,( 654321  P ，使得指尖（指尖———图 2 中的 E 点，

具有夹工具、焊接、拧螺丝等多种功能，不过在这里不要求考虑这方面的控制细

节）移动到空间点 X′，其中各个增量 i 只能取到-2, -1.9, -1.8, ┅，1.8, 1.9, 2 这

41 个离散值（即精度为 0.1°，绝对值不超过 2°）。通过一系列的指令序列

nPPPP ,,,, 321  可以将指尖依次到达位置 X0，X1，┅，Xn，则称 X0，X1，┅，Xn

为从指尖初始位置 X0 到达目标位置 Xn 的一条路径（运动轨迹）。根据具体的目

标和约束条件计算出合理、便捷、有效的指令序列是机器人控制中的一个重要问

题。我们约定直角坐标系的原点设在图 2 的 A 点，z 轴取为 AB 方向，x 轴垂直
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纸面而 y 轴则在基座所固定的水平台面上。 

 1．根据市场需求，机械臂制造厂打算为他们的产品研发一个软件系统，能

够直接将用户的运动命令自动转换成机器指令序列。即为这类机器人设计一个通

用的算法，用来计算执行下面指定动作所要求的指令序列，并要求对你们算法的

适用范围、计算效率以及你们的近似算法所造成的误差和增量 i 离散取值所造

成的误差大小进行讨论（不考虑其他原因造成的误差）： 

 ①．已知初始位姿 Φ0和一个可达目标点的空间位置（Ox, Oy, Oz），计算指尖

到达目标点的指令序列。 

 ②．要求指尖沿着预先指定的一条空间曲线 x = x(s), y = y(s), z = z(s), a ≦ s 

≦b 移动，计算满足要求的指令序列。 

 ③．在第①个问题中，假设在初始位置与目标位置之间的区域中有若干个已

知大小、形状、方向和位置的障碍物，要求机械臂在运动中始终不能与障碍物相

碰，否则会损坏机器。这个问题称机械臂避碰问题，要求机械臂末端在误差范围

内到达目标点并且整个机械臂不碰到障碍物（机械臂连杆的粗细自己设定）。 

 2. 应用你的算法就下面具体的数据给出计算结果，并将计算结果以三组六

维的指令序列（每行 6 个数据）形式存放在 Excel 文件里，文件名定为 answer1.xls，

answer2.xls 和 answer3.xls。 

 假设在机械臂的旁边有一个待加工的中空圆台形工件，上部开口。工件高

180mm，下底外半径 168mm，上底外半径 96mm，壁厚 8mm。竖立地固定在 xy

－平面的操作台上，底部的中心在 (210, 0, 0)。 

 ①．要求机械臂（指尖）从初始位置移动到工具箱所在位置的 (20,－200, 120) 

处，以夹取要用的工具。 

 ②．如果圆台形工件外表面与平面 x = 2 z  的交线是一条裂纹需要焊接，请

你给出机械臂指尖绕这条曲线一周的指令序列。 

 ③．有一项任务是在工件内壁点焊四个小零件，它们在内表面上的位置到 xy

平面的投影为（320,-104）、（120,106）、（190,-125）和（255,88）。要求机械臂

从圆台的上部开口处伸进去到达这些点进行加工，为简捷起见，不妨不计焊条等

的长度，只考虑指尖的轨迹。 

3．制造厂家希望通过修改各条连杆的相对长度以及各关节最大旋转角度等设计

参数提高机械臂的灵活性和适用范围。请根据你们的计算模型给他们提供合理的

建议。 
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二、模型假设与名词解释 

1．在对连续的曲线进行焊接时，可以认为实际中每一次进行焊接，焊点并非 

 只是几何意义上的点，而是一小段连续焊点。 

2．机械臂到达目的点并非一定指指尖接触了目的点，只需使得指尖和目的点 

 之间的距离小到足够的小即可。 

3．圆台的壁厚是指圆台表面法线截得的壁的长度，为 8mm。所以，不难求得，

 圆台的下底内半径为 159.3837mm，上底内半径为 87.3837mm。 

4．将机械臂指尖移动到一点以完成某项任务时，假设对最后一个关节的姿态不

 做特殊要求。在实际中，要完成某项任务（如夹取物品），可能会对最后一 

 个关节的姿态有要求（如垂直某平面），但此处我们无法得到机械臂和所进 

 行的任务的具体信息，因此暂不考虑这一点。 

 

注：上述假设是模型讨论过程中的全局性假设，在后面的分步讨论中我们可能引

 入新的局部性假设。 

 

名词解释：  

位置——机械臂指尖在基座坐标系中的坐标。  

位姿——机器臂关于六个自由度的一个组合 ),,,,,( 654321  。 

 

 

 

三、全局符号说明 

0
1T ——从关节 1 坐标系转换到以 A 为原点的坐标系的转换矩阵。 

j
iT —— ( , 1,...,6,  1,...,6)i j i j   从关节 i 坐标系转换到关节 j 坐标系的转换矩 

  阵。 

0
6T ——从关节 6 坐标系转换到以 A 为原点的坐标系的转换矩阵。 

注：上述符号是模型讨论过程中的全局性符号，在后面的分步讨论中我们可能引

 入新的局部性符号。 

 

 

 

 

四、问题分析 

1、对机械臂的理解 

机械臂，或机械手,是由一串用转动或平移关节连接的刚体（杆件）组成。每

一对关节一杆件构成一个自由度。杆件的编号由手臂的固定基座开始，固定基座
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可看成杆件０，第一个运动体是杆件１，依次类推，最后一个杆件与工具相连；

关节１处于连接杆件１和基座之间，每个杆件至多与另外两个杆件相联，而不构

成闭环。 

任何杆件ｉ都可以用两个尺度表征，杆件ｉ的长度 ia 是杆件上两个关节轴线

的最短距离；杆件ｉ的扭转角 i 是两个关节轴线的夹角。 

2、对机械臂位姿和位置的理解 

 机器人关于六个自由度的每一个组合 ),,,,,( 654321  ，表示机械臂的一

个位姿，显然每个位姿确定顶端指尖的空间位置 X： Xf )( 。假定机器人控

制系统只能够接收改变各个关节的位姿的关于连杆角度的增量指令（机器指令）

),,,,,( 654321  P ，使得指尖移动到空间 X′。这个从到Ｘ

地变换需要用到相应的空间转换矩阵。 

 为描述相邻杆件件平移和转动的关系。Denavit 和 Hatanberg（1955）提出了

一种为关节链中的每一个杆件建立附体坐标系的矩阵方法。D-H 方法是为了每

个关节处的杆件坐标系建立 4X4 齐次变换矩阵，表示它与前一个杆件坐标系的

关系。这样逐次变换，用“手部坐标”表示的末端执行器可被变换并用基座坐标

表示。 

3、对机械臂位置变换的理解 

 对于这样的有 6 个自由度的机械臂来讲，每个关节处都有相应地可以自由转

动的范围 min max( , )i i  ，而且每个关节处每次转动的角度也是有限的 ( 2 ,2 )   。那么，

在没有障碍物的情况下，要将一个机械臂指尖从初始点移动到目的点，并不一定

能在各个关节一次转动内达到。所以，要先得到从起始点到目标点指尖各个关节

处转动的角度，然后使各个关节点处每步尽可能地转动最大角度（2），最后，

在剩下的2以内完成该关节点处转动的最终一步，这就是模型要求解。 

 在已知初始点和目的点的位置和转换矩阵后，D-H 运动学的逆问题可以求 

解，即可以得到各个关节点处应该转动的角度的总和。但是，在一般的问题中往

往只知道机械臂的起始点和目标点，而并不清楚它们之间转换的矩阵。所以，我

们必须采用其他的方法求得这些转动角度。 
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 本文采用的是类似于数值分析的搜索算法，每个关节处的转动是增加或减少

某一个步长来进行的，每次转动的判据都是：考察转动后机械臂的指尖离目的点

的距离是否减少，如果减少就采用这个转动，否则该关节保持不动。如此每个关

节处都执行了相应的操作后，在进行迭代。 

  一个很显然的搜索顺序，就是先转动编号较小的关节，再转动较大的。这就

和一个人要取一个物品一样，先是转动身体朝向物品，再依次调整转动肩关节，

肘关节尽可能地靠近，最后用手去取到它。如果顺序正好相反的话，就明显要浪

费好多手部，肘部，和肩部的转动动作，这个人就相当的不自然了，不明智了。 

  

4、 对合理、便捷、有效的指令序列的理解 

 对于机械臂制造厂而言，一个控制机械臂的软件系统必须能产生合理、便捷、

有效的指令序列。我们认为，要达到这样的目标，除了保证所产生的指令序列能

使机械臂达到目的点，还需要考虑两点： 

 一是算法要能尽可能快地产生从起始点到达目的点的指令序列，这就要

求算法的效率较高。 

 二是要使指尖到达目的点的指令序列尽可能少，由于各个关节点处转动

的并行性，这点是可以实现的。 

5、对指尖沿空间曲线移动的理解 

由于增量 i 离散取值，使得指尖在空间中的移动往往不能预想的轨迹移

动。这就启发我们可以将空间曲线看成是由一系列离散点组成的。只要这些离散

点之间的距离非常小，就可以用这些点来代替曲线。那么，机械臂指尖沿曲线移

动可以看作是指尖沿这些离散点的移动，问题也就简化为从起始点到目的点的移

动，只是在这里起点和终点在不停的发生变化。 

6、对运动过程有障碍物的分析 

 障碍物对于从起始点搜索到目的点的影响，就是要在搜索的过程中加入一系

列的约束条件，使得机械臂可以不和障碍物相碰。障碍物可以是比较简单的几何

体，也可能是由少数几个简单的几何体构成的物体，或者是一般的更为复杂的障

碍物。对于千奇百怪的障碍物，仅从数学的推导上我们无法得到从起始点到达目

标点的精确完美的算法，但可以得到对避免与障碍物相碰的合理的约束条件。 

 我们可以先讨论对于简单几何体的避障要求，对于表面由若干个简单几何体
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构成的障碍物，可以对其表面进行相应的划分，得到简单的几何体，再考虑机械

臂的各个连杆在这些细分的障碍物上的避碰。对于更为复杂的障碍物，我们可以

认为它可以包含在某个简单的几何体中，如球、圆柱或是立方体。这样就可以将

这个扩大的几何体作为避碰的对象，从而简化问题的复杂性。 

五、模型的建立 

 

（一）机械臂指尖坐标转换的讨论 

 

空间两个笛卡尔坐标系 O1、O2 之间可以通过变换相互转化（包括平移变换

和转动变换），同一点在这两个坐标系中的坐标 1
1 1 1( , , )O T

O O OP x y z 、

2
2 2 2( , , )O T

O O OP x y z 由相应的平移向量 1
2

O
OP 和旋转矩阵 1

2
O

OR 联系： 

1 1 2 1
2 2

O O O O
O OP R P P   

上述变换式对 2 2 2( , , )O O Ox y z 是非齐次的，通常为了处理方便，可将其表示成

等价的齐次变换形式： 

1 11 2 2
12 2

2

  

 1   1   1  0          1

O OO O O
OO O

O

R PP P P
T

      
       

      
 

1
2

O
OT 综合地表示了平移变换和旋转变换。 

若坐标系 O2 原点相对于坐标系 O1 原点的平移向量为 ai b j ck 
  

,则平移齐

次交换为： 

1    0     0     a  

0   1      0     b 
( , , )

0   0      1     c  

0   0      0     1 

P a b c

 
 
 
 
 
 

 

若坐标系 O2 原点相对于坐标系 O1 应于 x , y 或 z 轴作转角为的旋转变换，

分别可得到: 

1   0    0 0

0 0
( , )

0  0

0 0   0 1

c s
R x

s c
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  0     0

0 1 0  0
( , )

0  0

0 0   0 1

c s

R y
s c

 


 

 
 
 
 
 
  

 

0     0

0  0
( , )

0 0  1 0

0 0   0 1

c s

s c
R z

 

 


 
 
 
 
 
  

 

在我们研究的机器手中，可依次在每一个连杆上建立坐标，它随连杆一起运

动[1]。机械手的末端装置即为连杆 6 的坐标系，它与连杆 i-1 坐标系的关系可由

1
6

i T 表示为： 

1
6 1 6  i

i iT A A A
     

     而对于这个有６个自由度的机械臂来讲，机械臂指尖对于基座的关系 6T

为： 

0
6 1 2 3 4 5 6 T A A A A A A  

0x
0y

0z

1y
1z

1x

1

2x

2z

2y

2
3x

3z

3y

3 4x

4z4

5z

5x

5

6

6z

6x

140mm

255mm

255mm

65mm

A

B

B

C

D

 

图 3 机械臂各个关节处的笛卡尔坐标系 

 

 我们对所给的机械臂在其各个关节点建立相应的笛卡尔坐标系。其中以 A 为

原点建立的坐标系就是题中给出的坐标系，1 坐标系和 2 坐标系的原点都建立在

B 点，3 坐标系建在 C 点，4，5，6 坐标系的原点都重合地建立在 D 点，每个坐

标系的 Z 轴都和相应关节旋转轴所在直线重合，如图 3。 
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表１ 机械臂的初始位置和各关节处的变化范围 

连杆ｉ 
变量 i  初始位置 i  

变量范围 

１ 
1  0 ± 180 

２ 
2  -90 ± 125 

３ 
3  0 ± 138 

４ 
4  0 ± 270 

５ 
5  -90 

-133.5~ 

+120  

６ 
6  0 ± 270 

各个连杆变换矩阵如下： 

1 1

1 10
1

1

0  0

0  0

0   0   1

0   0   0 1

s c

c s
T

l

 

 

  
 

 
 
 
  

    

2 2

1
2

2 2

0  0

0  0 1 0

  0  0

0 0 0 1

s c

T
c s

 

 

 
 
 
 
 
  

 

3 3 2

3 32
3

    0

0 0

0  0   1 0

0  0   0 1

s c l

c s
T

 

 

 
 
  
 
 
  

    

4 4

33
4

2 2

0 0

0 0 1

0 0

0 0 0 1

c s

l
T

s c

 

 

 
 
 
  
 
  

 

5 5

4
5

5 5

     0  0

0  0 1  0

0  0

0 0   0 1

c s

T
s c

 

 

 
 

 
 
 
  

    

6 6

5
6

6 6

0 0

0 0 1 0

0  0

0 0  0  1

c s

T
s c

 

 

 
 
 
  
 
  

 

其中 ic 表示 cos i ， is 表示 sin i ，各连杆变换矩阵相乘，得到机械臂的变

换矩阵为： 

0 0 1 2 3 4 5
6 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T T T T       

 所以，第 6 个坐标系中的坐标 6 6 6,( , , 1)Tx y z 在以基座 A 为原点的坐标系的表

示为： 0 0 0,( , , 1)Tx y z = 0
6T 6 6 6,( , , 1)Tx y z  

 对 E 点，其在第六个坐标系中的坐标为 (0,0,65,1)T ，容易得到 E 点在基座 A
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为原点的坐标系中的坐标，它与 6 无关。       

（二）指尖到达目的点位姿变换算法 

 

 已知初始位姿 Φ0 和一个可达目标点的空间位置（Ox, Oy, Oz），计算指尖到达

目标点的指令序列。 

 
对于给定的可达目标点，我们首先需要作的就是预测机械臂在到达目标点时

的位姿，即各个选转轴的角度。确定目标位姿之后，机械臂才开始做动作。 

机械臂指尖由起始点到可达目标点过程中，采用贪心算法，即机械臂总是朝

着当前最能接近目标位置的方向运动。各个旋转轴以最大转角速度向他们各自的

目标角度前进。（暂不考虑在运动过程中的碰壁问题）。 

1、目标位姿预测 

我们知道对于一个目标点，机械臂对应的位姿可以有很多种，我们要选取的

是一种合理的人性化的位姿。可以用人的思维来考虑这个问题，当我们去远处拿

一个杯子，首先是要选定方向，然后走过去，最后才会伸出胳膊来决定用哪些手

指把杯子拿起来；如果有谁在做这件事情时，先做出拿杯子的手势然后伸出胳膊，

接下来转一圈看看杯子在什么地方，再举着手往前走，那这个人的大脑肯定是有

问题的。其实人拿杯子的过程可以分成先粗略调整大方向，接着移动，最后是细

节的调整的过程。类似地，我们在对目标位姿预测时采用的方法是先粗调然后微

调的自适应的搜索法。 

粗调 

由图中位置关系及各个旋转轴的连杆方式（平行连杆、垂直连杆）可知，A、

B、C、D 四点肯定位于同一平面内。由于平行连杆 G 的作用使得 E 点有可能不

在 ABCD 所在平面中。假设某时刻整个机械臂在平面 xoy 中的投影如图： 
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由图可知，1）由于 DE 长度相对其他部分来说比较短，所以在机械臂到达目

标位置时的“大致方向”与 BD 方向基本重合，而 BD 方向是由平行连杆 F 确定

的，所以在进行粗调时首先将 F 旋转到目标方向。由 Ox, Oy,可以确定。2）可以

看出目标点到 z 轴的距离大致与 D 点到 z 轴的距离相当，而 D 点到 z 轴的距离

是由旋转轴 C 确定，所以在进行粗调时可以先将旋转轴 C 的角度大致调正。 

微调 

 微调要对机械臂上的每个旋转轴进行数次自适应并行微调遍历，算法流程图

如下： 

微调θ5
±d

结束 达到目标？

取使距离不变

大的方向

（+d、-d、不

变）

微调θ4
±d

取使距离不变

大的方向

（+d、-d、不

变）

微调θ3
±d

取使距离不变

大的方向

（+d、-d、不

变）

微调θ2
±d

取使距离不变

大的方向

（+d、-d、不

变）

微调θ1
±d

取使距离不变

大的方向

（+d、-d、不

变）

距离不再变

化？

Yes

达到执行次数

上限？

结束

No

减小步长dNo

初始化

回溯？

 

图 4 自适应算法（微调）流程图 

注：距离即为当前位姿下指尖到目标点的距离 

 

算法会在指尖到达距离目标点设定精度范围内跳出，或者在执行次数过多以

至于可以认为不可达时跳出。 

其中回溯模块是指在某些情况下，由于初始设置的搜索方向的不对，导致机

械臂陷入了一个极限状态，在这个方向上指尖与目标点的距离已经到达了最小，

可还是没能接触到目标点。但是又确实存在在另外的方向上进行搜索时，机械臂
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可以碰到目标点的位姿，这与各个关节可以活动的范围受限有关。所以，在这种

情况下，为了求得结果，需要进行回溯。这里列出仅供参考。由于回溯算法的时

空开销较大在本文中不予考虑。 

 当执行程序成功跳出时，即在指尖到达目标点同时最终位姿 1 2 3 4 5( , , , , )    

（每个旋转轴都必须在旋转范围内）确定。 

2、运动规划 

 由前面确定的目标位姿以及当前位姿，求解由当前位姿向目标位姿过渡的方

式时我们采用贪心算法。即每个旋转轴总是向着离目标角度以尽可能大的步长前

进，直至最终所有的旋转轴到达其目标角度。那么，各个旋转轴的变化过程的增

减幅度就是最终的指令序列。 

以问题 2 中的①为例， 

 

图 5 机械臂与目标点位置关系 

 

机械臂初始状态为(0, -90, 0, 0, -90)，目标点为(20,－200, 120)，根据上面的目

标位姿预测可得机械臂的最终状态为(-174.2, -38.2, -116.9, -0.4, -124.6)。那么指令

序列就是这样的五元组如表 2 所示。 

表 2 生成的指令序列（详见 answer1.xls）

                

序

列

号 

1  2  3  4  5  
 序 

列 

号 

1  2  3  4  5  

1 -2 2 -2 -0.4 -2 12 -2 2 -2 0 -2 

2 -2 2 -2 0 -2 13 -2 2 -2 0 -2 

3 -2 2 -2 0 -2 14 -2 2 -2 0 -2 

4 -2 2 -2 0 -2 15 -2 2 -2 0 -2 

5 -2 2 -2 0 -2 16 -2 2 -2 0 -2 

6 -2 2 -2 0 -2 17 -2 2 -2 0 -2 

7 -2 2 -2 0 -2 18 -2 2 -2 0 -0.6 

8 -2 2 -2 0 -2 19 -2 2 -2 0 0 

9 -2 2 -2 0 -2 20 -2 2 -2 0 0 

10 -2 2 -2 0 -2 … … … … 

11 -2 2 -2 0 -2  0 0 0 0 0 
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（三）指尖沿曲线移动 

要求指尖沿着预先指定的一条空间曲线 x = x(s), y = y(s), z = z(s), a ≦ s ≦b 

移动，计算满足要求的指令序列。 

对于空间曲线，由于机械臂的移动本身是离散的，所以不可能让机械臂指尖

严格按照曲线的轨迹连续运动。可以将空间曲线划分为离散的点，只要机械臂依

次到达这些点（这里的到达是指尽可能地逼近）就可以了。 

将 s 的取值区间[a,b]划分为 N 段，那么每一段就是 ds。机械臂依次到达(x(s0), 

y(s0), z(s0)), (x(s0+ds), y(s0+ds), z(s0+ds)), (x(s0+2ds), y(s0+2ds), z(s0+2ds)), …… 即

可。依次到达是指机械臂以前一小段的位姿为初态然后以下一小段为目标态，依

次到达。 

ds 的选取原则 

选取步长应以使得既能很好地逼近曲线，同时在 ds 变化的程度足够引起指

尖的移动。 

初始位姿的选择 

 由于机械臂在沿弧线移动的过程中始终是进行微调，如果弧线的长度过长或

者是一个圈的话，而起始的大位姿没有选好的话，那么将很容易导致机械臂在弧

线的牵引下进入很尴尬的境地，本来可达的点变成不可达，这就是局部的不可达。

解决局部不可达的方法只有回溯，那将是非常耗时的。所以初始大位姿的确定是

很重要的。所谓大位姿就是指在机械臂的运动过程中较长杆所处的大致姿态，类

似绘画艺术中的轮廓的意思。 

 一般说来，在进行位姿预测时，对于一个已知的弧线，选择弧线的中央位置

或者中央的上方是比较合理的过渡目标。过渡目标的作用是将机械臂伸展到合理

的大位姿。流程如图 6 所示： 

 

图 6 沿曲线移动情况下的流程 

 

举例说来，问题 2 中的②，圆台外壁与平面的相交情况如图 7 所示： 

 
图 7 圆台外壁与平面的相交情况 
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 曲线方程为： 

2 2420 2.5 ( 210)

2

z x y

x z

     



 

 机械臂与圆台的位置关系如图 8 所示： 

 

图 8 机械臂与圆台位置关系 

 

平面与圆台外壁的交线是一个封闭的弧线。起始位姿与①的起始位姿相同。

我们选取圆台的上平面的中心作为过渡目标点，调整机械臂的位姿至(-90, -23.3, 

-113.8, 0, -126.3)，指尖到达上平面中心，然后再移动至焊接起始点(52.5，0，

26.25)，这时机械臂的位姿为(-90, -74.6, -138, 0, -88.2)注意，这里的“移动”都只

是设想中的移动，是为了得到一个合理的大位姿，使得机械臂伸展开，方便在弧

线上移动。当得到机械臂弧线上一点的位姿时，那么我们就直接由初始状态向着

这个位姿转变，指尖会直接向弧线移动，而不会先到圆台上方的正中心再移向弧

线。 

在分解曲线至小段时，将曲线方程转换为参数方程： 

630*cos( )
210

5 cos( )

630*sin( )

5 cos( )

1575
420

5 cos( )

x

y

z












  







 


 

然后，经测试取 dθ 为 0.2 度时比较合理，即 ds=PI/900。 

得到指令序列： 

从起始点位姿(0, -90, 0, 0, -90)到焊接点位姿(-90, -74.6, -138, 0, -88.2)的指令

序列： 
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表 3 生成的指令序列（详见 answer2.xls） 

序列号 
1  2  3  4  5  

1 -2 2 -2 0 1.8 

2 -2 2 -2 0 0 

3 -2 2 -2 0 0 

4 -2 2 -2 0 0 

5 -2 2 -2 0 0 

6 -2 2 -2 0 0 

7 -2 2 -2 0 0 

8 -2 1.4 -2 0 0 

9 -2 0 -2 0 0 

… ………… 

68 0 0 -2 0 0 

69 0 0 -2 0 0 

70 0 0 0 0 0 

 

焊接点位姿(-90, -74.6, -138, 0, -88.2)开始焊接整个弧线的过程的指令序列

为： 

表 3—续表 生成的指令序列（详见 answer2.xls） 

序列号 
1  2  3  4  5  

71 -0.1 0 0 -0.4 0 

72 -0.1 0 0 -0.4 0 

73 -0.1 0 0 -0.4 0 

74 -0.1 0 0 -0.4 0 

75 -0.1 0 0 -0.4 0 

76 -0.3 -0.1 0 -0.3 -0.2 

77 -0.2 0 0 -0.3 0 

78 -0.2 0 0 -0.3 -0.1 

79 -0.2 0 0 -0.3 0 

80 -0.3 0 0 -0.3 -0.1 

… ………… 

 -0.2 -0.1 0 -0.3 -0.1 

 -0.1 0 0 -0.4 0 

1869 -0.2 -0.1 0 -0.3 -0.2 

1870 -0.1 0 0 -0.4 0.1 

1871 0 0 0 0 0 

  

 从指令序列中可以看出机械臂每执行一条移动指令就会到达下一个要达到

的位置。 
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（四）关于避开障碍物的讨论 

1）．障碍物为球 

 在对机械臂运动过程中如何避免障碍的问题讨论前，我们先给出一些一般性

的知识： 

设空间直线 AB，那么从点Ｏ到直线 AB 的距离 d 为： 

     

2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 2 2

A A A A A A

A B A B A B A B A B A B

A B A B A B

y y z z z z x x x x y y

y y z z z z x x x x y y
d

x x y y z z

     
 

     


    
 

设 P 为从 O 到 AB 的垂足，那么 ( , , )P P PP x y z 的求解满足如下： 

       

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0

P A P A P A

A B A B A B

P O A B P O A B P O A B

x x y y z z

x x y y z z

x x x x y y y y z z z z

  
 

  
         

 

    其中 ( , , ), ( , , ), ( , , )A A A B B B O O OA x y z B x y z O x y z 为已知。 

有两种情形下，线段 AB 和球是不相交的： 

   第一、线段所在直线与球心之间的距离大于球的半径。 

   第二、线段所在直线与球心之间的距离小于球的半径，同时有垂足在 A、

B 点的同一侧，而且 A, B 两点都在球外。 

  用式子表达如下： 

. :
( )( ) 0P A P B OA OB

d R
st S

d R x x x x d R d R




      且 且 且
 

否则，线段和球相交。 

 

2）．障碍物为圆柱 

对于线段 AB，与圆柱发生相交的情形有两种： 

 

a）线段与侧面相交 

 设圆柱的轴线与线段所在的直线之间的距离 d 和它们的公垂线在 AB 上的交

点 0 0 0( , , )P x y z 。 

如果 1 1 1( , , ) ( , , )B A B A B Al m n x x y y z z    ，则有 
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1 1 1

2 2 2

1 1 1 1 1 1

0 0 1

0 1 1 0 0 0

A C A C A Cx x y y z z

l m n

d
m n n l l m

  



 

 

其中 ( , , )C C Cx y z 是圆柱轴线上的任意一点。 

 那么，线段 AB 和圆柱不相交的条件有二： 

 第一、线段所在的直线与轴线的距离大于圆柱的半径。 

 第二、线段所在的直线与轴线的距离小于圆柱的半径，同时垂足在 A，B 点

的同一侧，而且 A，B 点都在圆柱的外面。 

  用公式表达 AB 和圆柱不相交如下： 

   2 2 2
1 0 0

2 2 2
0 0

. : ( )( ) 0 ( ) ( )

( ) ( ) )

P A P B A A

B B

d R

st C d R x x x x x x y y R

x x y y R




       


   

且 且

且

 

 

否则，线段 AB 和圆柱相交。 

 

b）线段与上底面相交 

设 ( , , )D D DD x y z 为线段 AB 所在直线与 z=h 的交点。则有： 

( )

( )

A
D A B A

A B

A
D A B A

A B

D

h z
x x x x

z z

h z
y y y y

z z

z h


   




  


 



 

那么，线段与上底面不相交的条件是，交点在底面上的投影落在了底面圆之

外，如下： 

2 2 2
2. : ( ) ( )D O D Ost C x x y y R    ，其中 ( , )O Ox y 是圆心在 xoy 平面上的投影。 

否则也相交。 

3）．障碍物为正方体 

 正方体有 5 个面可与线段 AB 相交。其相交条件的求得类似于线段与圆柱上

底面相交的条件，5 个面相交的条件类似，以正方体中的一个面为例，设该面所

在的平面为： 

y a ，用下面的式子就能把直线 AB 和该平面的交点求出： 
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A A A

A B A B A B

x x y y z z

x x y y z z

y a

  
 

  
 

 

交点设为 ( , , )C C Cx y z ，则线段与该面不相交的条件是： 

u C Cst.C : x a z a 或  

与其他各面相交的情形类似。 

 

4)．障碍物为中空有开口的物体 

 对于中空且有口可以深入的障碍物，例如上端开口的圆台，我们的总体思路

是：可以先将机械臂的指尖合理地移置开口处，再通过开口处进行不碰内壁地搜

索目的点。对于目的点在圆台的内部的详细讨论见本文对问题 2 的第三问的解

答。 

5）．对于复杂的障碍物 

 对于一般性的障碍物，它的外形总是形形色色，我们肯定无法找到一个基于

数学的算法，它能够非常精确地避开所有的障碍物，最小代价地找到它要达到的

任意点。目前为止，还只有通过类似于仿生学的方法，利用模仿动物或人类的传

感器才能基本上达到这个要求，但这不是我们研究的范围。我们只关注利用数学

的方法来尽量使得机械臂可以一方面避开障碍物，另一方面又不走太多的弯路。 

 思路： 

 ①对于一些简单的障碍物，如上面举到的球，正方体，圆柱可以直接在机械

臂搜索的过程中加入上面讨论过的相碰条件的限制，使得它可以非常精妙的绕过

障碍。约束条件可表为： 

st.S  或 1 2.st.C st C  或 ust.C  

 ②对于表面由少数简单障碍物组成的障碍，可以将其表面进行合理地划分，

划分成简单的障碍后，在利用各个障碍物相应的相碰条件的进行约束，得到机械

臂的绕碍序列。约束条件可记为： 

i i1 i2 uist. = st.( S + (C +C )+ C )     

 ③对于表面较为复杂或很复杂的障碍物，我们可以视具体的情况，将这个障

碍物包含在一个“紧身”的球，圆柱或是一个正方体中，然后用这个简单的几何

体代替原来的障碍物进行运算。约束条件： 

 

st. = st.S  或 1 2st.(C + C )  或 ust.C  

6）．对机械臂连杆粗细的讨论 

 在上面我们讨论和研究问题时，都是假设机械臂的连杆为一条线段，其粗细

为 0。而实际中连杆的粗细不可能为 0，有的时候还不能忽略不计，这就产生了



 19

新的问题。 

 首先，我们以障碍物是球为例来说明问题。 

1O

2O
1O

图 9 有半径连杆转换为无半径连杆 

 

 在图 9 中表示了，对于以有半径为 R 的连杆而言，要绕开以 1O 为球心的球，

它的约束条件等价于先将球 1O 半径扩大 R 后得到的球 2O ，然后用没有半径的连

杆对球 2O 进行避碰操作。 

 通过上面连杆对球的避碰过程可以看出，连杆有粗细并不影响我们对问题给

出其求解的一般性方法，我们可以采用的思路是：还是将连杆的粗细看作 0，相

应地将障碍物的外表面增加连杆半径的长度，这样就可以将问题转化为上面已

经讨论的情形了。 

 

 

 

 

（五） 避开圆台障碍的讨论 

 

 

图 10 机器人的尺寸图 
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 举例说来，问题 2 中的③所说要将指尖伸向圆台内部焊四个小零件，那么比

较直观的方法就是先将 DE 段通过转动 B、C使得 D点高于圆台上平面，然后通过

转动 D点将 E抬高至与 D持平，然后转动 F使 D点到达圆台中央的正上方，将 E

放下，插入圆台中，完成焊接的准备工作，这个过程显然是不会产生碰壁问题的。

即 

 

图 11 焊接准备阶段 

 

下面是 E点在圆台内部进行焊接的情况，主要工作是在原有第一问的基

础上进行机械臂避免碰壁的讨论。 

若要整个机械臂都不碰壁，那么： 

1）对于 E 点，它要在工件内壁点焊四个小零件，故它必须在圆台内，对于

E而言，应有： 

2 2

2 2

0 180

. ( 210) 159.3837

2.5* ( 210) 2.5*159.3837

E

E E

E E E

z

st x y

x y z

  


  


   

 

2）对于 D 点，存在两种情况： 

①D 在圆台内 

2 2

2 2

0 180

. ( 210) 159.3837

2.5* ( 210) 2.5*159.3837

D

D D

D D D

z

st x y

x y z

  


  


   

 

此时，对于线段 CD，所在直线方程为： 1 1 180C C C

C D C D C D

x x y y z

x x y y z z
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        它与圆台上底面交点 xy 坐标为： 

                 1

180
( )C

C D C

C D

z
x x x x

z z


  


 

     1

180
( )C

C D C

C D

z
y y y y

z z


  


 

       要使得 CD 连杆不会碰壁，必须要有该交点在圆台上地面的圆内： 

         2 2 2
1 1. ( 210) 87.3837st x y    

    故Ｄ在圆台内，且 CD 连杆不会碰壁的条件是： 

2 2

2 2

2 2 2
1 1

0 180

( 210) 159.3837
.

2.5* ( 210) 2.5*159.3837

( 210) 87.3837

D

D D

D D D

z

x y
st

x y z

x y

 


  


   


  

 

②D 在圆台外 

    180Dz      

        则对于线段 DE，所在直线方程为： 

2

180
( )D

D E D

C E

z
x x x x

z z


  


 

2

180
( )D

D E D

D E

z
y y y y

z z


  


 

要使得 DE 和圆台不相碰，同理也必须满足：  

2 2 2
2 2. ( 210) 87.3837st x y    

 故 D 在圆台外，而且 DE 不会和圆台发生碰撞的条件是： 

2 2 2
2 2

180
.

( 210) 87.3837

Dz
st

x y




  
 

 

 综上所述，机械臂不碰壁的条件是： 



 22

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2
1 1

0 180

( 210) 159.3837

2.5* ( 210) 2.5*159.3837

. 0 180

( 210) 159.3837

2.5* ( 210) 2.5*159.3837

( 210) 87.3837

E

E E

E E E

D

D D

D D D

z

x y

x y z

st z

x y

x y z

x y

  


  

    


 


  


   


  

 

 或者 

2 2

2 2

2 2 2
2 2

0 180

( 210) 159.3837

. 2.5* ( 210) 2.5*159.3837

180

( 210) 87.3837

E

E E

E E E

D

z

x y

st x y z

z

x y

 


  


   
 
   


 

机械臂在圆台内移动时，每改变一个旋转轴的角度都有可能会导致机械臂的

某个部位碰壁，所以每次移动都要判断是否碰壁然后决定是否移动。所以与前面

的移动不同，我们并不做位姿预测，而选择直接进行向目标点移动。具体采用的

是贪心算法，每一条指令只改变其中一个旋转轴的角度，该角度的改变满足：1）

不会产生碰壁；2）以尽可能大的幅度向目标点逼近。 

圆台内壁的四个点坐标为： 

1、(320, -104, 20.7802)  

2、(120, 106, 51.5961) 

3、(190, -125, 82.7563) 

4、(255, 88, 152.135) 

按照 1->3->2->4 顺时针顺序依次焊接各个点。 

最终产生的指令序列包括准备部分的指令序列和在圆台内部的指令序列，详

见 answer3.xls. 

 

（六）关于自适应算法的讨论及误差分析 

1．自适应搜索算法的适用范围 

在对于某个目标点而言，算法采用先预测后行动，预测时又是先粗调后微调

的自适应的搜索法，所以算法具有很好的通用性。 

对于自适应搜索法，一个很重要的缺点就是对初始值以及步长变化的依赖性

较强，如果初始值或者步长选择不合适的话有可能会导致意外的不可达。所以在

对于具体问题时初始值以及步长的选择很重要，要人为地进行合理确定。 

有一种解决这个问题的办法，就是采用回溯法。 
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２．自适应搜索算法计算效率 

对于一个可达点，自适应搜索法是可以快速收敛的。对于问题 2 中的①，算

法总共执行了 87 次循环就收敛到距离目标点小于 0.2 毫米的范围。对于问题 2

中的②，算法沿弧线一周执行了 1800 次到达搜索循环次数为 7543 次，就可以使

得在每一小段上都是局部最优的。对于问题 2 中的③，尽管增加了对于碰壁的限

制，每从一个目标点向下一个目标的搜索都是在 180 次循环以内的。 

 

表 4针对各个问题的执行情况 

问题 目标点个数 性质 方法 执行循环 

次数 

2．① 1 距离较远 粗调+微调 

（步长自适应） 

87 

2．② 1800 相邻目标点之间距

离很小 

微调 

(步长为 0.1) 

7543 

2．③ 4 距离中等 

考虑碰壁 

微调 

（步长自适应） 

93+60+80+51 

=284 

３．误差分析 

① 算法误差 

由于 i 的取值是离散的，精度为 0.1°，那么指尖所能到达的范围也是离

散的。那么对任意个实际中的目标点而言，指尖只能尽可能地靠近，这之间肯定

会存在误差，这个误差是 i 取值的离散性引起，在算法的执行过程中造成的。

故将其称为算法误差。针对 2中的三种情况，误差统计结果如下： 

表 5 算法误差 

问题 目标点 机械臂位姿(0)与 误差距离

（mm） 指尖位置(mm) 

2．① （20，-200，120） -174.2,  -38.2,  -116.9, -0.4, -124.6 0.055 

（19.9789,  -200.013,  120.161） 

 

2．② 

 

圆弧 

 

…… 

（平均）

0.17 

(0~0.8) 

 

 

 

2．③ 

(320, -104, 20.7802) -108,  -49.2,  -105.7,  0.2,  7.3 0.44 

(319.578,  -103.867,  20.8209) 

(190, -125, 82.7563) -114,  -27.2,  -127.7,  -58.2,  -41.6 0.68 

(190.407,   -124.923,  82.2176) 

(120, 106, 51.5961) -66,   -41.9,   -133.7,   51,   -71 0.34 

(120.274,   105.832,   51.4842) 

(255, 88, 152.135) -84,   -24.6,   -115.7,   71.9,  -77.6 0.55 

(255.031,  87.4795,  152.321) 
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其中，误差范围在 1 毫米以内。 

② 精度误差 

 i 的精度为 0.1°，根据精度的定义， i 的误差是小于 0.05°。考虑在一

个确定的位姿下，只改变其中一个旋转轴的角度，让它增大或者减小一个不小于

0.05 的角度，观察最终目标的变化情况。由于在不同位姿下， i 的变化引起的

指尖位置的变化幅度是不同的，问题 2 中涉及的几个位姿为例： 

 分别改变 i 的大小，增减 0.05，引起指尖的偏移。 

表 6 分别改变 i 的大小，增减 0.05，引起指尖的偏移情况 

             i  

                  

位姿 

改变 i 的大小，增减 0.05，引起指尖的偏移（mm） 

1  2  3  4  5  

0    -90     0     0    -90 0.445059 0.448659 0.229645 0.056723 0.056723 

-174.2  -38.2  -116.9  -0.4 -124.6 0.175396 0.176258 0.195963 0.046691 0.056723 

-90   -74.6   -138   0   -88.2 0.045924 0.109434 0.231365 0.056695 0.056723 

0   -5.3   -127.7   0    43 0.240026 0.249973 0.266833 0.038685 0.056723 

-90   -5.3   -127.7   0   43 0.240026 0.249973 0.266833 0.038685 0.056723 

-90   -5.3   -127.7   0   -47 0.183303 0.18377 0.264488 0.041485 0.056723 

-108  -49.2  -105.7  0.2  7.3 0.293244 0.311141 0.278886 0.007208 0.056723 

-114  -27.2  -127.7  -58.2  -41.6 0.198731 0.202515 0.265689 0.03766 0.056723 

-66   -41.9  -133.7   51  -71 0.139806 0.154192 0.243349 0.053633 0.056723 

-84  -24.6  -115.7  71.9  -77.6 0.235286 0.229569 0.23534 0.0554 0.056723 

 由上表可以看出，算法的误差与机械臂的精度误差基本处于同一数量级。 

 

小 结： 

我们的算法思想： 

一、对于单个目标点（不考虑碰壁）： 

1、由用户输入目标点所在坐标。 

2、根据目标点坐标进行位姿预测，包括粗调和微调。 

3、根据当前位姿与算法预测出的目标位姿，产生指令序列。 

4、结束。 

二、对于曲线（不考虑碰壁） 

1、由用户输入曲线方程，设定曲线划分段步长。（曲线以参数方程形式表示）。 

2、根据曲线方程，概率地找出曲线中央作为过渡目标点，同时进行曲线起始

点的位姿预测。（预测过程中要通过过渡目标点实现大位姿的确定）。 

3、根据当前位姿与算法预测出的目标位姿，产生指令序列。 

4、判断是否完成沿曲线移动，若否，设置当前指令达到的位姿为当前位姿，

选定下一小段为下一目标点；若是，转 7。 

5、进行目标位姿预测（微调）。 
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6、根据当前位姿与算法预测出的目标位姿，产生指令序列。转 4。 

7、结束。 

三、关于障碍物，本文对简单的障碍物（球、圆柱和立方体）、由少数几个简单

 几何体构成的物体、中空有开口的物体和较复杂的障碍物进行了分别的讨 

 论，得到了指导机械臂避碰要满足的约束条件。 

 

 

（七）第三问求解 

  

 机械臂的适用范围，指它能够达到的地方，它可能有‘盲区’。提高它的适用

范围就是要使得机械臂能够到达更多的地方，从而尽可能的减少“盲区”。机械

臂的适用范围受各条连杆的相对长度以及各关节最大旋转角度的约束。考虑到机

械臂可以绕 AB 轴旋转，其可到达区域是关于 AB 轴对称的空间立体区间。因此

5 的旋转对于机械臂整个可到达区域的大小几乎没有影响，我们假定 5 为零，

此时机械臂在一个平面里。同时可以固定 1 ，考虑机械臂在一个平面里的可到达

区域。 

 如图 12，固定 B 点，当仅变化 2 时，E 点可以到达的区域为一个以

1R BC CD DE   为半径的圆弧，其圆弧大小受 2 变化范围约束。固定 C 点，

当仅变化 3 时，E 点可以到达的区域为一个以 2R CD DE  为半径的圆弧，其圆

弧大小受 3 变化范围约束。固定 D 点，当仅变化 5 时，E 点可以到达的区域为

一个以 3R DE 为半径的圆弧，其圆弧大小受 5 变化范围约束。同时变化 2 、 3 、

5 ，图中阴影部分既为 E 点在该平面的可到达区域。把这部分阴影区域饶 AB

轴旋转一圈便可得到 E 点在整个三维空间的可到达区域。 

 为了提高机械臂的灵活性和适用范围，根据图 12，我们提出了其参数设计的

四点建议： 

 1、若 L AB BC CD DE    为常数，只要 E 点不碰地，减小 AB ， 1R 增大，

E 所能到达的最高点不变，但外圆包围的面积增大，阴影部分就增大，既自由空

间增大。若 1R BC CD DE   为常数，减小BC ， 2R 增大，外圆包围的面积增大，

阴影部分就增大，既自由空间增大。故在设计机器臂时，若不考虑避障等因素，

可适当增加后面几节连杆的长度。 
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图 12 机器臂在过 AB 轴平面内的自由区域（可达区域） 

 2、当 2 、 3 达到最大值时，D 点离 B 最小，此时 4 -DER BD 既为 E 点到 B

点的最小距离。对于离 B 点距离小于 4R 的点，E 无法到达。其中

2 2
2 2BD= (CD*sin ) ( CD*cos )BC      0

2 3180 max    

4R 越小，B 点附近 E 无法到达的点就越少。当 0
3max 180  ，且 DEBC CD  时，

BD=0 .故在一般情况下，连杆 BC 长度应与连杆 CD 和 DE 长度之和接近。 

 3、当各个连杆的长度保持不变时，增大各个转角的转动范围无疑可以增加

机器臂的灵活性，但 1 、 4 、 6 的转动范围已大于 0360 ，故进一步增加它们的

转动范围并不能增大机器臂的自由空间。 

 4、即使是自由空间，各点的 z 坐标也必须大于零。有时增加方位角的变化范

围是没有意义的。如：当 2*cos(max )BC AB  时， 2 取最大值 C 触地，没有必

要在增大关节 2 的最大旋转值。 
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六、进一步讨论 

第二问考虑碰壁 

 前面第二问②的讨论中没有涉及到焊接时碰壁问题，在这里我们做一下补

充。 

 针对问题二的②我们可以很直观地选择一个焊接方法，如图 13 所示： 

 

图 13 问题二的②考虑不碰壁情况下的直观方法 

机械臂在转动过程中始终保持 A、B、C、D、E 在同一平面，而且让 DE 所

在直线与 Z 轴平行，那么就不会产生碰壁现象。这种移动的方式是唯一的。可

以很简单地同过空间几何的知识求出任意时刻各个角度情况。然而我们求出的角

度却不能满足各个旋转轴旋转范围限制条件的。所以，如果机械臂足够灵活的话，

以至于每个角度都可以旋转超过 360 度的话，就可以用这种方法了。 

可以证明在角度限制条件下，问题 2 的②不可能不碰壁。比如弧线的最点点

处，机械臂的手指在角度限制的条件就不能不碰壁地到达，时间关系我们不能给

出证明了。 
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七、模型优缺点 

优点： 

1、 建立了机器臂的坐标系变化矩阵，设计了一种简单而有效的自由空间机器

臂轨迹运动搜索算法，该算法在误差允许范围内的到了很好结果并具有良

好的通用性。 

2、 通过对空间障碍物进行分类和抽象，获得了连杆与常见障碍物碰撞的判定

准则。由此在自由空间机器臂轨迹运动搜索算法基础上设计了避障问题的

搜索算法，获得了完成题中任务的机器指令。 

3、 对算法及转角增量 i 离散取值所造成的误差进行了分析。 

缺点： 

4、 当存在多个可行路径时，设计的算法在求解过程中具有一定的随机性，得

到的可能不是机器臂完成任务的最佳路径。 

5、 对于空间障碍物存在时的避障问题，当障碍物的形状较复杂或个数较多

时，给出的算法有效性可能会降低。 

6、 对于提高机器臂灵活性和适用性的参数设计讨论不够充分。 
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