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 一、问题重述 

高速公路路面的寿命对降低高速公路的运行成本、保障运输安全有着极其重

要的意义。由于我国建设高速公路的历史不长，对高速公路路面寿命的客观规律

的了解还不太全面、深入（例如不同地区的高速公路路面对抗水损害性能、高温

性能、低温性能的要求是否可能不同？工程技术人员对一些现象的解释还不令人

十分信服等等）。因此需要对现有的试验数据进行研究分析，从中寻找提高高速

公路路面质量的改进方案以延长高速公路路面的寿命。 

目前被认为对高速公路路面的质量有较大影响或有影响的因素的测试数据，

对这批数据中所涉及的指标解释如下： 

1．油石比。为混合料中沥青与集料（即矿粉、碎石）的质量比，被普遍认 

为是影响路面性能的关键指标。 

2．筛孔通过率。即集料中能够通过直径大小不同的各种筛孔的各部分的质 

量占集料总质量的比例（显然筛孔直径越大则通过的混合料就越多），是反

映集料粗细程度及大小搭配情况的指标。例如通过直径为 0.6mm 圆孔的集料部

分占集料的百分比可能是 10.1%；通过直径为 4.75mm 圆孔的集料部分占集料的

百分比可能是 43.9%；通过直径为 19mm 圆孔的集料部分占集料的百分比可能是

99%. 

3．VV：空隙率。为混合料经碾压后达到设计压实状态时，其中空隙体积占

总体积的百分比。 

4．VMA：矿料间隙率。为混合料经碾压后达到设计压实状态时，混合料中

“有效沥青(指进入路面的沥青，而非施工中使用的沥青原料的全体)体积＋空隙

体积”占总体积的百分比。 

5．VFA：饱和度。等于(VMA-VV)/VMA，单位是％，反映有效沥青体积占

VMA 体积的百分率。 

6．DP：粉胶比。混合料中矿粉质量与沥青质量的比。 

7．毛体积密度。为达到设计压实状态的试件的密度。 

8．最大理论密度。为混合料理论上的最大密度，即如果不含任何空隙时混 

合料的密度。VV＝100－毛体积密度/最大理论密度×100。 

9．%Gmm(最初)。混合料在最初压实状态的压实度。压实度＝试件密度/最

大理论密度×100。压实状态分为最初压实状态、设计压实状态和最大压实状态。

最初压实状态的压实度为经过少数几次碾压后的压实度。 

10．%Gmm(最大)。混合料试件成型时达最大压实状态时的压实度。一般应

达到或略超过设计压实度。 

关于高速公路路面质量的试验指标有以下四种，解释如下： 

1．TSR（%），冻融劈裂强度比，反映混合料抗水损害性能的指标，越大越

好。 

    2．S0(%)。浸水马歇尔稳定度比，反映混合料抗水损害性能的指标，越大越

好。上述两种测试方法和测试指标经常同时采用，从数据看二者不完全一致。 

3．车辙。动稳定度，为车辙试验中试件变形稳定时，荷载作用次数与变形

深度的比值，单位是“次/mm”，反映混合料的抗车辙性能（高温性能），越大越

好。 

4．弯拉应变。为低温小梁弯曲试验时的破坏应变。反映混合料的低温变形 
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能力，越大越好。 

问题一．描述高速公路路面质量的抗水损害性能、高温性能、低温性能的四

个指标之间有没有数量关系？如果有数量关系，建立它们之间的数学模型。 

问题二．建立描述高速公路路面的抗水损害性能、高温性能、低温性能的四

个质量指标和我们认为影响高速公路路面质量的最重要的和比较重要的因素之

间比较精确的数学模型，陈述选择这些因素的理由。根据模型讨论采用什么样的

方案可以提高高速公路路面的质量。 

问题三．若从理论上探讨集料的筛孔通过率与路面压实度的上界（数学意义

下的上界）之间的数量关系，有何见解？  

问题四．沥青、碎石质量对高速公路路面抗水损害性能、高温性能、低温性

能究竟有没有影响，建立自己的观点，根据是什么？不同厂家、不同产地的但型

号相同、类型相同的沥青、碎石质量对高速公路路面抗水损害性能、高温性能、

低温性能究竟有没有影响，建立自己的观点，根据又是什么？  

    问题五．根据对数据分析的结果，现在测试高速公路路面质量的试验项目中

是否有重要的遗漏？对高速公路建设部门有什么建议？ 

二、问题分析 

问题一：要求验证 TSR（%）、S0(%)、车辙和弯拉应变四个路面质量指标是

否存在数量关系，并在存在数量关系的基础上，建立这四个指标之间相互关系的

模型。在做实际分析的时候，首先应该做变量的散点图，确认变量分布特征后再

进行统计分析。 

作相关分析的方法有多种，首先想到的是考虑变量之间是否线性相关，线性

相关分析有以下几种：Pearson 相关分析，但该方法的前提是要求变量服从正态

分布；Spearman 秩相关函数与 Kandall 偏秩相关函数，适合于定序变量或不满

足正态分布假设的等间隔数据。并且 Kandall 偏秩相关函数是在两个变量之间存

在相关性的前提下，考虑两个变量的相关是否是由于第三个变量的存在。如果

Pearson 相关分析或 Spearman 秩相关函数分析结果表明，四个变量两两之间互

不相关，则就没有使用 Kandall 偏秩相关函数的必要。而且这三个方法只适合用

于两个序列之间的相关分析。 

上述的三种相关性分析有可能出现这样的结果，四个变量两两互不相关。如

果出现这样的情况，在考虑采用多元线性回归分析方法，分析一个变量与其余变

量之间的线性关系。这样的分析方法也可能存在非线性相关的情况，进一步采用

非线性分析方法，一般采用对数或者指数的非线性分析方法。 

问题二：建立影响高速公路路面质量的最重要的和比较重要的因素之间比较

精确的数学模型，并分析选择那些因素的原因，同时还要给出提高高速公路路面

的质量的方案。在建立模型之前，首先要分析“被认为对高速公路路面的质量有

较大影响或有影响的因素”与路面质量之间的关系，因为“有较大影响或有影响

的因素”是十个随机变量，路面质量的试验指标有四个随机变量 ，研究他们之

间的关系，可以采用典型相关性分析。 

首先因为典型相关性分析针对的是多元变量对多元变量之间的相关关系，而

本题就属于此情况，而且在分析的过程当中，通过对典型相关系数的显著性检验，

可以区分因素组中那些为重要因素，哪些是比较重要的因素，那些因素的影响可

以忽略不计。在本题中，典型相关性分析就是研究两组随机变量因素组（油石比，
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筛孔通过率，VV 空隙率，VMA 矿料间隙率等）与指标组（TSR 冻融劈裂强度比，

SO 浸水马歇尔稳定度比，车辙和弯拉应变）之间相关关系。 

在典型相关性分析之后，将重要因素与比较重要的因素提取出来，然后分析

指标值与这些因素之间的关系。在进行相关行分析的过程当中，相关系数确定，

由此可以确定指标值与因素变量之间的模型。 

问题三：理论上探讨集料的筛孔通过率与路面压实度的上界之间的数量关

系，并给出自己的见解。在做本问题之前，首先需要做一定的假设，假设混合料

中小砂石是圆球形的，且都为半径相同的圆球形（半径有一定的上限限制）。问

题就转化为在一个合适的密闭容器内进行砂石填充问题，也就是如何填充，才能

使密度最大，也就是说填充后使得该密闭容器里的空隙最小，我们考虑到著名的

“开普勒猜想”球体填充问题，本问题可以在此基础上作进一步理论上的探讨。  

    问题四要求做两部分的工作： 

问题四（1）：这是一个定性分析问题。首先将沥青按照类型分为两类，型号

为 25 的普通沥青和其他型号的改性沥青。碎石质量按照石料岩性的不同进行分

类，然后将沥青类型与岩石类型进行组合，可以得到多种不同的组合，根据不同

的组合，比较高速公路路面质量的四个指标变量之间的参数（例如，均值，方差），

也可以采用区间的方法进行比较，目前一种有效的比较样本的是否存在显著差异

是通过秩和检验法作的。这种方法简单 

问题四（2）：这个问题是对问题四（1）的进一步细化，他把沥青的型号也

考虑进来，在沥青型号、种类和根据岩石岩性分类的矿石质量进行组合，对于每

种组合，考虑生产厂家与石料产地的不同与路面质量的影响。同样可以采用问题

四（1）的比较方法进行比较，但是由于生产厂家和石料产地多而且基本各异。

可以简单通过观察数据解决。最简单的方法就是采用均值比较法。 

问题五要求分析问题的数据结果，并有根据的讨论测试高速公路路面质量的

试验项目中有没有遗漏，并根据文中的结果的讨论和分析给高速公路建设部门写

出一份建议。 

三、模型假设 

（1）假定问题中所给的数据真实可靠。 

（2）由于沙石的体积不可能任意小，所以我们规定最小砂石的形状无差异，一

律认为是半径相同球体。 

（3）不考虑气候分区对本问题的影响 

四、符号说明 

1 2 10,X X X ：表示影响高速公路路面质量的 10 个因素变量（油石比，筛孔通过

率，VV 空隙率，VMA 矿料间隙率等） 

11 12 13 14, , ,X X X X ：表示高速公路路面质量的 4 个指标变量（TSR，SO，车辙和弯

拉应变） 

R：表示指标变量之间的 Pearson 相关系数 
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1R ：表示变量组 (1)
1 2 3 10( , , , )X X X X X  之间的

(2)
11 12 13 14( , , , )X X X X X 相关矩阵 

r：文中假设的小砂石的（球体）的半径 

N ：文中假设的小砂石的（球体）的个数 

L：密闭正方体容器的边长 

11 12 21 22, , ,A A A A ：表示沥青，碎石质量的不同组合，如： 1,2i  表示普通沥青与改

性沥青， 1, 2j  表示石灰岩与玄武岩。 11A 表示组合为：普通沥青，石灰岩 

五、模型建立及求解  

5.1 问题一：描述描述高速公路路面质量的的四个指标之间有没有数

量关系？如果有数量关系，建立它们之间的数学模型。 

5.1.1 指标变量正态分布的检验 

在分析影响高速公路路面质量的四个指标变量满足某种分布时，首先分别画

出四个指标变量的直方图如图（1）所示。 
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图（1）四个指标变量的二位直方图和正态分布曲线 

因为正态分布随机变量是较广泛的存在的，从图（1）观察可以看到，四个
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指标变量的数据大致落入一定区间之中，分布有可能呈正态性，但是还要考虑这

四个指标变量（ 11 12 13 14, , ,X X X X ）是否真的服从正态分布，这也是对四个指标变

量进行相关性分析的必要前提，有效的正态分布检验法有两种“峰度、偏度检验

法”和“夏皮罗——威尔科法”[2]。 

这里采用峰度、偏度检验法。峰度、偏度检验法适合于样本容量大于 100，

对于本问题，有二百多个样本数据，显然适合采用此方法。通过在（ 0.01  ）

下进行检验，四个指标变量（ 11 12 13 14, , ,X X X X ）为正态分布的假设成立，可以认

为数据是来自正态分布的总体。均值和方差见下表（1）所示： 

11X  0.4197 0.1663 

12X  0.5598 0.1654 

13X  0.4396 0.1784 

14X  0.3422 0.1712 

表（1）指标变量的均值与方差 

5.1.2 Pearson 线性相关分析： 

由 5.1.1 中的分布检验可知四个指标变量（ 11 12 13 14, , ,X X X X ）都服从正态分

布，而 Pearson 线性相关系数分析的前提就是要分析的变量服从正态分布。因此

可以用 Pearson 线性相关系数描述两个变量之间的相关性。 

Pearson 线性相关系数模型： 
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经过一定简化后得到公式： 
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其中：R为相关系数， n为变量中数值的个数， X 与Y为两个随机变量。 

对于本题数据，用 SPASS 统计软件处理后的结果如表（2）所示： 

 STR SO 车辙 弯拉应变 

STR 1.000 0.304 0.149 0.100 

SO 0.304 1.000 0.300 0.202 
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车辙 0.149 0.300 1.000 0.202 

弯拉应变 0.100 0.202 0.309 1.000 

表（2）Pearson 线性相关系数表 

观察数据可以发现，相关系数一般都比较小，这说明四个指标之间的线性相

关性非常小，通不过显著性检验，可以忽略不计。同时与采用 Spearman 秩相关

函数作出的结果进行比较，发现所得数据结果大致一样，由此，不必要再进行

Kandall 偏秩相关函数的分析，同时可以得出以下重要结论。 

结论一：四个路面质量指标（TSR（%）、S0(%)、车辙和弯拉应变）两两之

间不是与低于 0.05 的概率线性相关的。 

该结论说明，已知单个指标变量不能线性导出另一个指标变量的值。这也从

一方面验证了题目中这样的陈述：两种测试方法和测试指标经常同时采用，从数

据看二者不完全一致。 

5.1.3 多元线性回归方法[4]： 

多元线性回归模型的一般形式为： 

                 0 1 1 2 2 p py a a x a x a x                           （3） 

写成矩阵行式：         y XA  
 

 

其中： 0 1, , pa a a 是 1p  个未知参数，称为回归系数，y为因变量， 1 2, px x x

是个可以精确测量的并可控制的一般变量。 

多元线性回归主要描述一个变量与多个变量之间的线性关系，该模型的建立

需要以下假设前提： 

（1）自变量 1 2, px x x 是确定性变量，且要求 ( ) 1rk X p n   ，即 X 是满秩

矩阵。从结论一可知，本题中 X 中的变量互不线性相关，由此可以保证 X 是一

个满秩阵。满足假设（1）的要求。 

（2）随机误差具有 0 均值和同方差，即 

2

( ) 0

cov( , )
0

i

i j

E

i j

i j




 




 
  

 

  其中： , 1, 2,i j n  ，表明随机误差项 的协方差假定表明误差项在不同样

本点之间是独立的，不存在序列相关。 

在本题中：采用对四个路面质量指标（ 11 12 13 14, , ,X X X X ）进行多元线性回归

分析，解得回归系数矩阵如下： 

0.229  0.283  0.05316  0.2508  

第一项为随机数，所作的是 TSR 与其它三个指标之间的线形关系。 

对回归系数进行显著性检验，在可信度为 95%的清况下假设成立，这说明之

四个指标之间只存在很弱的线性相关，即由其中的三项指标值无法通过线性计算

得出第四个指标值。由此得出以下重要结论。 

结论二：每个路面质量指标与其它三个指标是以低于的概率（0.05）线形
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相关的。 

这个结论说明，在测得三个指标的数值后，无法经过线性推导得出另外一个

指标值，这也从一定的客观程度上说明衡量高速公路的路面指标质量时，四个指

标都要进行测量的原因。 

其次再考虑他们之间的非线性关系，一般采用对数或者指数关系去验证变量

之间是否满足非线性关系。另外的做法就是采用非线性多项式拟合。经实际的计

算，发现多项式中高次方的系数不为零。一般意义上讲，多项式拟和存在高次方

的系数不为零时基本没有实际研究的意义。所以在文中关于这方面的内容不作过

多的讨论。 

5.2 问题二：建立影响高速公路路面质量的最重要的和比较重要的因

素之间比较精确的数学模型，并分析选择那些因素的原因？同时给出

提高高速公路路面的质量的方案。 

由问题二的分析，我们可以知道本题的目标就是要经过典型相关性分析[3]，

研究因素组（油石比，筛孔通过率，VV 空隙率，VMA 矿料间隙率等，在文中

用变量 1 2 10, ,X X X 表示）与指标组（TSR 冻融劈裂强度比，SO 浸水马歇尔稳

定度比，车辙和弯拉应变，在文中用变量 11 12 13 14, , ,X X X X 表示）之间的相关关系。

并通过计算出来典型相关系数的显著性检验，得出影响公路路面与重要因素和比

较重要因素之间的数学模型。 

5.2.1 数据处理： 

首先在做典型相关性之前，由于数据之间量纲不统一，因此需要对数据进行

无量钢化处理，这样可以使数据在公平的原则上进行处理，避免量纲不统一造成

不切实际的结果。无量处理的一般方法是：“标准化”处理法；极值处理法；功效

系数法。在本文中，标准化处理采用“标准化”处理法，即： *
min

max min

ij i

ij

i i

x x
x

x x






其中 *
ijx 为标准观测值，min ix 为第 i 项变量的最小值，max ix 为第 i项的最大值。其

中 1,2, 14, 1, 2,i j n   。 

其次是对同过筛孔百分率的刻画，筛孔大小不同，通过的百分率不同。为了

把此因素也像其它因素一样同等处理。我们采用两个随机变量处理，即用它的均

值和方差来表征。也就是把 2X 分为 1
2X 和 2

2X 两个随机变量来处理。 

5.2.2 典型相关性分析的步骤： 

    要比较的两组随机变量：因素组 (1) '
1 2 3 10( , , , )X X X X X  ，指标组

(2) '
11 12 13 14( , , , )X X X X X ，则原始资料矩阵为： 
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11 12 1

21 22 2

(1)

10,1 10,2 10,(2)

11,1 11,2 11,

14,1 14,2 14,

n

n

n

n

n

x x x

x x x

X
x x xX

X
x x x

x x x

 
 
 
 

   
    

   
 
 
 
 

  

  

                     （4） 

（1）、计算相关矩阵 

将矩阵分解为 11 12

1

21 22

R R
R

R R

 
  

 
，其中 11R ， 22R 分别为

(1)X 和
(2)X 的自相关系数阵，

'
12 21R R 为第一组与第二组变量的互相关函数阵。 

做两组变量的线性组合即： 

' (1)
1 1 2 2 10 10U l X l X l X l X                         （5） 

' (2)
1 11 2 12 3 13 3 14V m X m X m X m X m X                   （6） 

其中：
' '

1 2 10 1 2 3 4( , ) , ( , , , )l l l l m m m m m  为任意非零常数向量。 

可以求出：
'

12

' '
11 22

( , )UV

l R m
Cov U V

l R l m R m
    

我们希望寻求 l和m，使得 UV 最大。 

求得相关系数矩阵比较大，将其放在附录一中。 

（2）、求典型相关系数及典型变量 

根据数学分析中条件极值的求法引入 lagrange 乘数法求解结果如下：

 2 2,Al l Bm m   。其中  1 1
11 12 22 21A R R R R  ， 1 1

22 21 11 12B R R R R  ，求  1 1
22 21 11 12B R R R R   的

特征值和相应的特征向量（因为 B比 A的阶数低），从而得到典型的相关系数和

典型变量如表（3）所示：  

序号 典型相关系

数 

典型变量的系数 

1 0.5822 2.0107 -2.0271 -0.4586 -0.3063 0.0249 0.5150 0.2517 

-0.6707 0.0958 -0.1046 -0.3917  

0.5173 0.2491 -0.2961 -0.7974 

2 0.5007 -2.5361 1.2726 -1.0644 -0.1972 -0.6597 0.4217 0.3225 

-0.3242 0.0321 0.5195 -0.1580  

0.3087 -0.3858 -0.7608 0.2595   

3 0.3899 1.9371 -0.6287 -1.0996 -0.0998 1.9543 -0.2043 0.0388 
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表（3）典型相关系数与典型变量 

（3）、典型系数的相关性检验                                                                                                                             

                            

    检验 1 ，在本题中 1 210, 4p p  ，为此计算 ：   

   2 2 2 2

1 2 3 40

0

0 1 2 0

(1 )(1 )(1 )(1 )

ln

1
1 ( 1) ln

2
Q n p p

   


     





           

 

 

查 1 2p p 个自由度的 2 分线个布表得：例如 2 60.481 0.05
(44)

68.701 0.01








 


 

    比较 2
0.05 与 iQ 的值，当 2

i 0.05Q  时说明存在典型相关系数与典型变量，否则

不存在。以此类推其它典型相关系数的检验。 

    在本问题中，没有对数据进行相关整理的情况下，既不对影响因素进行分类

的前提下，典型相关系数的计算结果如表（4）所示： 

i  iQ  df(自由度） 2
0.05 （临界值） 

0.3927 53.2776 44 60.481 

0.5941 29.6802 30 43.772 

0.7928 13.2315 18 28.8693 

0.9349 3.8346 8 15.5073 

表（4）典型相关系数显著性检验表 

由表（3）表（4）可知： 

与 TSR 主要相关的因素是：油石比，筛孔通过率，矿料间隙率，DP 和毛

体积密度。 

与 SO 主要相关的因素是：油石比，筛孔通过率，矿料间隙率，Gmm（最初）， 

Gmm（最大）。 

与车辙主要相关的因素是：油石比，筛孔通过率，矿料间隙率，Gmm（最

初）， Gmm（最大）。 

与指标弯拉应变主要相关的因素是：油石比， 筛孔通过率，矿料间隙率。 

由此可知：油石比， 筛孔通过率， 矿料间隙率同时影响四个试验指标。有

理由认为公路路面质量的最重要的因素为油石比，筛孔通过率，矿料间隙率。其

它为比较重要的因素。 

采用多元线性回归得到它们之间的模型如下： 

0.2347 -0.6405 0.7176 0.0201 

0.3583 -0.9019 0.7243 -0.1430 

4 0.2551 -0.1305 -0.3780 -1.4576 0.2568 1.4122 -0.2088 0.6245 

-0.2249 0.1456 -0.4582 0.2284  

-0.7298 -0.3808 0.0151 -0.5299 
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1 2
11 1 2 2 4 6 7

1 2
12 1 2 2 4 8 9

1 2
13 1 2 2 4 8 9

1 2
14 1 2 2 4

x 0.259x -0.370x 0.152x 0.222x -0.183x 0.101x

x 0.524x 0.156x -0.135x -0.267x 0.373x -0.316x

x 0.249x 0.754x -0.0725x 0.253x 0.849x 1.381x

x 0.985x -0.548x +0.488x -0.425x

   

  

    

 

       （7） 

5.2.3 改进的模型 

由于样本的范围很广，其中包括十几个厂家和产地，不同类型和型号。因此

增加了样本数据的随机性，降低了样本数据的规律性。因此上面的模型建立的数

学关系式并不是很明显。某些对产品质量有着重要影响 但题中并没有给出的因

素给样本数据带来很大的“噪声”。例如产品的石料材质，并导致模型准确性下

降。 

为提高模型的准确性，可以通过降低这些因素的影响实现。根据石料岩性的

不同，将其分为石灰岩与玄武岩，分别建立模型，找出因素和产品指标的关系。 

计算方法和第一种模型一样，只是数据的范围作了限定（产品的石料材质相

同）。 

得到典型的相关系数和典型变量如表（5）所示： 

序号 典型相关系

数 

典型变量的系数 

1 0.9131 4.0645   -4.1648   -0.0482   -0.0144    0.0000    

0.0683    0.0080   -0.1509    0.0004   -0.0006   

-0.0300  0.0692    0.0077   -0.0130   -0.2535 

2 0.8506 -3.8041    1.9089   -1.5966   -0.2958   -0.9895    

0.6326    0.4838   -0.4863    0.0481    0.7793   

-0.2370   0.4630   -0.5787   -1.1412    0.3892 

3 0.5839 2.9057   -0.9431   -1.6494   -0.1497    2.9314   

-0.3065    0.0582    0.3520   -0.9607    1.0764    

0.0302   0.5374   -1.3529    1.0865   -0.2145 

4 0.5002 -0.1958   -0.5670   -2.1864    0.3852    2.1183 

-0.3132    0.9368   -0.3373    0.2184   -0.6873    

0.3426   -1.0947   -0.5712    0.0227   -0.7949 

表（5）改进模型的典型相关系数与典型变量 

典型相关系数的计算结果如表（6）所示：           

i  iQ  df(自由度） 2
0.05 （临界值） 

0.3927 82.9264 44 60.481 

0.5941 46.1973 30 43.772 

0.7928 20.5947 18 28.8693 

0.9349 
5.9686 

 
8 15.5073 

表（6）典型相关性的显著性检验结果 
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采用多元线性回归得到它们之间的模型如下：式（8）为石灰岩类型，（9）为玄

武岩类型。 

1 2
11 1 2 2 5 7 8

1 2
12 1 2 2 5 9 10

1 2
13 1 2 2 8 9 10

14 1

0.191 0.049 0.318 0.115 0.043 0.116 0.036

0.538 0.551 0.318 0.479 0.468 0.567 0.318

0.428 0.702 1.029 0.196 0.429 0.433 0.108

0.704 0.183 0.

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

x x

      

      

       

   1 2
2 2972 0.612x x

      （8）    

1 2
11 1 2 2 4 6 7

1 2
12 1 2 2 4 8 9

1 2
13 1 2 2 4 8 9

1 2
14 1 2 2 4

x 0.105x 1.655x 1.458x 0.840x -0.535x 0.363x

x 1.311x 2.391x 2.499x -0.960x 0.697x -0.684x

x 0.151x 0.135x -0.454x 0.373x -0.05x 0.206x

x 0.102x 0.757x -0.390x 0.589x

    

   

   

  

             （9） 

采用分类处理的方法进行典型相关性检验和多元线性回归，分类后的检验结

果较为显著，而且再进行多元线性回归后的模型更为精确。这三种模型的检验结

果见附录三。 

5.3 问题三：理论上探讨集料的筛孔通过率与路面压实度的上界之间

的数量关系，并给出自己的见解。 

5.3.1 沙石填充 

首先考虑如何装箱： 

在装箱时，一般的方法就是先装最大的沙石，再装次大的沙石，依次类推，

最后，除了最小的沙石之外，其他沙石都已经装入密闭容器的清况下，此时密度

的大小就受最小沙石的半径和排列的制约了。这种现象在现实中是存在的。如果

沙石的半径可以任意小，则密闭容器在理论上是可以装满的。这时探讨集料的筛

孔通过率与路面压实度的上界就没有必要了。因为密闭容器内的空隙总会被任意

小的沙石填满，密度就会非常贴近于 1。问题是沙石粒不可能任意小。因此密闭

容器的空隙也就不可能被任意填充。也就说最小沙石的半径与密度的关系极为密

切。 

    其次确定最小沙石半径： 

在确定沙石半径时，除了最小的沙石半径要考虑外，不考虑其他的沙石形状。

最小的沙石半径及数量通过以下处理确定：最小的圆孔直径为 0.075mm,而且由

数据知道当圆孔直径为 0.075mm 的平均筛孔通过率。此时将 0.075mm 作为最小

沙石的直径。 

现在除最小沙石之外所有的石块都已装入的情况下，密闭容器内的空隙就由

最小沙石来进行填充，问题是这在理论上是可能实现的。现在剩下的问题就可用

“开普勒猜想”来处理了。 
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5.3.2 开普勒猜想 

在对这个问题的分析上，将问题归结为密闭容器的沙石填充问题。我们想到

了著名的“开普勒猜想”，“开普勒猜想”即球体填充问题，它是一个数学问题：

设箱子的容量为 L，球的半径为 r，求得数量为N，那么有  34 3 1N r L    ，

式子的左边看成为密度，球体填充问题就是要这个密度的上确界。他考虑得“最

密”装箱方法：一个长为 2 的正方体，分别以他的八个顶点及六个面的中心为球

心以（
2

2
）为半径作球，因此在这个正方体内，球的体积便有 4 个整球的体积。

八个角，每个角有 8 分之一个球，六个面，每个面有半个球，密度如下： 

3 32 2
4 4 ( ) 3 2 3 0.74048

2 2
 

 
        

 
 

 

         图（2）球体在容器里的排列分布图 

也就是说，开普勒认为球体装箱的密度上确界为
18


，并以

18


为最密。 

按照开普勒设计的排列方式，就是先在下面排好，然后其它沙粒放到下面排

好的空隙上，比如说：将三个球体排成一个三角形的，第四个球体放到三个球体

组成的空隙上，这样排下去，密度为最大。 

设最小沙石所占的比例为 %a ，则它按照开普勒设想的装箱方法填充，按照

正四面体（或者说金字塔形）的方式进行排列。可以测的不同的比例下，可以得

出不同的密度： 

 %Gmm 1 % 1 0.74048a     

该式的意义是指，最小沙粒比例所占开普勒空隙率的比例，也就是说，空隙

被最小沙石占去的单位意义下的空间。以下是几组不同的 %a 对应的密度值。 
a  4 6 8 10 

%Gmm  98.96 98．44 97.92 74.48 
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5.4 问题四：检验沥青、碎石质量对高速公路路面质量的影响，检验

不同厂家、不同产地的但型号相同、类型相同的沥青、碎石质量对高

速公路路面质量究竟有没有影响，根据结果建立自己的观点。 

首先对石料岩性的数据进行观察，发现石料岩性分为石灰岩，玄武岩，石灰

岩与玄武岩的结合，安山岩，砂岩，花岗岩，石榴石等，但是除了石灰岩与玄武

岩外，其他石料岩性的数据都比较少，不足以通过它们去检验对高速公路路面质

量的影响，因此为了简化问题，并使分析切实可信，所以不对数据量较少的石料

岩性进行分析。只考虑石灰岩，玄武岩这两种石料岩性。 

其次考虑沥青的分类，由于题目中已经对沥青进行了分类（数据表格中混合

料类型中含 25 的是普通沥青，其他数字如 13、16 或 20 的是改型沥青），所以就

采用题目中的分类方法，将沥青简单分为普通沥青和改型沥青两种。 

有了碎石质量（石料岩性）与沥青的分类，又观察附件一中的数据， 可以

将沥青与碎石质量进行组合。有四种组合：普通沥青，石灰岩；普通沥青，玄武

岩；改性沥青，石灰岩；改性沥青，玄武岩。分别用 11 12 21 22, , ,A A A A 表示。同过

分类可以很清晰地对数据进行比较处理，在分析的基础上进行总结讨论。 

5.4.1 秩和检验 

如何进行数据之间的比较，以确定不同的沥青，碎石质量对高速公路路面质

量的影响。秩和检验是最强的非参数检验之一，而且是一种有效的、且使用方便

的检验方法，它一般被用来检验两个样本有无显著的质量差异。 

但是秩和检验有一个重要前提，就是两个样本之间相互独立。且两个样本大

致服从同一类型的分布。在问题一的求解过程当中，我们已经得出四个指标变量

（ 11 12 13 14, , ,X X X X ）均服从正态分布，由正态分布的性质可知：正态分布上不同

各点之间是相互独立的 。因此可以对组合不同的质量指标进行秩和检验。 

秩和检验的一般步骤： 

（1）求出两个样本的总体均值 1 2 和 ，检验的假设是 

0 1 2 1 1 2: , :H H      

（2）将数据按照从大到小的次序排列，得到对应于 1n 个样本的秩和 1r 。 

（3）当 0H 为真时，求出     

 

 

1 1 1 2

1 1 2 1 2

1
( ) 1

2

1
( ) 1

12

E R n n n

D R n n n n

  

  

 

当 0H 为真时近似有：  1 1 1~ ( ), ( )R N E R D R  
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拒绝域为：
1 1

0.025

1

( )
1.96

( )

r E R
z

D R


   

由秩和检验的一般步骤可以对四种不同组合分别进行两两之间的秩和检验，

用 matlab 编程结果如表（7）——表（10）： 

TSR 
石灰岩，普通沥

青 

石灰岩，改性沥

青 

玄武岩，普通沥

青 

玄武岩，改性沥

青 

石灰岩，普通沥

青 
— 2.2021 1.4502 3.0336 

石灰岩，改性沥

青 
2.2021 — 0.8051 1.2838 

玄武岩，普通沥

青 
1.4502 0.8051 — 0.5528 

玄武岩，改性沥

青 
3.0366 1.2828 0.5528 — 

表（7）不同组合之间关于 TSR 指标的差异程度 

从数据上来看，只要数据小于 1.96，说明通过了检验，也就是说这两种组合

之间对于该目标无显著差异。但是一旦数据大于 1.96，这说明假设不成立，且这

两个组合关于该项指标是有显著差异的。例如：石灰岩普通沥青，石灰岩改性沥

青之间的 2.2021 已经大于 1.96，这说明石灰岩普通沥青与石灰岩改性沥青之间

是有显著差异的。 

同样也可得到关于其他指标变量的不同组合之间的关系： 

SO 
石灰岩，普通沥

青 

石灰岩，改性沥

青 

玄武岩，普通沥

青 

玄武岩，改性沥

青 

石灰岩，普通沥

青 
— 0.2753 1.6734 0.2053 

石灰岩，改性沥

青 
0.2753 — 0.85557 0.5338 

玄武岩，普通沥

青 
1.0734 0.8557 — 0.9214 

玄武岩，改性沥

青 
0.2053 0.5338 0.9214 — 

表（8）不同组合之间关于 SO 指标的差异程度 

观察可知，数据全没有经过秩和检验，这说明不同沥青碎石质量关于 SO 这

个指标都是没有显著差异的。也就是说不同的结合并不影响高速公路路面质量的

SO 指标值。 

车辙 
石灰岩，普通沥

青 

石灰岩，改性沥

青 

玄武岩，普通沥

青 

玄武岩，改性沥

青 

石灰岩，普通沥

青 
— 5.6678 0.2196 7.2398 

石灰岩，改性沥

青 
5.6678 — 1.6533 4.0719 

玄武岩，普通沥

青 
0.2196 1.6533 — 2.0768 
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玄武岩，改性沥

青 
7.2398 4.0719 2.0768 — 

表（9）不同组合之间关于车辙指标的差异程度 

 

弯拉应变 
石灰岩，普通沥

青 

石灰岩，改性沥

青 

玄武岩，普通沥

青 

玄武岩，改性沥

青 

石灰岩，普通沥

青 
— — — — 

石灰岩，改性沥

青 
— — — 2.08014 

玄武岩，普通沥

青 
— — — — 

玄武岩，改性沥

青 
— 2.08014 — — 

表（10）不同组合之间关于弯拉应变指标的差异程度 

 

表中存在“—”说明无数据，在做关于弯拉应变的秩和检验中，由于数据不

足，所以无法检验不同组合的显著差异情况。 

 

由这四组表中的数据观察可以得出如下结论 ： 

对于




普通沥青
石灰石

改性沥青
，他们在关于指标 TSR 和车辙来说存在显著性差异。

也就是说石灰石与普通沥青组合或者石灰石与改性沥青组合可以影响高速公路

路面质量的两个指标值：TSR 和车辙。 

关于




改性沥青
玄武岩

普通沥青
，他们之间的组合仅仅关于指标值车辙存在显著性的

差异。 

同样对于




石灰岩
普通沥青

玄武岩
无论关于那个指标值都无显著性差异。这也说

明，只要使用了普通的沥青，无论采用何种岩石，对路面的质量影响应该没有

太大差别。 





石灰石
改性沥青

玄武岩
关于指标值车辙和弯拉应变的显著性差异比较大。这也说

明在采用改性沥青的情况下，使用不同的岩石料主要影响路面质量的车辙和弯

拉应变指标。 

也可明显地分析到，使用改性沥青比普通沥青对路面质量的影响要大。 

5.4.2 考虑不同厂家、不同岩料产地对路面质量的影响 

与问题四（1）的分析相似，沥青不仅分为普通沥青和改性沥青，还要根据

沥青的型号进行分类，观察数据沥青的型号有 70#，90#，110#，SBS 大致四种

型号，还有多种厂家和石料产地等。如果将沥青型号、混合料分类、岩石岩性生
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产厂家和石料产地进行自由组合分别讨论，这将是一个非常耗费人力和时间的

事。而且对不同组合进行分析的方法相同。因此全面地去考虑将是不太可能的事，

而且也没有这样考虑的必要，因为只要分析一种或两种组合，能够得出不同厂家，

不同产地的相同型号和类型的沥青和碎石质量与高速公路路面的抗水损害性能、

高温性能、低温性能是否有影响即可。 

在实际解决问题时，我们可以挑选 70#的改型沥青，碎石质量的岩石岩性为

石灰岩，固定这个组合，然后讨论不同厂家，不同石料产地对高速公路路面质量

的不用指标的影响。 

最直观的比较方法就是采用均值相比法：设一种生产厂家与石料产地的数据

有 c组，另外一组厂家与石料产地的数据有 d 组，比较组织不同的两组数据，就

是看两组数据指标的平均值，看不同厂家不同产地但型号相同、类型相同的沥青

碎石质量对路面质量的影响，就可以直观通过均值比较得出结论。 

通过比较足够多的生产厂家与石料产地在路面质量上的差异，看是否遵循一

定的规律。 

5.5 问题五：分析数据结果，讨论测试高速公路路面质量的试验项目

中有没有遗漏，给高速公路建设部门写出一份建议。 

给高速公路建设部门的建议 

尊敬的领导： 

鉴于目前高速公路在国家政治、交通，经济、国防等各方面的重要性，我们

对高速公路的路面质量评价指标和影响路面质量的各个因素进行讨论分析，找出

了影响高速公路路面质量只要因素和非主要因素，同时也刻画了质量指标和重要

因素与次重要因素之间的比较精确的模型。 

同时还根据沥青（普通沥青与改性沥青）与碎石质量（石灰岩与玄武岩）的

不同组合分析对路面质量的影响，得到一些结论。更进一步的，针对不同厂家，

不同岩料产地生产的相同型号的沥青和碎石质量，与路面质量指标进行分析，讨

论了生产厂家与岩料产地对路面质量指标的影响。结合我们建立的模型整理分析

讨论给出以下几条建议： 

建议（1）：检测高速公路路面质量的四个指标没有存在明显的关系，因此对

路面质量进行检测时，四个指标需要一起测量。 

建议（2）：影响高速公路路面质量的各个指标与影响质量指标的因素进行分

析时，可以建立比较精确的模型，可以根据改变模型中的参数来改变指标值，或

者需要提高公路路面质量的某一指标时，从与该指标影响大的因素下手。 

建议（3）：采用改性沥青的高速公路路面质量明显比使用普通沥青的德路面

质量高。因此，可在成本允许的条件下，使用改性沥青来提高公路寿命。 

在检测公路路面质量时，不仅与这些工艺质量配比存在很大关系，还与公路

上行驶的车载重量有很大关系。不同的级别公路由不同的车载承受能力，如果车

载重量超出公路的承受能力，势必会对公路的质量造成很大的影响。因此在进行

路面检测时，车载承受能力也是一个重要的指标。 

                                           三个关心公路建设的学生 
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                                                    2007 年 11 月 22 日 

六、模型的评价与改进 

6.1 模型的改进 

问题一中，已经证明高速公路路面质量的四项试验指标以概率 95%不存在线

性关系。因此如何有效的找到四项试验指标的非线性关系成为本问的难点。通过

寻找具有正交化的试验数据可以比较好的解决这个问题。即：对于大样本中找尽

可能多的样本，其中除了两个随机变量的值不同外，其它随机变量的值相同或近

似相同。因此可找到两两随机变量数学关系。通过这一关系最终找到他们的非线

性关系。 

6.2 模型的评价 

模型的优点： 

1、模型二中采用典型相关性分析，这种方法能够分析多元之间的相关性，而且

能够突出自变量对因变量的影响。 

2、模型三中运用“开普勒猜想”，巧妙地解决了砂石填充与充实度的理论上界问

题。 

模型缺点： 

把最小石块作为球体处理，不可避免的产生误差。 

七、参考文献： 

[1]  http://www.jpszx.com/read.php?u=&tid=19781，论文撰写时的统计学问

题.，2004. 

[2] 盛骤等，概率论与数理统计，第三版，高等教育出版社，2003 ,P250~P253 

[3] 于秀林等，多元统计分析，第一版，中国统计出版社，2003，P216~P255 

[4] 何晓群，现代统计分析方法与应用，第一版，中国人民大学出版社，P102~P123 

[5] 苏金明，SPASS 统计软件应用及开发指南，电子工业出版社，2004 

[6]  http://www.mikekong.net/Maths/maths-frame.php，球体填充问题 
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