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题 目         基于能量模型的交通信号实时优化 

摘       要： 

本文提出了交叉路口的能量模型，将交叉路口节点看作一个具有能量属性的系统，而把

车辆的等待延时看作车辆流对节点能量的积累作用，将求解车辆等待时间最短问题转化单位

时间系统能量的最小问题，从而达到对交通信号灯的最优控制。 

对于单个交叉路口：建立节点能量模型，引入和定义了交叉路口的节点能量来度量车辆

等待时间。首先对黄灯时长进行优化，并用概率模型产生 Poisson 仿真数据流，再利用遗传

算法和模拟退火算法求解模型。得出当周期固定时和不固定时，实时控制方案的车辆等待时

间分别小于固定配时方案 10.83%和 33.18%，并且当车流量越大，分布越不均匀时，该模型

和算法的优越性越明显。 

对于线状区域多个交叉路口：在节点能量模型的基础上建立耦合能量模型，引入和定义

耦合能量来度量相邻交叉路口的相互影响大小，并定量计算出节点耦合能量。利用遗传算法

求得实时控制方案比固定配时方案的延误平均降低 14.59%。最后，根据实际数值验证了耦

合能量模型的合理性，并将此模型在两节点的算法扩展到线状区域的任意节点。 

对于网状区域多个交叉路口：在节点能量模型和耦合能量模型的基础上建立网格能量模

型。利用三角形划分平面区域，引入网格耦合能量来度量垂直的两条道路的相互影响，利用

遗传算法求得实时控制方案的延误平均降低 24.20%。最后，将以上三个模型综合并推广到

任意网格，得出：网格能量=节点能量+节点耦合能量+网格耦合能量。 

本文还详细地给出了遗传算法和模拟退火算法在求解以上每个模型时的可计算性和时

间、空间复杂度。最后，根据节点能量模型和优化算法给出了预估的信号实时控制方法建议。 

本文特色 

1. 建立的能量模型从系统层面深刻刻画了交叉路口节点的行为和本质，类比物理概念

解决数学问题。 

2. 在讨论线状和网状区域时引入节点耦合能量和网格耦合能量，一方面从宏观考虑，

有效避免了节点内部的复杂计算；另一方面使模型便于扩展，可以推广到一般线状和网络区

域。 
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 1.问题重述 

为提高城市道路服务功能，需要根据不同交叉路口、不同相位、不同方向、

不同时段的交通流量(标准车辆数)，以及信号灯的转换与车辆的起动的损失时

间，合理的配置各路口的信号灯的周期长，以及同一周期内的红、绿、黄信号的

响应时间，使全体车辆在所有道口的等待的时间最短。本题要求分别设计单个交

叉路口，线状交叉路口，网状多交叉路口的实时配置方案，具体需要解决以下问

题：  

（1）构造单个交叉路口(十字路口或丁字路口)交通信号实时控制的点控制数

学模型, 并给出相应的实时算法。为检验此模型和算法，根据城市交通流分布规

律(一般理解为 Poisson 分布), 设计一种实时产生交通流序列的方案，根据设计

的算法和产生的交通流数据, 计算并给出单交叉路口点控制的实时信号配时方

案(分为周期固定和周期不固定两种情形考虑)，并与固定配时方案比较,说明实时

配时方案的效果和优势。 

（2）构造多个交叉路口(线状区域)交通信号实时控制的线控制（至少 2 个

交叉口）数学模型，并给出相应的实时算法和具体配置方案，同时分析模型算法

的可计算性、算法的复杂性。. 

（3）构造多个交叉路口(网络区域)交通信号实时控制的面控制（至少 5 个交

叉口）数学模型，并设计相应的实时算法和具体配置方案，同时分析模型算法的

可计算性、算法的复杂性。 

（4）给交通管理部门提出应用你所得结果的咨询和建议（例如：流量预测

方法、数据处理方法，软件设计、实现步骤等）。 

 

2.模型准备 

2.1 基本假设 

（1）不考虑行人和交通事故造成的堵车现象所带来的延误时间。 

（2）车辆在相邻两个交叉路口之间的公路上行驶时，如果未遇到红绿灯，均以

匀速行驶且不停车。 

（3）右转的车辆可以实时通过，并且在右转后不影响直行车辆。 

（4）在绿灯时期，每个车道等待的车辆首先以饱和流量流出，直至此路口的堵

塞消失。 

（5）假设所有十字路口的相位顺序采用题目中所给的次序，即不对相位的出现

顺序进行优化。 

（6）任意两个相邻交叉路口之间的公路的距离大于交叉路口前等待的车队列长

度。 
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2.2 符号说明 

E           交叉路口节点能量 

in
iE     第 i相位流入节点的能量（ 1, 2,3,4i  ） 

out
iE    第 i相位流入节点的能量（ 1, 2,3,4i  ） 

( )Q t    t时刻位于交叉路口的车辆数量 

F     车流到达速率矢量 

jf = ( )F j   第 j 车道车辆到达速率（ 1, 2,...,8j  ） 

R     到达车辆的数目矢量 

( )jr R j   第 j 个车道的达到车辆数目（ 1, 2,...,8j  ） 

S     车道的饱和流量矢量 

( )js S j   第 j 个车道的饱和流量（ 1, 2,...,8j  ） 

iN     第 i个相位结束时节点的车辆数目 ( 1, 2,3,4)i   

it     第 i个相位的绿灯停止时间 ( 1, 2,3,4)i   

yt     黄灯的持续时间 

st     启动延误时间 

dt     黄灯期间损失时间 

T     周期时长， 4 yT t t    

ABE    节点 A和节点 B的节点耦合能量 

ABq     在一个周期内从节点 A 和节点 B 之间流过的车辆个数 

ABDE    三角形 ABD 的网格耦合能量 

3. 问题分析 

题目要求对交叉路口建立控制数学模型。车流在交叉路口的进入和流出是一

个及其离散和不确定的过程，这意味着对车流的局部描述是无法达到很好的效果
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的。交叉路口节点也可看作一个系统，这个系统具有输入、输出和积累，分别对

应进入节点的车流、离开节点的车流和原来积累的车流。对这个系统建立模型，

实际上是要对这个系统的本质行为进行一个评价和模式化，而这个评价正可以作

为指标来对节点的行为做出调整。 

 交叉路口节点具有对车流进行调配、控制的属性，从外部来看，即具有吸收

和释放车辆的能力。进入系统的车流对系统的某种性质是一个不断积累的过程，

而离开的车流是一个释放的过程，因此交叉路口节点的行为可以通过其输入、输

出和积累的量来衡量，即车流的量来衡量。另一方面车辆在交叉路口节点处的等

待时间也是描述节点行为和属性的一个重要因素，因为对不等待的车辆来说，交

叉路口和直行路没有本质区别。正是在交叉路口等待的车辆和其等待的时间深刻

反应了交叉路口的本质。因此，对交叉路口的建模将紧紧围绕交叉路口处车流量 

和车辆的等待时间来进行。 

    问题 1要求对单交叉路口控制建模。单交叉路口建模的复杂性在于车流的不

确定性和信号控制的突变性。这就要求必须从交叉路口和信号控制的整体性上解

决问题，这样就可以从系统层面描述车流的输入、输出和滞留。这个模型是一个

强非线性模型，因此，一般的代数优化方法无法求解次模型，因此可以考虑非线

性优化算法如遗传算法、模拟退火算法、神经网络算法等等。 

    问题 2与问题 1的联系在于线状多交叉路口仍是由单交叉路口节点构成的，

因此单交叉路口的模型仍可以部分沿用至多交叉路口。线状多交叉路口与单交叉

路口的本质区别在于线状交叉路口的各个相邻单节点之间存在耦合关系，他们不

是独立的节点。其求解算法和单节点的算法并无本质区别，都是非线性优化，不

同的是优化的变量个数和目标不同，因此，优化算法可以沿用单节点模型的。 

    问题 3 中网状多交叉路口的模型的不同之处除了相邻节点之间的耦合关系

外，还存在网络中的耦合，即不相邻节点也有可能存在耦合关系，因此需要解决

这种网状耦合关系。求解算法与前面的算法无大异，只是随着节点数目的增大，

其可解性未必能保证，需要进一步讨论。 

    根据模型和优化算法即可得到问题 6 中的预测和建议。 

4. 单交叉路口节点能量模型建立及求解 

单交叉路口节点是城市交通信号控制的基本单元，在城市交通信号智能控制

中起着基础和核心的作用，但由于节点处车流的强非线性和难描述性，对单交叉

路口节点建立模型是一个非常复杂的问题。黄崇超[1]等提出了一种基于车辆等

待总延误的优化模型，计算了一个周期内所有车辆等待的总时间。本文引入节点

能量来描述单交叉路口节点总延误。 

4.1 节点能量模型建立 

     本文将从能量模型的引入、能量的物理意义、利用能量建立模型等几个方

面讨论节点能量模型。 
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4.1.1 节点能量的定义与物理意义 

  车流在交叉路口的进入和流出是一个及其离散和不确定的过程，这意味着对

车流的局部描述是无法达到很好的效果的。另一方面，本文将交叉路口节点看作

一个系统，这个系统具有输入、输出和积累，分别对应进入节点的车流、离开节

点的车流和原来积累的车流。对这个系统来说，所有的输入、输出和积累从侧面

反应了系统的行为。对这个系统建立模型，实际上是要对这个系统的本质行为进

行一个评价和模式化，而这个评价正可以作为指标来对节点的行为做出调整。 

   进入系统的车流对系统的某种性质是一个不断积累的过程，而离开的车流是

一个释放的过程，本文可以将这个节点看作一个对称的弹性体（不一定是线性弹

性体），流入的车辆不断“挤压”这个弹性体，而流出的车辆不断疏松和释放这

种挤压效果。在一定的强度和范围内，对弹性体的挤压增加了弹性体反弹的趋势，

而对弹性体的释放和疏松减少了弹性体反弹的趋势。因此，类比于物理学中的定

义，本文定义这种节点反弹的趋势为节点能量。这个节点能量首先与节点中车辆

的数量有关，车辆的数目越多，对弹性体的挤压就越强烈，其反弹的趋势也就越

强烈；其次，这个节点能量与车辆的等待时间有关系，车辆等待越久，对弹性体

的挤压效果越久，由于积累的作用，弹性体反弹的趋势也越强。定义 1给出了节

点能量的严格定义。 

    定义 1：交叉路口节点能量 

    车流对交叉路口节点的积累作用称为交叉路口节点能量，表达为 

0
( )

t

E Q d    (4-1) 

其中， E 表示交叉路口节点在[0, ]t 区间内的能量，Q 表示节点的车辆数量。  

有了节点能量定义，本文就可以对交叉路口节点处车辆等待延时等行为进行

描述。下面，本文讨论节点能量的物理含义。 

从零时刻起，在[0, ]t 内，进入交叉路口的车辆数为 ( )Q t ，则这些车辆的的

等待时间为 ( )Q t t  ，则在[0, ]t 内，所有车辆在交叉路口处的等待的总时间为

0
( )

t

Q d  ，即本文定义的节点能量。 

评价交叉路口信号控制能力的一个重要指标是全体车辆在所有道口的等待

时间，等待时间越短，交叉路口信号控制能力越优。因此，在本文的问题中，所

有车辆在节点的等待时间转化交叉交叉路口节点能量，使全体车辆在所有道口的

等待时间最短转化为交叉路口节点能量最小。下面本文基于能量的概念建立单节

点交叉路口数学模型。 

4.1.2 模型建立 
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   本文以十字路口为建模对象，丁字路口的模型可类似得出，并且不对交叉路

口相位次序进行讨论，即严格遵守题目中给出的十字交叉路口相位设计。 

    设 1, 2,3, 4i  ， yt 表示黄灯时长， it 表示第 i 个相位绿灯结束时刻，则第 i

个相位结束时刻为 i yt t  ； st 表示车辆起动延误， dt 表示黄灯损失时间；这

些时间关系如图 4-1 所示。 

yt

st

dt

it i yt t 1i yt t  

1i i yt t t  

 

图 4-1 红绿灯时间关系 

   设 iE 表示第 i 个相位结束时节点的能量，
in
iE 表示第 i 个相位流入节点的能

量，
out
iE 表示第 i 个相位流出的能量，则 

1
in out

i i i iE E E E     (4-2) 

其中 1, 2,3, 4i  。 

    由于假设右转车流不受信号灯的限制，因此右转车流对节点的能量无影响，

因此，这里考虑每个路口有左转和直行两条道路。十字路口的车道编号如图 4-2。 



 

 9

 
图 4-2 十字路口车道编号 

设 8 1 向量 iL 为红绿灯状态向量，表示第 i 个相位的红绿灯状态，即

1 2 3 4 5 6 7 8[ ]T
iL l l l l l l l l ， jl 表示第 j 个车道的红绿等状态，其取值如

式（4-3）： 

1
1,2...8

0
jl j


 


绿灯

红灯
 (4-3) 

1 2 3 4 5 6 7 8[ ]TF f f f f f f f f 表示车流到达速率， jf （ 1,2...8j  ）

表示第 j 个车道的车流到达率； 1 2 3 4 5 6 7 8[ ]TR r r r r r r r r 表示到达车的

数 目 ， jr （ 1,2...8j  ） 表 示 第 j 个 车 道 的 达 到 车 辆 数 目 ；

1 2 3 4 5 6 7 8[ ]TS s s s s s s s s 表示车道的饱和流量， js （ 1,2...8j  ）表示

第 j 个车道的饱和流量； ( 1,2,3,4)iN i  表示第 i个相位结束时节点的车辆数目；

[1 1 1 1 1 1 1 1]TI  为一个辅助单位向量。 

下面计算节点一个周期的能量。 

第一相位： 

    第一相位的红绿灯状态向量为 1 [1 0 0 0 1 0 0 0]TL  。    第

一相位时到达的车辆数目 1R ： 

1

1 0
( )

yt t

R F t dt


   (4-4) 

    则流入节点的能量为： 

1

1 1
0

,
yt t

inE R I dt


    (4-5) 

    流出节点的能量： 
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1

1 1,
y d

s

t t t
out

t
E t S L dt

 


    (4-6) 

假设节点初始能量 0 0E  ，如果 0E 不为 0，则只是给节点能量加上一个常数，

不影响模型的本质和正确性。则 

1 1

1 1 1

10
, ,

y y d

s

in out

t t t t t

t

E E E

R I dt t S L dt
  



 

      
 (4-7) 

    第一相位结束时节点中车的数量 1N ： 

1

1 1

1 1 1

1
0

, ,

( ), ,

y d

s

y y d

s

t t t

t

t t t t t

t

N R I S L dt

F t I dt S L dt

 



  



    

     



 
 (4-8) 

第二相位： 

    第二相位的红绿灯状态向量为 2 [0 1 0 0 0 1 0 0]TL  。    第

二相位时到达的车辆数目 2R ： 

2

1
2 ( )

y

y

t t

t t
R F t dt




   (4-9) 

    则进入节点的能量为： 

2

1
2 2 1( , )

y

y

t t
in

t t
E R I N dt




     (4-10) 

    流出节点的能量： 

2

1
2 2,

y d

y s

t t t
out

t t t
E t S L dt

 

 
    (4-11) 

则第二相位结束时节点中的能量 

2 2

1 1

2 2 2 1

2 1 2 1( , ) ,
y y d

y y s

in out

t t t t t

t t t t t

E E E E

R I N dt t S L dt E
  

  

  

        
 (4-12) 

    第二相位结束时节点中车的数量 2N ： 

2

1

2 2

1 1

2 2 2 1

2 1

, ,

( ), ,

y d

y s

y y d

y y s

t t t

t t t

t t t t t

t t t t t

N R I S L dt N

F t I dt S L dt N

 

 

  

  

     

      



 
 (4-13) 

第三相位： 
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    第三相位的红绿灯状态向量为 3 [0 0 1 0 0 0 1 0]TL  。    第三

相位时到达的车辆数目 3R ： 

3

2
3 ( )

y

y

t t

t t
R F t dt




   (4-14) 

    则进入节点的能量为： 

3

2
3 3 2( , )

y

y

t t
in

t t
E R I N dt




     (4-15) 

    流出节点的能量： 

3

2
3 3,

y d

y s

t t t
out

t t t
E t S L dt

 

 
    (4-16) 

第三相位结束时节点的能量 

3 3

2 2

3 3 3 2

3 2 3 2( , ) ,
y y d

y y s

in out

t t t t t

t t t t t

E E E E

R I N dt t S L dt E
  

  

  

        
 (4-17) 

    第三相位结束时节点中车的数量 3N ： 

3

2

3 3

2 2

3 3 3 2

3 2

, ,

( ), ,

y d

y s

y y d

y y s

t t t

t t t

t t t t t

t t t t t

N R I S L dt N

F t I dt S L dt N

 

 

  

  

     

      



 
 (4-18) 

第四相位： 

    第四相位的红绿灯状态向量为 4 [0 0 0 1 0 0 0 1]TL  。    第

四相位时到达的车辆数目 4R ： 

4

3
4 ( )

y

y

t t

t t
R F t dt




   (4-19) 

    则进入节点的能量为： 

4

3
4 4 3( , )

y

y

t t
in

t t
E R I N dt




     (4-20) 

    流出节点的能量： 

4

3
4 4,

y d

y s

t t t
out

t t t
E t S L dt

 

 
    (4-21) 

则第四相位结束时节点中的能量 

4 4

3 3

4 4 4 3

4 3 4 3( , ) ,
y y d

y y s

in out

t t t t t

t t t t t

E E E E

R I N dt t S L dt E
  

  

  

        
 (4-22) 
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    第四相位结束时节点中车的数量 4N ： 

4

3

4 4

3 3

4 4 4 3

4 3

, ,

( ), ,

y d

y s

y y d

y y s

t t t

t t t

t t t t t

t t t t t

N R I S L dt N

F t I dt S L dt N

 

 

  

  

     

      



 
 (4-23) 

4E 就是交叉路口节点在一个周期内的总能量，即从所有车辆的总延时方面描

述了交叉路口节点在一个周期内的行为。这就是单交叉路口节点能量模型。使全

体车辆在所有道口的等待时间最短就转化为使节点能量最小。为了求解优化模

型，将节点能量转化为单位时间内的能量，并用 1 2 3 4( , , , )E t t t t 表示 4E ，即基于能

量的单节点交叉路口优化模型为： 

1 2 3 4

4

min ( , , , ) /

. y

E t t t t T

s t T t t




  
 

 

(4-24) 

上式就是节点能量优化模型。下文将利用优化算法求解模型以使节点单位时间内

能量最小从而达到全体车辆在所有道口等待时间最短的目标。 

4.2 模型实时优化算法 

求解非线性目标规化 1 2 3 4

4

min ( , , , ) /

. y

E t t t t T

s t T t t




  

，如果采用传统的经典算法，在有限

的时间内，很难计算出来，因此，必须对算法降阶，因此，我们选择了遗传算法

和模拟退火算法。 

4.2.1 遗传算法 

    本文对非线性目标规化方程进行了离散化处理，取 t 为 1 秒。这在实际中，

也是有意义的，现存的计时器都是精确到秒的。离散化后，问题的求解有了很大

的减化。 

(1) 相关系数的选择      

      

表 4-1 相关系数 

交叉概率 0.3 

变异概率 0.2 

初始种群 100 

遗传代数 30 

 (2)个体的编码方法 

把每一种配时方案看作是一个染色体，则染色体分为 4 段，分别对应每种配

时方案中各个相位的开始时记刻 1t , 2t ， 3t ， 4t 。 

(3)处理约束条件 
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约束 1. 相位开始时刻的约束转化为： 1t < 2t , 2t < 3t , 3t < 4t  

约束 2. 周期的范围约束转化为： min 4 maxT t T   

约 束 3. 各 相 位 的 持 续 时 间 约 束 约 化 为 ： min 1 max1 1T t T  ，

min 2 1 max2 2T t t T   ， min 3 2 max3 3T t t T   ， min 4 3 max4 4T t t T   。 

约束 4.  若周期固定为常数 c，转化为： 4t ＝c  

(4)交叉操作的定义 

染色体 a 和染色体 b 进行交叉，即对染色体的四个信息段进行融合。记Cti 为

染色 C 的第 i 个染色体，则遗传操作 c=a b 表示。 

Cti=ati*(1-r)+r*bti    (i=1,2,3,4) 

(5)变异的定义 

染色体 C 的变异操作～C 定义为，Cti=RandU(Ti_min,Ti_max)，即 C 的某个

染色体在其定义域内随机取值。 

(6)适值函数 

选取要优化为的目标函数为适值函数，即适值函数 fit 定义为： 

1 2 3 4
1 2 3 4

( , , , )
( , , , )

E t t t t
fit t t t t

T
  

下面给出了遗传算法。 

    遗传算法： 

Step1: 产生模型为 100 的种群，初始化表 1 中各项参数，置当标记 i=0 

Step2: 若 i>30，则转 Step7，否则，转 Step3 

Step3: 计算种群中各个染色体的适值函数值，并用它们的值初始化一个轮赌

盘，适值函数越小的染色体在轮赌盘上占有的扇区越小。 

Step4: 对种群中的个体进行杂交，子代的双亲节点由轮赌盘上的节点随机产

生，随机值满足从 0 到轮赌盘量程 S 间的均匀分布，使适值函数小的值具有更高

的被选择到的概率。 

Step5: 对种群中的个体以变异概率进行突变，从而改变其某个染色体的值。 

Step6: 对种群交叉和变异后的种群进行更新，转 Step2。 

Step7: 对种群中所有存活个体进行遍历，适值函数最小值作为结果返回。 

4.2.2 模拟退火算法 

同 4.2.1 节相比，本节将用模拟退火算法求解节点能量优化模型。 

（1）状态空间的定义 

目标对象的状态空间为四维空间 1 2 3 4( , , , )t t t t 的子集，其中，子空间满足限定

条件， 1t < 2t , 2t < 3t , 3t < 4t ，以及 , min 1 max1 1T t T  ， min 2 1 max2 2T t t T   ，

min 3 2 max3 3T t t T   ， min 4 3 max4 4T t t T   。 

状态空间的移动定义：目标对象(t1,t2,t3,t4)，可以在状态空间中沿任意方向，任

意路径移动，这样保证了，不会把结果局限于目标对象的局部最优结果，从而求

出全局最优解。 
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（2）低温状态和高温状态的定义 

利用要优化的目标函数 1 2 3 4
1 2 3 4

( , , , )
( , , , )

E t t t t
fit t t t t

T
 ，对对象的温度状态进行

定义。其中，定义函数值小的对象处于低温状态，函数值大的对象处于高温状态。

并通过 Metropolis 准则进行移动。 

 

 
图 4-3 模拟退火算法流程图  

 

（3）算法中相应参数 

本文对模拟退火算法的相应参数定义见下表 4-2：  

表 4-2 参数列表 

最低温度 2  摄氏度 

最高温度 100 摄氏度 

温度间隔 1  摄氏度 

最平衡持续周期 500 

 

图 4-3 给出了模拟退火算法的流程图。 

4.3 模型求解及信号配时方案 

   上文已经建立了节点的数学模型并确定了求解算法，下文将利用这个模型和
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优化算法求解模型并得出最优信号配时方案，并利用优化结果对优化算法进行比

较分析。 

4.3.1 Poisson 数据流生成 

   为了求解模型和给出最优信号配时方案，必须有数据基础。依题意，交通流

分布规律一般为服从 Possion 分布，我们利用算法生成一组 Possion 流。 

Possion 概率分布为： 

t
K

e
K

t
KtNP  

!

)(
])([ ， ,.....2,1,0K  (4-25) 

本文对文献[2]中的 Possion 数据生成算法进行了改进，以使其更适合于道

路交通流的模拟。 

设车道的饱和流量为 s ，则到达率（单位：车/秒）应小于 s ，一般要求到达

率小于 / 2s ，否则该车流不符合泊松分布。算法 1 是改进的期望为的 Possion

流生成算法，其中 (0,1)RandU 是生成 0-1 均匀分布序列的函数， temp 是一个辅

助变量。 

算法： 

Step 1:  0K  ， 1temp   

Step 2:  产生服从 0-1 均匀分布的随机数： (0,1)u RandU  

Step 3:  *temp temp u  

Step 4:  1K K    

Step 5:  转到 Step 2 计算, 直到 temp e   

Step 6:  若K s , 则转 Step1 

Step 7:  返回 1K   

附录 1中给出了生成的部分 Possion 数据流。 

 

4.3.2 黄灯时长优化 

为了求解模型，需要给出黄灯时长。由于黄灯时长主要由道路本身结构、车

速等固定因素决定，与节点的车流量关系较小，因此，黄灯时长一般取为常数。

虽然如此，选择一个合适的黄灯时长不仅有利于车辆通行，更是道路车辆安全的

保证，因此有必要研究黄灯时长的优化问题。文献[3]中给出了一种求解黄灯时

长的方法，本文对其做了改进得到了黄灯时长优化方法。 

黄灯时长首先必须使以常规速度行驶的车辆通过十字路口，其次必须使黄灯

开始时处在停车线以内的车辆也可以在红灯开始之前通过十字路口。设交叉路口

长度为 x ，车的平均长度为 y ，平均停车距离为 z ，车的常规速度为 v ，刹车

力为 w ，u 为车辆质量。黄灯时长 yt 为： 

y

x y z
t

v

 
   (4-26) 

根据力学原理： 
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2

2

0

(0) 0

t

d z
w u

dt

dz
v

dt

z



 





 
(4-27) 

解上述方程得到： 

2

2

uv
z

w
  (4-28) 

则黄灯时长为： 

2

y

x y z
t

v

x y uv

v w

 
 


 

 (4-29) 

上式中交叉路口长度 x 、车的平均长度 y 、车的平均质量u 和刹车力 w都可以

根据经验值确定，带入上式便得到了黄灯时长 yt 。 

4.3.3 最优信号配时方案 

   利用遗传算法对节点能量模型进行求解，分别在固定周期和非固定周期约束

条件下对四个相位的配时进行优化，得到了所有车辆单位等待时间最短意义下最

优配时方案。 

首先固定周期，在此约束下针对十组不同的 Possion 车辆流得到了最优相位

配时，为了比较，本文给出了固定周期固定配时情况下的单位等待时间，如表

4-3所示。其中各个参数取值为：饱和流量 [2,2,2,2, 2, 2, 2, 2]S  ，8个车道Possion

流的均值向量 [1,1,1,1, 2, 2, 2, 2]  ，固定周期T=120 ，固定配时的四个相位的时

长为 30s, 黄灯时长 3yt  ，起动延时 2st  ，黄灯损失时间 1dt  。 

 

表 4-3 固定周期相位优化配时方案 

序号 
第 1 

相位(s) 

第 2 

相位(s) 

第 3 

相位(s) 

第 4 

相位(s) 

优化配时方案 

单位等待时间(s) 

固定配时方案 

单位等待时间(s) 

等待时间 

减少比率 

1 24 30 30 36 589.593 607.74 2.99% 

2 15 27 18 60 547.992 597.894 8.35% 

3 10 15 54 41 575.659 645.569 10.83% 

4 11 37 26 46 537.667 600.52 10.47% 

5 19 30 30 38 601.967 635.951 5.34% 

6 24 31 29 36 593.065 610.593 2.87% 

7 24 27 35 34 622.431 640.016 2.75% 

8 16 34 35 35 625.789 669.618 6.55% 

9 22 35 30 33 555.61 578.024 3.88% 

10 20 30 35 35 560.683 590.699 5.08% 
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其次，不固定优化配时方案的周期，在此约束下针对十组不同的 Possion 车

辆流得到了最优相位配时，为了比较，给出了固定周期固定配时情况下的单位等

待时间，如表 4-4 所示。其中各个参数取值为：饱和流量 [4,4,4,4, 4, 4, 4, 4]S  ，

8 个车道 Possion 流的均值向量 [1,2,3,4, 4,3, 2,1]  ，固定配时的周期T=120，

固定配时的四个相位的时长为 30s,黄灯时长 3yt  ，起动延时 2st  ，黄灯损

失时间 1dt  。 

表 4-4 固定周期相位优化配时方案 

序号 
第 1 相位

(s) 

第 2 相位

(s) 

第 3 相位

(s) 

第 4 相位

(s) 

优化配时方案 

单位等待时间(s) 

固定配时方案 

单位等待时间(s) 

等待时间 

减少比率 

1 15 23 21 34 676.896 944.13 28.30% 

2 22 25 29 15 755.053 966.919 21.91% 

3 19 22 26 17 697.862 989.919 29.50% 

4 22 24 22 20 697.862 898.154 22.30% 

5 20 17 17 26 654.265 945.268 30.79% 

6 31 17 16 16 720.096 977.041 26.30% 

7 16 26 24 21 657.289 938.707 29.98% 

8 15 32 18 15 619.506 927.138 33.18% 

9 20 27 25 15 691.533 943.333 26.69% 

     

由上面两个表可明显看出，优化配时方案的单位等待时间明显小于固定配时

的等待时间。下文中会进一步比较分析优化方案和固定配时方案。 

 

4.4 模型分析与评价 

4.4.1 与固定配时方案的比较 

   由 4.3.3 的结果可以看出，本文基于节点能量模型的优化信号配时方案与固

定配时方案相比具有很大的优越性。实际中首先要考虑算法优越性的稳定，即在

尽可能多的情况下优化配时方案比固定配时方案优越；其次，大车流量情况对交

叉口信号控制是一个严重考验，因此希望在大车流量情况下优化配时方案对固定

配时方案的优越性比在小车流情况下更优。下文首先分析优化配时方案优越性的

稳定，然后在各个道口车流不均匀和各种不同大小车流量的情况下比较优化配时

方案和固定配时方案。 

 

Ⅰ. 固定周期优化配时方案和固定配时方案比较 

（1）模型优越性和算法优越性稳定的比较 

固定周期下，针对十次不同的 Possion 车辆流得到了最优相位配时和固定周

期固定配时情况下的单位等待时间，如图 4-4 所示。其中各个参数取值为：饱和

流量 [2,2,2,2, 2, 2, 2, 2]S  ，8个车道 Possion 流的均值向量 [1,1,1,1, 2, 2, 2, 2]  ，

固定周期T=120，固定配时的四个相位的时长为 30s, 黄灯时长 3yt  ，起动延

时 2st  ，黄灯损失时间 1dt  。图中等待时间单位为：秒（s）。 
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等
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时
间

优化配时

固定配时

 

图 4-4 固定周期下优化配时方案和固定配时方案比较 

由图 3可以看出，固定周期下多组实验结果都表明优化配时方案的全体车辆

等待时间比固定配时方案的车辆等待时间小，这不仅证明了本文节点能量模型和

优化算法的优越性，而且显示了本文的模型和算法具有较好的稳定性。 

    

（2）在车流量增加情况下优化配时方案和固定配时方案的比较 

固定周期下，增加 Possion 车辆流的大小，得到了最优相位配时和固定周期

固定配时情况下的单位等待时间，如图 4-5 所示。其中各个参数取值为：饱和流

量 [4,4,4,4, 4, 4, 4, 4]S  ，固定周期T=120 ，固定配时的四个相位的时长为 30s, 

黄灯时长 3yt  ，起动延时 2st  ，黄灯损失时间 1dt  。图中等待时间单位

为：秒（s）。 

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

500

1000

1500

2000

2500
优化配时方案与固定配时方案随车流增加的比较

车流均值

等
待
时
间

优化配时

固定配时

 

图 4-5 固定周期下优化配时方案和固定配时方案随车流增加的比较 

 

由上图可以看出，在车流量增加的情况下，优化配时方案下车辆的等待时间
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比固定配时方案下的等待时间少。实际中期望在大车流量情况下优化配时方案对

固定配时方案的优越性强，但由上图看出，优化配时方案对固定配时方案的优越

性在大车流量和小车流情况下差别并不是很大，这主要是由于在固定周期情况

下，优化算法只能达到局部最优解，而无法达到全局最优解。下面将看到在周期

不固定情况下大车流量情况下优化配时方案对固定配时方案的优越性很明显。 

 

Ⅱ. 不固定周期优化配时方案和固定配时方案比较 

（1）模型优越性和算法优越性稳定的比较 

不固定优化配时方案的周期，针对十组不同的 Possion 车辆流得到了最优相

位配时，如图 4-6 所示。其中各个参数取值为：饱和流量 [4,4,4,4, 4, 4, 4, 4]S  ，

8 个车道 Possion 流的均值向量 [1,2,3,4, 4,3, 2,1]  ，固定配时的周期T=120，

固定配时的四个相位的时长为 30s,黄灯时长 3yt  ，起动延时 2st  ，黄灯损

失时间 1dt  。图中等待时间单位为：秒（s）。 

由图 5可以看出，不固定周期下多组实验结果都表明优化配时方案的全体车

辆等待时间比固定配时方案的车辆等待时间小很多，这不仅证明了本文节点能量

模型和优化算法的优越性，而且显示了本文的模型和算法具有较好的稳定性。 
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图 4-6 不固定周期优化配时方案和固定配时方案比较 

 

（2）在车流量增加情况下优化配时方案和固定配时方案的比较 

不固定优化配时方案的周期，增加 Possion 车辆流量的大小，得到了最优相

位配时和固定周期固定配时情况下的单位等待时间，如图 4-7 所示。其中各个参

数取值为：饱和流量 [4,4,4,4, 4, 4, 4, 4]S  ，固定周期T=120，固定配时的四个相

位的时长为 30s, 黄灯时长 3yt  ，起动延时 2st  ，黄灯损失时间 1dt  。图

中等待时间单位为：秒（s）。 
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图 4-7 不固定周期优化配时方案和固定配时方案随车流增加的比较 

 

由上图可以看出，在车流量增加的情况下，优化配时方案下车辆的等待时间

比固定配时方案下的等待时间少。在大车流量情况下优化配时方案对固定配时方

案的优越性更强。这表明了本文的模型和优化算法在大车流量严峻情况下具有很

强的优越性，这也与实践期望相一致。 

（3）8个车道流量不均衡性情况下优化配时方案和固定配时方案的比较 

实践情况中期望在路口各个车道流量不均衡（即各个车道流量差别很不均

匀）情况下交叉口信号控制方案能有较强的调度和控制能力，这中不均衡性也是

对模型和算法的一个严峻考验。不固定优化配时方案的周期，改变 8个车道流量

的组合即改变车道流量的均衡性，得到了最优相位配时固定周期固定配时情况下

的单位等待时间，如图 4-8 所示。其中通过改变各个车道的 Possion 流的均值来

调整车流量的均衡性，5 次实验下 8 路车流均值分别为： 1 [2,2,2,2,2,2,2,2]  ，

2 [1,3,2,2,2,2,2,2]  ， 3 [3,1,3,1,2,2,2,2]  ， 4 [3,1,3,1,2,3,2,1]  ，

5 [3,1,3,1,3,1,3,1]  ，其他参数取值为：饱和流量 [4,4,4,4, 4, 4, 4, 4]S  ，固定周

期 T=120 ，固定配时的四个相位的时长为 30s, 黄灯时长 3yt  ，起动延时

2st  ，黄灯损失时间 1dt  。图中等待时间单位为：秒（s）。 
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图 4-8 不固定周期优化配时方案和固定配时方案随车流增加的比较 

 

由上图可以看出，优化配时方案对固定配时方案的优越性在车流量不均衡的

情况下更明显，这表明车道的车流越不均衡，即车流情况越复杂，本文模型和优

化方案的优越性更强。这也与实际期望相一致。 

4.4.2 模型分析 

   由 4.4.1 的分析和比较可以看出，本文的节点能量模型和优化算法具有很强

的优越性，下面从模型的合理性、可扩展性等方面分析模型。 

合理性： 

本文模型的一个核心思想是将交叉路口节点看作一个具有能量属性的系统，

而将车辆的等待延时作用看作车辆流对节点能量的作用。自然界的能量表示一个

物体或者系统具有能作用的属性，这个作用可以是释放也可以是吸收，即具有容

纳的能力。交叉路口节点具有对车流进行调配、控制的属性，从外部来看，即具

有吸收和释放车辆的能力。正因此，交叉路口节点可以具有能量，至于怎样衡量

这个能量的大小，这与其他因素有关系。这是可以将交叉路口节点看作具有能量

的合理的地方。 

其次，车辆流是直接作用于交叉路口节点的因素，节点的一切行为都会反映

在车辆流上。所以，这个节点能量首先与节点中车辆的数量有关，车辆的数目越

多，节点吸收的就越多，认为其自身能向外作用的能力就越大，所以节点能量与

车辆数目呈正相关关系；其次，这个节点能量与车辆的等待时间有关系，车辆等

待越久，由于积累的作用，节点向外作用的趋势就越明显，即节点能量与车辆的

等待时间呈正相关关系。这是用车辆流和车两流等待时间衡量节点能量大小的合

理性之所在。 

最后，利用本文模型得到的信号优化方案与传统的固定配时方案相比具有明

显的优势，4.4.1 中的数据说明了这一点，这也从侧面反应了本文模型的合理性

和正确性。 

优点： 

综合上面的数据和分析，可以得出本文的模型具有以下优点。 

（1）本文的模型从整体上对单节点交叉路口进行了描述，从能量角度较为深
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刻的刻画了交叉路口的行为特征。 

（2）可扩展性较好。本文模型是描述单节点的，但能量的概念却是对所有节

点系统来说的。由于节点能量是一个相对独立又和外界交流的概念，因此，本文

的模型具有较好的扩展性。下文将看到，这一概念和模型将被扩展到线状和网格

状多交叉路口节点的情况。 

缺点： 

本文的模型具有以下几个缺点。 

（1）本文的模型只对各个相位的配时进行了优化而没有对相位差进行优化，

这样不利于全面和综合的解决问题。 

（2）本文的模型主要从系统层面描述问题，对局部和微观的道路行为无法深

入的描述，因此在某些需要考虑微观的情况下可能会有很大误差。 

4.5 模型的进一步讨论和求解 

本文所提出的节点能量模型中，在一般车流量较大的时候能够很好的减小所

有车辆的平均等待时间，但在车流量很小的情况下可能会有误差，这里做出进一

步讨论。 

当车流量很小的时候，绿灯期间的初始时期，所有车辆以饱和流量流过交叉

路口，但是当等待的车辆全部通过交通路口时，如果信号灯仍然为绿灯，则车辆

以进入交叉路口的流速流出，因此，在每一个相位中，流出交叉路口的车辆数因

分为两部分计算，下面以第一相位为例说明计算过程，其余相位的计算完全类似。 

在第一相位中，1车道和 5车道放行，设 1 5p pt t和 分别为 1车道和 5车道绿灯

期间所有车流全部流完的时刻，在此之后车辆以进入速率无等待流出，因此 1
outE

应当修正为： 

1 1

1

5 1

5

1 1

5

(1)

      (5)

p y d

s p

p y d

s p

t t t t
out

t t

t t t t

t t

E tS dt tf dt

tS dt tf dt

 



 



 

 

 

 
 (4-30) 

其中， 1t 为第一相位的绿灯停止时间， yt 为黄灯的持续时间， st 为启动延误时

间， dt 为黄灯期间损失时间。要求 1
outE ，首先需要求出 1 5p pt t和 。根据 1 5p pt t和 的

定义，易知它们满足： 
1 1

5 5

0 10

0 50

( ) (1)

( ) (5)

p p

s

p p

s

t t

t

t t

t

N f t dt S dt

N f t dt S dt





  


  


 

 
 (4-31) 

将求得的 1 5p pt t和 代入定义式即可得到 1
outE 的修正值。其余相位的改进与第一相位

类似。 
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5. 线状交叉路口耦合能量模型建立及求解 

 
线状交叉路口相对于单节点交叉路口，本质区别就是各个节点之间具有相互

的影响，即一个交叉路口的红绿灯的配时所产生的能量会直接影响与其相邻的节

点的能量。基于此点考虑，本文将建立 2 个相邻节点的耦合能量模型并且根据模

型求解出实时配时方案。 

5.1 耦合能量模型建立 

与节点能量模型相同，本文将从耦合能量的引入与物理意义、能量的计算

以及参数的确定等几个方面讨论耦合能量模型。 

5.1.1 耦合的引入与物理意义 

考虑如图 5-1 所示的两个相邻交叉路口 A,B，本文的目标是求出节点 A 和

B 的总体能量的最小值。然而，由于节点 A 的配时方案会对节点 B 的能量产生

影响，同样的，节点 B 的配时也会对节点 A 的能量造成影响，因此，全局能量

取得的最优值时的信号灯配时方案就不是各个节点分别取得各自能量最小值是

的配时方案。 

 
图 5-1 两个相邻节点示意图 

 
要求出全局配时方案的最优解，必须量化 A 与 B 之间的影响，若要按照传

统方法精确计算出此部分的值，必须分不同相位，不同车道讨论，但是由于交通

系统具有很强的非线性和不确定性，这部分很难计算，因此本文换个角度考虑此

问题。 

事实上，可以将 A 的配时方案对 B 的能量的影响等效为节点 A 在 B 处产

生了一定的能量，这很类似于电磁学中两个电磁线圈由于耦合产生的互感，因此

将这个能量命名为 A 对 B 的“耦合能量”，这个能量随着 A 与 B 的距离增加而

衰减；同样的，B的配时方案对A的能量的影响也可等效为产生了一个B对A “耦

合能量”。这两个耦合能量表明了节点 A 与 B 相互影响的强弱。从后面的分析和

计算，可以充分说明本文所定义的耦合能量是合理性，而且在复杂的系统中具有

很大的优越性。 
 

定义 2: 一个节点 A 的配时方案对其相邻节点产生 B 的等效能量影响，称为

节点 A 对节点的 B 的耦合能量，用 A BE  表示，节点 B 的配时方案对其相邻节点

产生 A 的等效能量影响，称为节点 B 对节点的 A 的耦合能量，用 B AE  表示。 
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定义 3: 节点 A 和节点 B 之间的耦合能量 ABE 为节点 A 对节点的 B 的耦合能

量与节点 B 对节点的 A 的耦合能量之和，即： 

AB A B B AE E E    (5-1) 

定义 4: 节点 A 和节点 B 组成的系统的总能量E 为 A 和 B 分别看作孤立单

节点时的各自节点能量与 A 和 B 的耦合能量之和，即： 

A B ABE E E E    (5-2) 

其中， AE 和 BE 分别为将 A 和 B 看作孤立节点，即流入 A 和 B 的车流均为

Poisson 流时节点能量。 

 从定义 4 可以看出，当两个节点相邻时，系统的总能量由两部分组成，一部

分为 A,B 分别看成孤立节点时各自的能量，这与单节点的情形相同，另一部分

为两个节点由于相互影响而产生的耦合能量。仔细观察可以发现，这个总的能量

很类似于相邻两个线圈产生的电磁感应，第一部分对应于两个线圈的自感，第二

部分对应于它们之间的互感。这样从宏观上定义的耦合能量，不仅在物理涵义易

于理解，也避免了微观上需要分不同相位不同车道时进行的繁琐计算。同时，对

于节点较多的线状区域具有很强的可扩展性，而且节点个数越多，模型优越性越

明显。 

以上给出了耦合能量的定义和物理意义，下面将通过对耦合能量 ABE 的计算，

严格的说明本模型的合理性。 

5.1.2 耦合能量计算 

首先，耦合能量与 A 与 B 之间的公路上的车流量有关。设两个节点具有相

同的周期T ，在 0,T 内，从 A 节点到 B 节点流入的车辆分为通过右转，直行和

左转进入 A 与 B 之间的公路。下面分这三种情况讨论： 

（1） 通过右转从 A 流入 B 的数量 

右转的车辆从 A 节点的 12 车道流入 B，由于这部分车辆不受到信号灯的限

制，相当于在整个周期内以 Poisson 流 12 ( )AP t 进入 B，因此在 0,T 内从 A 节点

12 车道进入 B 节点数量 12Aq 为： 

12 120
( )

T

A Aq P t dt   (5-3) 

 
（2）通过直行从 A 流入 B 的数量 

直行的车辆从 A 节点的 2 车道流入 B，流量为该车道的饱和流量 (2)AS ，由

于仅仅在第二相位时 2 车道为绿灯，因此在 0,T 内从 A 节点 2 车道进入 B 节点

数量 2Aq 为：  

2

1
2 2 1(2) (2)( )

A y d

A s

t t t

A A A A y d A st t
q S dt S t t t t t

 


       (5-4) 

其中， 1At 和 2At 分别表示 A 节点第一相位和第二相位的绿灯停止时间， yt 为
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黄灯的持续时间， st 为启动延误时间， dt 为黄灯期间损失时间。 

（3）通过左转从 A 流入 B 的数量 

左转的车辆从 A 节点的 4 车道流入 B，流量为该车道的饱和流量 (4)AS ，由

于仅仅在第三相位时 4 车道为绿灯，因此在 0,T 内从 A 节点 4 车道进入 B 节点

数量 4Aq 为：  

3

2
4 3 2(4) (4)( )

A y d

A s

t t t

A A A A y d A st t
q S dt S t t t t t

 


          (5-5) 

其中， 2At 和 3At 分别表示 A 节点第二相位和第三相位的绿灯停止时间， yt 为

黄灯持续时间， st 为启动延误时间， dt 为黄灯期间损失时间。 

因此，在一个周期 0,T 内，从 A 流入 B 的车辆数 Aq 为： 12 2 4A A A Aq q q q    

 同理，在一个周期 0,T 内，从 B 流入 A 的车辆数 Bq 为: 6 8 10B B B Bq q q q    

6Bq ， 8Bq ， 10Bq 分别表示通过右转，直行和左转从 B 进入 A 的车辆数量，其计

算如下： 

6 60
( )

T

B Bq P t dt   (5-6) 

2

1
8 2 1(8) (8)( )

B y d

B s

t t t

B B B B y d B st t
q S dt S t t t t t

 


          （5-7) 

3

2
10 3 2(10) (10)( )

B y d

B s

t t t

B B B B y d B st t
q S dt S t t t t t

 


          （5-8) 

其中， 1Bt , 2Bt 和 3Bt 分别表示A节点第一相位和第二相位的绿灯停止时间， yt

为黄灯的持续时间， st 为启动延误时间， dt 为黄灯期间损失时间。 

 A,B 之间的实际车量 ABq 为 AB A Bq q q  。 

由于计算节点 A 和 B 的节点能量 AE 和 BE 时，已经假设他们为孤立的节点，

即 A,B 节点上的所有车道上的车流量均为 Poisson 流，而在实际中，A 与 B 之间

公路上的输入车道中, 如图 5-1，A 节点的 7，8 车道和 B 节点的 1，2 车道，车

辆总数完全是之前求出的 Aq 和 Bq ，不包括他们各自作为孤立节点的 Poisson 流。 

因此在计算总的耦合能量时，应当减去前两部分多计算的 Poisson 流 'q ，即：

'AB A Bq q q q   ，而多计算的 Poisson 流 'q 为： 

   
3 3

1 1

' (7) (8) (1) (2)
A y d B y d

A s B s

t t t t t t

A A B B
t t t t

q P P dt P P dt
   

 
      (5-9) 

因此，根据本文能量的定义，A,B 之间车辆对于系统所产生的耦合能量为： 

0
( )

T

AB ABE q t dt   (5-10) 

5.1.3 衰减因子参数的确定 

然而，如果按照上面的方法，相当于 ABq 中所有的车辆都对系统产生能量，
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但是实际上并非如此，因为只有在节点附近的车才处于等待状态，才“挤压弹性

体”，也就是才产生能量。因此应该进行修正。 

 显然， ABE 与 A 和 B 之间的距离d 有关，记作 ( )ABE d ，可以这样考虑： 

（1）当 d 增大时， ABE 减小，表示当两个交叉路口 A 和 B 的距离越远，他们之

间的配置方案对于对方的影响也越弱。 

（2）当 d 趋于无穷大时，A 和 B 相距无限远，此时 A,B 均相当于孤立节点，即

此时： 

( ) 0ABE    (5-11) 

（3）当 ABE 增大的时候，即 A,B 之间的耦合能量增强时， ABE 随着d 的变化率在

下降。从物理涵义上解释，当车流量上升时，所有的车流量在整个道路上分布相

对均匀，因此它 d 的变化率在下降。 

根据以上三点分析，可以列出 ( )ABE d 满足的微分方式： 

d 1

d

( ) 0

AB
AB

AB

E
E

d

E




 


  

 (5-12) 

解得： 

1
d

ABE Ce 


  (5-13) 

结合式 5-10 可得， 

1

0
( )

d T

AB ABE e q t dt


   (5-14) 

在式中， 表示耦合能量随着距离的衰减快慢程度，当两个交通灯相距 米

时，他们之间的耦合能量衰减为初始的
1

e
。 

此时，节点 A 和 B 组成的系统的能量为： A B ABE E E E    

至此，一个线状多交叉路口的交通信号实时控制问题即转化为单目标规划问题： 

4 4

min ( , ) / ( ) /

.
1,2,3,4

Ai Bi A B AB

A y B y

E t t T E E E T

T t t t t
s t

i

  


     
 

 (5-15) 

其中， ,Ai Bit t （ 1, 2,3,4i  ）分别为节点 A 和 B 的第 i个相位的绿灯截至时刻。 

5.2 模型实时优化算法 

基于在求解单交叉路口配时方案时对遗传算法和模型退火算法的比较，本文

更注意算法的稳定性，而对于空间复杂度的要求不是很高。因此，在求解线形多

路口配时问题和网状多路口配时问题时，本文均选择了遗传算法对其求解，这也

是具有一定合理性的。 

同 4.2.1 中所述的算法相比，在算法的流程上基本相同，只是在种群建立和

个体交叉和遗传中存在一些区别。 

首先，对染色体的信息段进行扩展，由单交叉口的 1 2 3 4( , , , )t t t t 扩展为
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1 2 3 4 5 6 7 8( , , , , , , , )t t t t t t t t ，这里 4 8t t 。 

其次，在交叉过程时要求对个体的 8 个信息段进行随机交叉遗传给子代。对

于变异操作，和单节点模型不同的是，对于 t4 和 t8 的变异要保持同步性，即对

改变其中一个的值，则必须同时更新另一个的值，以保证两个红绿灯周期的一致

性。 

另外，染色体的适应度函数的求法也发生改变，其值根据公式

1 2 mE E E E   求。 1E 和 2E 的值同单节点中的求解方法相同。 

 
5.3 模型求解及信号配时方案 

利用遗传算法对耦合能量模型进行求解，对于如图 5-1 所示的两个交叉路口

A 和 B，针对 5组不同的 Possion 车辆流，分别对 A和 B每个节点的四个相位的

配时进行优化，得到了所有车辆单位等待时间最短意义下最优配时方案，如表

5-1 和 5-2。其中各个参数取值为：饱和流量 [4, 4, 4, 4, 4, 4,4,4,4,4,4,4]AS  ，

[3,3,3,3,3,3, 2, 2, 2, 2, 2, 2]BS  ，每个节点 8 个车道 Possion 流的均值向量

[2,2,2,2,2,2, 2, 2, 2, 2, 2, 2]  ，A 与 B 之间距离 600ABd  m, 衰减因子 1500  m, 

在 0t  时刻，A 和 B 的第一相位同时开始。黄灯时长 3yt  ，起动延时 2st  ，

黄灯损失时间 1dt  。 

表 5-1   A 节点的优化配时方案 

序号 
第 1相位

(s) 

第 2 相位

(s) 

第 3 相位

(s) 

第 4 相位

(s) 
周期(s) 

1 25 46 20 11 102 

2 23 49 26 12 110 

3 19 45 22 11 97 

4 15 58 20 11 104 

5 29 32 19 29 109 
 

 

表 5-2  B 节点的优化配时方案 

序号 
第 1相位

(s) 

第 2 相位

(s) 

第 3 相位

(s) 

第 4 相位

(s) 
周期(s) 

1 28 37 13 24 102 

2 10 54 26 20 110 

3 34 23 14 26 97 

4 36 17 25 26 104 

5 20 44 22 23 109 

 

5.4 模型分析与评价 

5.4.1 与固定配时的比较 

经过试验，得出实时配时和固定配时的单位时间总延误如表 5-3： 
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表 5-3 实时配置和固定配置的比较 

序号 实时配置 固定配置 优化 

1 1536.54 1777.8 13.57% 

2 1500.48 1740.21 13.78% 

3 1524.07 1814.91 16.03% 

4 1471.41 1703.38 13.62% 

5 1459.92 1737.18 15.96% 

 
从表 5-3 可以看出实时配置方案比较稳定的优于固定配置方案，这 5 次试验

中单位时间的延误平均下降了 14.59%。 
 

5.4.2 模型分析 

合理性： 

从直观上看，由于相邻两个交叉路口的分配方案会产生相互影响，相互制约，

系统的总能量应当大于两个节点分别取各自最小值时的能量，而耦合能量模型充

分考虑它们之间的相互影响，加上了一个等效的耦合项，用来描述他们之间相互

制约的强弱。在实际的耦合能量的计算中，本文分步讨论了各个因素对耦合能量

的影响，并且利用单节点所定义的能量，给出了出耦合能量的具体计算解析式，

并求出节点耦合能量与节点能量之间的数值大小关系，如表 5-4，从数据中也可

以看出合理性。 

表 5-4 节点能量和节点耦合能量的大小关系 

序号 AE  BE  ABE   AB

A B

E

E E
 

1 607.941 747.638 180.986 0.27  

2 621.257 686.442 192.382 0.29  

3 602.23 691.92 229.92 0.36  

4 542.467 723.159 205.788 0.33  

5 611.67 675.311 172.943 0.27  

该表显示，节点耦合能量 ABE 小于节点能量 AE 和 BE ，这与实际是相符合的，

因为现实中两个交叉路口之间的影响对于他们的分配方案仅仅起到辅助作用，起

决定作用的还是流入路口的车流数。 

类似于电磁感应中的互感系数，本文引入节点耦合系数 AB 刻画两个节点之

间的耦合强弱： 

AB
AB

A B

E

E E
   (5-16) 

从试验数据看，本题中 AB 约为 0.303。 

可扩展性： 

该模型具有很强的可扩展性，基于该模型，可以解决任意线状区域的交通信

号灯优化。考虑如图 5-2 具有 n 个节点的线状区域，系统总能量为将各自看成孤

立节点是的能量与所有相邻节点之间耦合能量之和： 
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1

, 1
1 1

n n

i j j
i j

E E E



 

  
 

(5-17) 

其中， ( 1, 2,... )iE i n 为第 i 个节点看作孤立节点时的节点能量，

, 1( 1, 2,... 1)j jE j n   为第 j 个节点和第 1j  个节点的耦合能量。 

 
图 5-2 线状多节点路口示意图 

 

优越性： 

该模型与传统的控制优化模型相比具有许多优越性，首先，本模型从整体入

手，避免了各个节点之间的细节计算。其次，该模型在扩展的过程中，随着节点

个数的增多复杂度的增加速度远远小于其他算法，体现出很大的优越性。 

缺点： 

（1）本模型由于是从整体考虑系统的总能量，因此，只有在讨论耦合能量

的时候只有在相邻两个交叉路口的信号灯周期相同的情况下才适用。 

（2）本模型中的参数的选取是根据经验值确定的，因此可能会产生一定误

差，但始终会优于固定配时情形。 

（3）由于本模型优化的变量是不同节点在不同相位的绿灯时长，因此不存

在对相位差的优化。 

 

6 . 网状多交叉路口网格能量模型及求解 

网状区域交叉路口相对于单节点交叉路口和线状区域交叉路口，不仅在各个

节点之间具有相互的影响，而且在相邻的两条路上也具有相互的影响。考虑如图

6-1 所示的交通示意图，AB 节点构成的线状系统的配时方案会对由 AD 节点构

成的系统的能量产生影响，同理，AD 节点构成的线状系统的配时方案会对由

AB 节点构成的系统的能量产生影响，这些配时方案会相互制约，因此需要全局

考虑。类似于从节点能量模型到线状的耦合能量模型的扩展，本文将建立一个网

格能量模型，并且根据模型求解出网状区域实时配时方案。 
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图 6-1 五节点网状交叉路口示意图 
 

6.1 网格能量模型建立 

与节点能量模型和耦合能量模型相同，本文将从网格能量的引入、定义、以

及计算来建立网格能量模型。 

6.1.1 网格能量的引入 

由于当两条道路距离比较远时，道路之间的相互影响可以忽略，因此本文之

考虑相邻的两个互相垂直道路之间的配时方案所带来的能量影响。而任意两个相

邻且互相垂直的道路可以构成一个三角形，因此，本文首先将需要讨论的网络区

域（图 6-2）用直角三角形划分，三角形的顶点为三个交叉路口，三角形的直角

边为相邻的两条道路。此时，直角三角形是网络的基本单元，通过对每个三角形

中总能量的求解即可获得整个网状区域的能量。因此，本文首先讨论与计算直角

三角形单元的能量，将其称之为网格能量。 
 

 
图 6-2 网格三角剖分示意图 

以 ABD 为例，网格能量包括三部分，第一部分是将三个节点分别看作孤立

节点时的各自节点能量，第二部分是任意有路相连的两个节点之间的节点耦合能

量，取值与线状区域时的耦合能量取值相同，第三部分为整个三角形区域的网格

耦合能量，这部分的能量是由相邻的两条直角边 AB 和 AD 上的节点耦合能量引

起的。下面将通过严格的计算推导出网格能量，并说明本文引入网格能量的合理

性和优越性。 

6.1.2 网格能量定义与计算 

定义 5：在一个直角三角形网格内，每条直角边的节点耦合能量对整个网格

产生的等效能量影响，称之为网格耦合能量。 

在 ABD 中，网格能量为 ABDE ，因此对于一个网格，总的能量 E 可以表示为： 
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A B D AB AD ABDE E E E E E E       (6-1) 

其中， A B DE E E  为节点能量， AB ADE E 为节点耦合能量， ABDE 为网格耦

合能量，因此，对于任意一个三角形网络构成的系统，都应当满足： 

系统总能量=节点能量+节点耦合能量+网格耦合能量 

首先， ABD 的网格耦合能量应该与节点耦合能量 AB ADE E和 有关，并且随着

ABD 的面积的增大而衰减，与节点耦合能量的讨论完全类似，本文直接给出一

个网格耦合能量的合理表达式，并且通过具体的分配方案的计算验证其合理性。 

1 1

0
( ) ( ) ( )

ABD ABDS ST

ABD AB AD AB ADE e q t q t dt e E E   

     (6-2) 

ABDS 为 ABD 的面积， ( )ABq t 为一个周期内在 AB 路上的车流数量的总和，

( )ADq t 为一个周期内在 AD 路上的车流数量的总和， ABE 为 A 与 B 的节点耦合能

量， ADE 为 A 与 D 的节点耦合能量。 和 为修正参数，其中， 衡量了相邻的

两条路 AB 和 AD 的能量影响随 ABD 面积的增大的衰减快慢程度，当三个交通

灯构成的直角三角形的面积为 时，他们之间的网格耦合能量衰减为初始的
1

e
。 

6.1.3 网格能量模型建立 

对于图 5-1 所示的 5 个节点 A,B,C,D,E，系统的总能量可以表示为： 

+ +A B A A D AB AD BC BE DE ABD BDE BCEE E E E E E E E E E E E E E            
其中， + +A B A A DE E E E E  为节点能量和， AB AD BC BE DEE E E E E    为节

点耦合能量和， ABD BDE BCEE E E  为网格耦合能量和。 

通过此模型，多节点网状区域的交通信号灯控制问题可以转化为求解如下

问题的解： 

4 4 4 4 4

min ( , , , , ) /

.
1, 2,3, 4

Ai Bi Ci Di Ei

A y B y C y D y E y

E t t t t t T

T t t t t t t t t t t
s t

i




              
 

 (6-3) 

其中， , , , ,Ai Bi Ci Di Eit t t t t （ 1, 2,3,4i  ）分别为各节点的第 i个相位的绿灯截至时刻。 

6.2 模型实时优化算法 

同 5.2, 将群体中的个体定义进行扩展即可完成对网状节点模型的求解。和前

文的扩展方式相同，继续将种群个体中染色体的信息段加长，即把网络中要优化

的所有节点的配时 1t ， 2t ， 3t ， 4t 都加入个体中，则可完成对染色体的编码。 

由于个体的适应值函数变为 A B D AB AD ABDE E E E E E E      ，其中节点能

量和单交叉路口优化问题中的能量计算公式相同，两个节点间的耦合能量同线性

交叉口优化问题中的能量计算公式一致，网格耦合能量根据公式，也是可以线多

项式时间内可以计算的。算法运行的时间复杂度同线性交叉口的配时优化算法的
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时间复杂度是相同的。 

6.3 模型求解及信号配时方案 

利用遗传算法对网格能量模型进行求解，对于如图 6-1 所示的五个交叉路口

A，B,C,D 和 E，每个节点的四个相位的配时进行优化，得到了所有车辆单位等

待时间最短意义下最优配时方案，如表 6-1。 

其 中 各 个 参 数 取 值 为 ： 饱 和 流 量 [4, 4, 4, 4, 4, 4,4,4,4,4,4,4]AS  ，

[3,3,3,3,3,3, 2, 2, 2, 2, 2, 2]BS  ，每个节点 8 的个车道 Possion 流的均值向量

[2,2,2,2,2,2, 2, 2, 2, 2, 2, 2]  ，A 与 B 之间距离 200ABd  m, 衰减因子 1500  m, 

在 0t  时刻，A 和 B 的第一相位同时开始。黄灯时长 3yt  ，起动延时 2st  ，

黄灯损失时间 1dt  。 

表 6-1   各个节点的优化配时方案 

节点 
第 1相位

(s) 

第 2 相位

(s) 

第 3 相位

(s) 

第 4 相位

(s) 
周期(s) 

A 24 30 30 11 95 

B 17 37 29 12 95 

C 16 32 34 13 95 

D 18 31 31 15 95 

E 17 32 31 15 95 

 

6.4 模型分析与评价 

6.4.1 与固定配时的比较 

     重复进行 5 次试验，得到了实时配置和固定配时的单位时间总延误如表

6-2： 
表 6-2 实时配置和固定配置的比较 

序号 实时配置 固定配置 优化 

1 3395.81 4503.23 24.59% 

2 3407.75 4323.37 21.18% 

3 3380.85 4405.48 23.26% 

4 3185.28 4415.77 27.87% 

5 3334.29 4393.39 24.11% 
 

可以看出实时配置方案比较稳定的优于固定配置方案，这 5 次试验中单位时

间的延误平均下降了 24.20%。 

6.4.2 模型分析 

合理性： 

同耦合能量模型相同，由于相邻两条道路的分配方案会产生相互影响，相互

制约，因此，直角三角形系统的总能量应当大于按照两个线状区域算出的能量之

和，而网格能量模型充分考虑它们之间的相互影响，加上了一个等效的网格耦合
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项，用来描述相邻两条垂直道路之间相互制约的强弱。通过求解，分析网格耦合

能量与节点耦合能量、节点能量之间的数值大小关系，得到表 6-3： 

 

表 6-3 节点能量和节点耦合能量的大小关系 

节点能量 节点耦合能量 网格耦合能量 网格耦合系数  

AE =568.827 ABE =116.25 ABDE =30.6688 ABD =0.2726  

BE =550.582 BCE =140.898 BDEE =34.1539 BDE =0.2715  

CE =501.663 ADE =110.364 ABDE =34.7514 BCE =0.2719  

DE =502.663 DEE =136.483    

EE =539.908 BEE =115.882    

 

该表显示，网格耦合能量 ABDE 小于节点耦合能量 ABE 和 ABE ，而后者又小于

节点能量 AE ， BE 和 DE ，这与实际是相符合的，因为现实中决定交通信号灯分配

方案的最主要因素为流入各个路口的车流数，其次才是相邻两个交叉路口之间的

影响，而最后才考虑相邻两条垂直道路之间的影响。 

与节点耦合相同，引入网格耦合系数 ABD 刻画两个节点之间的耦合强弱： 

ABD
ABD

AB AD

E

E E
   (6-4) 

在本实验中， ABD 约为 0.27。 

可扩展性： 

网格能量模型具有很强的可扩展性，基于该模型，可以解决任意网状区域的

交通信号灯优化。考虑如图 6-3 具有多个节点的网状区域，由于网格之间的距离

很远，并且网格之间的影响可以忽略，因此系统总能量为将各自网格能量之和： 

1 2 3

1 1

( )
n n

i i i i
i i

E E E E E
 

    
 

(6-5) 

其中， ( 1, 2,... )iE i n 为第 i网格的能量， 1
iE 为第 i个网格的节点能量之和， 2

iE

为第 i个网格的节点耦合能量之和， 3
iE 为第 i个网格的网格耦合能量之和。 

 

图 6-3 一般网络区域 
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优越性： 

与耦合能量模型相同，网格能量模型与传统的控制优化模型相比也避免了各

个节点之间的细节计算，并且随着节点个数的增多，复杂度的增加速度远远小于

传统模型，体现出很大的优越性。 

缺点： 

（1）本模型由于是从整体考虑系统的总能量，因此，只有在讨论耦合能量

的时候只有在相邻两个交叉路口的信号灯周期相同的情况下才适用。 

（2）本模型中的参数的选取是根据经验值确定的，因此可能会产生一定误

差，但始终会优于固定配时情形。 

（3）由于本模型优化的变量是不同节点在不同相位的绿灯时长，因此不存

在对相位差的优化。 
 

7. 模型实时优化算法比较与分析 

7.1 单节点模型优化算法分析比较 

遗传算法与模拟退火算法都属于非经典算法，都可以对 NPC 问题进行降阶

处理。在求解本问题中，两种算法表现出了各自自身的优缺点。 

7.1.1 遗传算法分析 

(1)时间复杂度 

遗传算法的外围框架的时间复杂度为种群大小 m 与迭代次数 n 的乘积。设

内部的时间复杂度的为 t,则总的时间复杂度为 ( * * )O t m n 。 

对于内部的时间复杂度，主要集中在染色体的适应度函数上，即本文中的公

式 1 2 3 4
1 2 3 4

( , , , )
( , , , )

E t t t t
fit t t t t

T
 中。由模型公式可知内层求解适应值函数最差情况

下的时间复杂度为 1 2( * )O n n ,其中 1n 为车流数， 2n 为离散后的最大周期数。 

（2）空间复杂度 

遗传算法的空间复杂度为群种数与个体所占空间的乘积。一般来说，种群个

体编码后所占的内存空间常常是定值，而遗传算法为了减少迭代的次数往往牺牲

空间复杂度，即减大种群中样本个数。这样就增大了程序运行的空间复杂度。 

算法的寻优性能 

    遗传算法由于本身寻优性能的优势，稳定性较好，只要能保证种群数目与迭

代次数，常常能收敛于全局最优解的附近，而且很接近最优解，因此具有很好的

寻优性能。 

7.1.2 模拟退火算法 

（1）时间复杂度 

模拟退火算法框架的时间复杂度为 ( * * )o iO t N N ，其中 oN 为外循环次数，则
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max min
o

K K
N

T





,内层循环 iN 为热平衡的持续时间，若 iN 较小，则降温过程过快，

算法常常收敛于局部最优解，而 iN 很大又会影响模拟退火算法的执行时间。t 为

算法的时间内层执行时间，在本问题中，和遗传算法的内层时间复杂度相同，也

为 1 2( * )O n n  其中 1n 为车流数， 2n 为离散后的最大周期数。 

（2）空间复杂度 

与遗传算法相比，模拟退火算法牺牲算法的寻优性能来获得较低的时间复杂

度。因此，在运行过程中，内存中仔保存着一个对象个体的副本，因此，占用内

存较小。 

7.1.3 两种算法在求解单交叉口优化问题中的结果比较 

表 7-1 遗传算法和模拟退火算法结果对比 

 
相

位 

第一

组 

第二

组 

第三

组 

第四

组 

第五

组 

第六

组 

第七

组 

第八

组 

第九

组 

第十

组 

最小

值 

平均

值 

遗传

算法 

1 11 8 13 13 14 17 6 12 15 12   

2 21 29 18 24 12 22 43 23 21 24   

3 22 15 17 36 19 12 31 16 8 22   

4 7 10 10 8 12 12 15 10 8 9   

E/T 635 631 649 827 554 682 897 643 583 569 554 667 

模拟

退火 

1 40 20 9 23 16 49 13 13 19 7   

2 48 8 59 7 32 7 21 27 8 15   

3 12 19 22 21 25 14 12 32 7 22   

4 25 47 9 13 13 12 21 41 27 21   

E/T 1321 908 891 741 841 923 690 1067 657 571 571 861 

 

本文实现了两种算法对单交叉口相位时间优化问题。在求解中，两种算法均

能逼近问题的最优解。相比之一，遗传算法的稳定性较好，多次求解相同泊松流

分布下的配时结果变化不大，而模拟退火算法常常局部于一个局部最优解。因此，

在本问题的求解中，对它进行多次计算，取最优值，从求解的结果可以看出，这

个最优值和遗传算法得到的最优值是相符的。这两种算法求解单交叉口相位时间

优化问题的结果如下表，表中的时间单位都为秒（s）。图 7-1 给出了这两种算法

下等待时间的曲线图，从图中可明显看出，模拟退火方法的变化较大，稳定性不

如遗传算法，但经过多次迭代其最优值也可达到与遗传算法相当的最优值上。
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图 7-1 遗传算法和模拟退火算法求解单交叉口模型配时优化比较 

 

7.2 线状节点模型优化算法可计算性和复杂性分析 

如 5.2.1 中所述，本文利用遗传算法求解线状节点模型。由于能量模型把节

点间的相交作用当作是两个能量节点的藕和作用，从宏观上来考虑他们的相交作

用，大大减化了问题的分析。同时，利用该模型，把配时优化问题转化为系统能

量的最小值，从而对问题建立了显式的非线性目标模型。 

由于 AE 和 BE 和单节点模型中的适应度函数相同，因此是可以求出的。对于

ABE ，由式
1

0
( )

d T

AB ABE e q t dt


  确定。因此，算法的可计算性就等同于 ABE 的可

计算性。公式中的积分是对 t 的定积分，流量 ( )ABq t 是程序中生成的泊松流，一

个周期内的定积分，即是对 0 到 4t 的积分。以 1 秒为单位，对公式进行离散化，

得 



4

0

1

1*
t

AB

d

AB qeE  ，这样便求出了 ABE 的近似值。经过以上分析可以可知，本

文中求线性多节点的配时优化算法是可计算的。 

由前文中对遗传算法性能的分析知，算法总的时间复杂度是外围的时间复杂

度 m*n 乘以内部的时间复杂度，其中 m 为种群大小，n 为迭代次数。要求解 EAB,

要求 ABq 进行求和，其复杂度为 2T ,其中 T 为周期数。可知利用本模型求解线性

多路口的总时间复杂度为 )( 2mnTO 。 

7.3 网状节点模型优化算法可计算性和复杂性分析 

算法运行的时间复杂度同线性交叉口的配时优化算法的时间复杂度是相同

的。 

虽然，在求解线性和网格能量模型中，遗传算法的时间复杂度为多项式时间，
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因此是可计算的，但是，当线状和网格交叉路口的个数持续变多时，个体的染色

体信息位膨胀，在一定的迭代步数内，算法很难收敛到最优解，因此，只能只取

到了一个进化过程中的局部最优解，这与问题规模和机算机的执行速度是执行速

度是密切相关的。 

 

8. 模型应用建议 

   本文的模型和方法提供了一种根据过去和现在的数据为将来决策提供依据

的模式，即定时监测车流量，根据模型和算法计算出适合于当前车流的交通信号

控制方案，然后将其应用于下一阶段的控制中。然后经过一定的时间间隔，再根

据当前车流量进行一次决策，如此循环进行下去。这样就能保证在每一时刻的交

通信号控制策略都是接近最优的。监测时间间隔和决策间隔越小，控制策略越优。 

    因此我们可以设计一种交通信号实时决策控制系统。首先，在交叉路口安装

实时监测设备，设定监测间隔 T ，将监测到的实时数据通过网络或其他媒介传

入中央决策系统，中央决策系统根据本文的模型和优化算法实时决策得到信号控

制方案，然后将方案输出至终端即交叉路口就实现了实时控制。 

   但无论时间间隔多小或中央处理系统的处理速度多快，中央决策方案输出的

信号控制策略相对于其用来决策的数据都是过时的，因为输出的信号控制策略都

只是相对于本时刻的数据来说是最优的，而对其要控制的下一时刻的车流量未必

是最优的。为了解决这个问题，我们可以根据经验数据进行预测。一般来说，交

叉路口每天各个时刻车流量的分布都是相似的，因此中央决策系统在得到由监测

设备传来的实时数据时，可以根据历史数据首先计算监测数据和历史同时刻数据

的相似性的大小，然后计算历史同一时刻数据到历史下一时刻的数据的映射关

系，利用相似性的大小对这个映射关系做出修正，利用这个修正的映射关系得到

监测数据的映射，即得到当前下一时刻的预测数据，中央决策系统根据这个预测

数据进行决策，得到信号控制方案，输出至交叉路口，即可以得到更优的控制策

略。 
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附录  

利用概率算法生成的 8 组均值为 3 泊松流，模拟 8 个车道的车流 

1 1 4 4 1 3 3 2  

2 1 6 2 2 4 4 5  

1 4 1 3 2 3 4 5  

5 6 3 3 1 3 3 3  

3 3 2 2 6 4 3 2  

3 2 2 5 5 3 3 3  

5 6 5 3 2 0 2 1  

3 4 6 3 3 1 3 3  

1 3 3 8 0 2 3 1  

7 5 1 1 2 3 1 2  

4 1 0 3 2 2 4 2  

1 2 1 3 3 5 4 1  

4 3 3 6 5 6 1 4  

6 3 1 1 4 5 1 5  

4 5 3 2 2 2 3 5  

2 2 4 3 2 4 6 3  

2 2 3 3 1 6 5 3  

1 6 1 1 2 4 6 4  

2 6 5 3 1 1 2 3  

7 6 2 2 3 1 3 5  

4 4 4 4 2 2 4 6  

3 2 5 1 0 3 6 2  

8 4 4 2 1 3 3 0  

3 2 3 3 9 2 2 4  

4 4 0 5 1 0 4 3  

0 6 3 6 3 2 0 6  

3 4 4 2 0 1 4 2  

0 3 2 3 3 4 3 2  

1 1 3 5 3 1 2 3  

5 1 6 1 4 5 2 2  

1 3 2 1 1 1 2 5  

1 5 1 3 5 3 3 2  

1 5 3 6 3 6 2 3  

4 4 2 6 2 3 0 3  

4 1 1 2 4 4 1 2  

2 8 2 3 2 3 1 2  

4 1 1 5 2 1 2 4  

1 4 3 3 7 5 4 4  

4 5 3 7 3 3 4 3  

2 2 3 2 3 0 2 1  

2 3 1 1 5 2 5 2  
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4 3 6 4 3 2 4 0  

3 3 2 4 1 4 1 3  

3 3 4 2 6 4 5 3  

5 1 1 5 8 2 2 2  

2 5 3 3 4 2 3 2  

6 4 1 6 3 2 2 6  

1 4 4 4 5 0 1 2  

2 3 4 6 8 2 1 1  

4 0 6 4 7 3 2 2  

2 4 8 2 1 0 7 3  

1 0 5 3 2 6 3 6  

5 2 3 6 3 2 3 3  

6 3 2 9 2 3 2 2  

2 3 1 2 9 2 4 4  

6 4 4 3 6 2 2 8  

4 5 1 0 3 3 5 3  

4 3 2 1 5 2 2 3  

2 2 3 2 4 4 3 2  

3 5 6 3 0 2 5 4  

2 1 3 3 0 1 5 2  

2 5 4 7 2 5 6 2  

5 0 1 1 4 5 2 2  

1 2 4 2 2 3 2 5  

4 3 5 4 1 0 4 1  

1 2 4 2 6 2 0 2  

3 5 1 0 6 3 3 5  

4 3 4 2 4 4 4 4  

2 2 3 3 4 3 2 2  

6 1 3 2 1 2 3 2  

1 4 4 6 3 3 3 2  

7 3 6 3 6 2 1 2  

7 6 4 2 5 3 2 5  

2 4 3 2 0 3 4 2  

4 4 2 2 3 8 4 4  

1 1 3 3 4 3 4 2  

1 1 2 2 1 5 2 6  

5 3 2 2 1 7 4 2  

2 3 2 2 1 6 4 3  

4 3 1 4 6 2 1 4  

7 2 4 2 3 3 3 3  

4 1 0 2 10 2 3 2  

3 3 3 2 4 5 3 1  

2 5 1 4 3 3 0 8  

0 4 1 3 2 4 2 4  
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3 3 5 3 5 2 5 3  

4 5 6 3 2 3 4 2  

2 7 7 3 3 2 3 3  

3 3 1 4 1 1 6 2  

1 3 3 3 1 6 3 4  

4 5 2 1 4 4 3 2  

2 6 4 5 0 2 3 3  

3 2 3 4 2 4 3 5  

5 3 1 2 5 1 3 0  

7 2 7 6 3 5 3 9  

3 3 6 5 1 5 0 0  

3 1 2 3 2 3 6 4  

5 3 3 3 2 2 8 2  

6 4 3 4 1 7 3 1  

2 1 6 2 6 4 0 3  

6 1 4 4 1 6 3 1  

2 4 2 3 2 4 3 5  

5 5 2 7 6 0 2 5  

5 2 6 3 4 2 4 1  

6 5 2 4 0 1 1 2  

5 1 1 1 1 2 5 5  

1 5 4 2 2 5 5 1  

4 3 4 9 3 5 1 4  

3 0 2 3 3 4 5 5  

2 6 1 1 1 5 3 4  

6 2 3 3 4 4 5 2  

2 5 5 0 5 7 2 2  

6 4 1 5 4 5 1 4  

2 4 3 5 2 1 4 3  

3 5 3 4 5 2 3 1  

3 4 1 3 3 5 1 4  

2 3 7 1 4 2 2 3  

4 4 2 3 0 2 1 3  

1 1 3 2 2 1 0 1  

1 2 4 6 4 9 1 4  

4 2 4 5 3 1 4 1 
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