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题 目    与封堵溃口有关的重物落水后运动模型 

摘       要： 
本文围绕封堵溃口的重物落水后运动规律的问题，从重物落水后的受力分析

出发，结合原题提供的实时数据，通过对模型的不断改进，建立了试验组件落水

后的通用运动模型，并对此模型做了参数分析和均值误差分析来验证模型的合理

性与准确性。 

针对问题一，首先对重物进行受力分析，根据牛顿定律和对重物进入水面后

的初速度分情况讨论，建立了描述重物水中运动过程的常微分方程模型，并求出

其解析解。编程画出常微分方程的曲线图，并与小型试验数据进行比较。 

针对问题二，对不同重物在不同条件下，利用水平方向经验粘滞系数，采用

步长为 0.1，在域宽为 0.5 的区间上取一系列粘滞系数值，作出模型所述重物运

动的轨迹并与观察数据所描的轨迹比较，利用择优法，找出较优的粘滞系数值，

取其均值作为通用模型的粘滞系数值，并把模型中水的深度等参数改为任意值，

使该模型更具有通用性。 

针对问题三，对模型进行稳态误差分析，分析模型参数的微小扰动对模型的

影响来研究模型的误差限，用均值误差度量模型与观测值之间的误差，进而说明

该模型的合理性，并利用该方程求出在何处投出重物使其在最有效位置触底。 

针对问题四，利用相关准则分析所建模型能否应用到真实情况中，并由题给

数据进行试算。 

在本文建立该模型时没有考虑重物入水时激起的水波、空泡等对其运动过程

的影响。为了使模型更精确地符合实际现象，在模型评价时采用了偏微分方程模

型描述该现象。 
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与封堵溃口有关的重物落水后运动过程 

一 问题重述 

1.1 背景分析 

我国经常发生洪水，溃坝溃堤进而引发泥石流灾害造成国家和人民生命财产

的严重损失。历年来的洪灾，尤其是最近的溃坝、泥石流险情给了我们深刻的教

训：必须有效地开展封堵溃口的研究。由于溃口水流的流量和速度会比较大，在

通常情况下很难在短时间之内将溃口彻底封堵，但如果通过投放重物对尚存的坝

体产生一定的保护作用，就可以延缓溃坝溃堤的过程，为人民群众的撤离争取更

多的时间。 

利用直升飞机投放堵口组件，不仅能显著提高溃口抢险的快速反应能力，而

且容易解决溃口交通不便、堵口物资缺乏等问题。 

显然，投入溃口的重物落水后受到溃口水流的作用会向下游漂移。为了使封

堵用的重物落水后能够沉底到、并保持在预想的位置，尽可能减少无效投放，必

须掌握重物落水后的运动过程，在预定沉底位置的上游一定距离投放达到一定体

积和重量的重物。由于溃坝溃堤的高度危害性、不可重复性和经济损失过大，肯

定无法通过相关实物试验去研究封堵用重物落在溃口后的运动过程，而只能先通

过理论分析和小型试验获取相关数据的方法进行研究，特别后者具有客观、经费

省、风险小、时间短、易重复、条件可以改变等优点。 

1.2 有关情况 

由于具体情况不同，溃口的纵、横断面千差万别，而且都不是规则的矩形、

梯形或 V字形；溃口的底面也都不是水平或具有稳定斜率的平面，粗糙度各异；

溃口各部分的流速分布肯定也是不均匀的；更值得注意的是，溃口形状和大小一

般是不断变化的，流速、流量也随着水位和溃口形状的变化而变化。由于往往是

就地取材，封堵用重物的形状、大小千变万化；重量、体积、面积各不相同，不

可能一模一样。虽然它们都影响封堵用重物落在溃口后的运动过程和沉底后状

况，但在研究前期，无论理论分析或者小型试验获取相关数据的方法都不应该考

虑上述全部因素，否则只能是欲速则不达。只有在简单情况下，通过固定大多数

因素、条件，只让少数因素发挥作用，才能发现事物内部的规律，揭示问题的本

质。为此我们这里暂不考虑重物沉底后的稳定性，只探索重物落水后的运动规律。 

即便如此，理论分析和小型试验获取相关数据的方法也无法穷尽所有的情况，做

到面面俱到。所以我们设计的小型试验先选取十种重物形状、四种不同速度的稳

定水流、在三种不同的高度多次重复进行投放试验，从大量数据的分析中发现重

物在水中运动的规律，同时为机理模型的建立提供思路及检验模型用的数据。 

在理论分析和小型试验数据分析的基础上，我们将根据水力学已经有的方法

进行推广，同时变动试验的条件和物理、几何等参数再进行新试验。一方面可以

补充原来方案的不足，另一方面使新试验更接近真实情况，验证我们已经发现的

“疑似规律”和建立的数学模型，并加以改进和推广。在进一步总结后再将改进

后的试验方法、手段包括测试方案、数据采集、数学模型,推广应用到野外中试

验，在获得成功并掌握重物在水中运动的规律后才能够最终应用于实际抢险行

动。 

1.3 问题提出 

初步分析题目可知，我们需要解决以下问题： 
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1、以附图 1 中各单件试件为例，分析影响重物在水中运动过程的因素，并

建立大实心方砖落水后运动过程的数学模型。 

2、利用小型试验数据或相关数学、物理方法，建立包含上述各种因素，从

而能够适应不同情况的、描述重物水中运动过程的数学模型。 

3、对所建立的数学模型进行误差分析，利用相关的数学、物理概念、小型

试验数据，验证所建立的数学模型的合理性，并根据数学模型提出让堵口重物恰

好在最有效位置触底的猜想和应该进行哪些新试验来验证猜想。 

4、由于水流运动非常复杂，至今一些水流现象还无法从小型试验得到，因

此小型试验的结论不能任意推广到真实情况。水力学理论研究的结论是：小型试

验的流动与真实情况的流动具有一定的相似性时，小型试验的结果方可用到原型

中去。根据建立的数学模型，查阅相关资料，简要回答以下两个问题。 

（1）本题所提及的小型试验满足了什么相似准则？如何依据相似准则将本

试验及建立的数学模型的成果加以推广，对未来需要进行的试验和研究工作提出

建议。 

（2）假定溃口几何形状及水流速度与小型试验相似，溃口水深分别为3m和

4m，溃口流速为 4 /m s和5 /m s，若重物重量为1.5t，根据建立的数学模型求解

距离水面 2m投放重物时，应分别提前多远投放才能使重物沉底到预定位置？ 

 

二 模型假设 

假设如下： 

（1）物体在水中运动过程进行受力分析时看成质点，不考虑其体积与形状。 

（2）水域是均匀液体，具有稳定速度。 

（3）重物落水时只有垂直于水平方向的速度，没有其它方向的初速度。 

（4）重物在水中的运动轨迹经过玻璃水槽到摄像机的过程中不考虑光在玻

璃水槽和水中的折射问题。 

（5）不考虑重物入水时激起的水波、空泡等因素。 
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三 符号定义与说明 

g  9.8 2/m s  重力加速度 

    m  重物的质量 

  重物的体积 

w  水的密度 

( , )x yv v  重物的速度 ( , )x yv v  

0( ,0)v  水流的速度 

1k  水流在水平方向上的阻力系数 

2k  水流在竖直方向上的阻力系数 

h  重物被投时距离水面的高度 

mgG   重物的重力 

 gF w浮  重物在水中受的浮力 

2
2 yyy vskF   物体在竖直方向上受的阻力 

dt

dv
mF

y

fy 附  重物在竖直方向上受的附加质量力 

2
01 )( xxx vvskF   重物在水平方向上受到的推力 

dt

dv
mF x

fx 附  重物在水平方向上受到的附加质量力 

f wm g   重物落入水中时所负载的附加质量 

1(0, )v  重物刚接触水界面的速度 

2(0, )v  重物刚离开水界面的速度 

dC  水的粘滞系数 

x ys s、  
物体分别在水平、竖直方向与水接

触的有效面积 
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四 影响因素分析与数学模型建立 

4.1 影响重物水中运动过程的因素分析 

先利用软件对所给的数据预处理，即剔去较为不合理的数据，利用Matlab 编

程(程序见附录)进行描点，得到不同情况下重物在水中的运动轨迹图像。并将结

果中的观测数据分为四类：不同形状重物在相同投放方式下的运动轨迹（图4-1）、

大实心方砖在高度为0 cm的不同水流初速度下的运动轨迹（图4-2）、大实心方

砖在高度为0 cm的不同投放方式下的运动轨迹（图4-3）和大实心方砖在同一投

放方式下不同投放高度的运动轨迹（图4-4）。 

 

图4-1  不同形状重物在高度为0cm、水流初速度为34 scm / 、 

        平放下的运动轨迹（横坐标和纵坐标的单位为cm） 

 

图4-2  大实心方砖在高度为0cm、平放、不同水流初速度下的运动轨迹 
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图4-3  大实心方砖在高度为0cm、水流初速度为34 scm / 的不同投放方式的运动轨迹 

 

图 4-4 大实心方砖在平放、水流初速度为 34 scm / 的不同投放高度下的运动轨迹 

 

根据以上四幅图像以及相关参考资料分析，影响重物在水中运动过程的因素

主要有： 

（1）重物的投放方式：影响重物落水后物体与水流的接触面积的大小。 

（2）重物的投放高度：影响重物进入水面时竖直方向上的速度大小。 

（3）水流的水平初速度：影响重物在水平方向的粘滞力的大小。 

（4）重物的形状：影响重物在水中运动时与水流的接触面积的大小。 

4.2 以大实心方砖为例建立数学模型 

4.2.1 模型建立 

首先建立坐标系，以水流方向为 x轴，以从物体投放位置向 x轴做垂线记为

y轴，其交点为坐标原点o，根据实验玻璃水槽类型，选取从坐标原点出发垂直
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于 xoy平面的直线为 z轴，根据题意和实验数据分析，本题只考虑重物在水中运

动过程时 xoy平面投影上的横坐标和纵坐标的变化，在实际应用中，例如在直升

飞机投放堵口组件时，组件可能会有一个与 x轴方向有一定夹角 的初速度，这

时就需要考虑 yoz平面上的坐标变化，由于实验条件限制，本题中不予考虑。对

重物在水中运动时进行受力分析
[1]
（以大实心方砖平放为例），如图 4-5 所示： 

 

图 4-5  大实心方砖在水中的受力分析图 

 

物体进入水界面的瞬间动量守恒，利用动量守恒定律有： 

1 2( )fmv m m v  ， 

2 2
f

m
v gh

m m
 


。 

根据受力分析，应用牛顿第二定律得物体在水中的运动模型如下： 

在 x轴方向：                附xxx FFma   ，                    

                            

即               2
1 0( )x x

x x f

dv dv
m k s v v m

dt dt
    ，            

利用分离变量法解得 

              1
1

0

1 x

x f

k s
t c

v v m m
 

 
，其中 1c 为常数，           
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 由于            
0

( ) 0x t
v t


 ， 解得 1c = 

0

1

v
，             

所以                
0

0

1 0

( )
( )

f

x

x f

v m m
v t v

k v s t m m


 

 
 。                 （4.1） 

对（4.1）式积分得并利用初始条件
0

( ) 0
t

x t

 ，得 

0 1 0

1

( ) ln( ) ln( )
f f

x f f

x x

m m m m
x t v t k s v t m m m m

ks k s

 
           （4.2） 

其中 xs 为物体在水平方向与水接触的有效面积。 

在 y轴方向：  

2
2

20
2

y y

w y y f

y t
f

dv dv
m mg g k s v m

dt dt

m
v v gh

m m

 




    



   



 ，           （4.3） 

对(4.3)的第一个等式进行分离变量得 

2 2( )y yAdv v B dt    ，                 （4.4） 

令
2

f

y

m m
A

k s


 , 2

2

w

y

mg g
B

k s

 
 ，其中 ys 为物体在竖直方向与水接触的有效

面积。 

（1）当 ( )yv t B  时，物体的速度为一常数，物体触底时间：
d

t
B

 。 

当 ( )yv t B  时，实验物体在水中的运动过程的方程为： 

0 1 0

1 1

0

0

( ) ln( ) ln( )

( ) 0.275

( ) 0

( ) 0.275

f f

x f f

x x

t

t

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

y t Bt

x t

y t





 
     


  
 

 

， [0, ]t b  

2
0 1

2
1 0

( )
( )

( )

( ) 0

x f

x

x f

y

v k s m m
a t

k s v t m m

a t

 


 
 

。 

由此分析得物体在水中运动时速度的变化率越来越小，当水域的宽度和深度

为无限大时，物体则在水中做匀速运动，即 0lim( ( ), ( )) ( , )x y
t

v t v t v B


  。 
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物体从接触水面到物体触底的过程中，物体竖直方向上的速度的大小是增大

的，但增加的速率愈来愈小的，在考虑 ( )yv t 与 B 的关系时只需考虑 2v 与 B 的

关系，所以分下面两种情况分别进行讨论： 

（2）当 2v B  时，（4.4）式可以化为：
2 2 y

y

A
dv dt

v B



 

解得             

2

4
2

4

1
( )

1

Bt
A

y Bt
A

c e
v t B

c e


 


,其中 2

4

2

v B
c

v B

 



。         （4.5） 

将（4.5）式在[0, ]t 上积分，得 

0 0
( )

tt

yy t v dt  = 
2

4
20

4

1

1

Bt
At

Bt
A

c e
B dt

c e





 ， 

     

令
2Bt

Az e ，所以     
22 2Bt

A
B B

dz e dt zdt
A A

  ，  

     
2

4 4( ) 0.275 ln(1 ) ln(1 )
Bt

Ay t Bt A c e A c                      

下面考虑物体接触地面的时间： 

当物体触底时    
2

4 4( ) 0.275 ln(1 ) ln(1 ) 0
Bt

Ay t Bt A c e A c       ， 

解得时间为： 

0.275 0.275
2

4 4 4

4

(1 ) [(1 ) ] 4

2

A A

d

c e c e c

c

   
  ， lnd d

A
t

B
  。    

此时刻对应水平方向的位移为： 

0 1 0

1 1

( ) ln( ) ln( )
f f

d d x d f f

x x

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

 
      。   

物体触底时物体的位移为： ( ( ), ( )) ( ( ),0)d d dx t y t x t 。 

当 2v B  时，实验物体在水中的运动过程的方程为： 

    

0 1 0

1 1

2

4 4

0

0

( ) ln( ) ln( )

( ) 0.275 ln(1 ) ln(1 )

( ) 0

( ) 0.275

f f

x f f

x x

Bt
A

t

t

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

y t Bt A c e A c

x t

y t





 
     




     
 
 

， [0, ]dt t  
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0

0

1 0

2

4
2

4

0

20

( )
( )

1
( )

1

t 0

( )

f

x

x f

Bt
A

y Bt
A

x t

y t

v m m
v t v

k v s t m m

c e
v t B

c e

v

v t v






 

 


  


 

 


（ ）

， [0, ]dt t                       （4.6） 

根据（4.6）式求得物体在坐标轴方向的加速度 ( , )x ya a 为： 

2
0 1

2
1 0

2

4
2

2
4

( )
( )

( )

4
( )

(1 )

x f

x

x f

Bt
A

y Bt
A

v k s m m
a t

k s v t m m

c eB
a t

A c e

 


 



 



， 

由此分析得出物体在水中运动时速度的变化率越来越小，当水域的宽度和深度为

无限大时，物体最终在水中做匀速运动，即 0lim( ( ), ( )) ( , )x y
t

v t v t v B


  。 

（3）当 2v B  时， 

解（4.4）得 4

4

2
'

2
'

1
( )

1

Bt
A

y Bt
A

e c
v t B

e c


 


，其中

4

' 2

2

v B
c

v B





           （4.7） 

式（4.7）在[0, ]t 上积分 

0 0
( )

tt

yy t v dt   4

4

2
'

20 '

1

1

Bt
A

t

Bt
A

e c
B dt

e c


 


  

解得             
4 4

2
' '( ) 0.275 ln( 1) ln( 1)

Bt
Ay t Bt A c e A c                

当物体触底时
4 4

2
' '( ) 0.275 ln( 1) ln( 1) 0

Bt
Ay t Bt A c e A c       ，  

解得时间为： 

 
Bt

Ae = 4

0.275 0.275
' ' 2 '
4 4'

'
4

( 1) [( 1) ] 4

2d

A Ac e c e c

c

   
  ， ' 'ln

d d

A
t

B
         （4.8） 

此时刻对应水平方向的位移为： 

' '
0 1 0

1 1

( ) ln( ) ln( )
d

f f

d d x f f

x x

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

 
             （4.9）  

物体触底时物体的位移为： ' ' '( ( ), ( )) ( ( ),0)d d dx t y t x t 。 
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当 2v B  时，物体在水中的运动过程方程为： 

4 4

0 1 0

1 1

2
' '

0

0

( ) ln( ) ln( )

( ) 0.275 ln( 1) ln( 1)

( ) 0

( ) 0.275

f f

x f f

x x

Bt
A

t

t

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

y t Bt A c e A c

x t

y t





 
     




     



 

， '[0, ]dt t  

4

4

0

0

1 0

2
'

2
'

0

20

( )
( )

1
( )

1

t 0

( )

f

x

x f

Bt
A

y Bt
A

x t

y t

v m m
v t v

k v s t m m

e c
v t B

e c

v

v t v






   


  


 
 


（ ）

， '[0, ]
d

t t                        （5.0） 

根据（5.0）式求得物体在坐标轴方向的加速度 ( , )x ya a 为 

4

4

2
0 1

2
1 0

2
'

2
' 2

( )
( )

( )

4
( )

(1 )

x f

x

x f

Bt
A

y Bt
A

v k s m m
a t

k s v t m m

c eB
a t

A c e

 


 



 


                       

分析得物体在水中运动时速度的变化率越来越小，当水域的宽度和深度为无限大

时，物体最终在水中做匀速运动，即 0lim( ( ), ( )) ( , )x y
t

v t v t v B


  。 

综上所述从理论上分析所建立的模型符合实际。 

4.2.2 数据的预处理与粘滞系数 

以大实心方砖的小型试验数据为例，在试验模型建立的过程中，由于物体被

看成质点，在水平方向上的实际位移与小型试验中实际观测到水平位移 cx 的差为

物体被投时其重心离 y轴的距离 gs ，称 gs 为水平位移的修正值，在利用程序作图

时需要对观测数据进行处理即对水平方向上的位移减去 gs 。 

在本实验中水流在坐标轴方向上粘滞系数不同，记水平方向的水的阻力系数

1

1

2
w dk C ，根据美国联邦公路管理委员会（FHWA）[3]的相关试验，分析可得竖

直方向的水的阻力系数 2

0

1 1

2
w dk C

v
 ， dC 为水的粘滞系数。根据美国联邦公路
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管理委员会（FHWA）采用水流作用实际面积的计算值，推荐 [2.0, 2.2]dC  一常数，

在本次试验中考虑水的密度的不确定性，为了使模型更精确，我们取 1k 的经验范

围为[950,1200]，为此我们取 1 1100k  和 1
2

0

k
k

v
 ，对大实心方块通过不同的投放

方式，不同的水速，不同的高度投放时，通过所建立的数学模型作出对应的运动

轨迹图形，应用 Matlab 根据小型试验数据对上述对应状态进行描点作出图像，

图形的对比如下面一系列图所示。 

 

0 34 /v cm s                                      0 40 /v cm s  

 

0 47 /v cm s                                       0 55 /v cm s  

 

图 4-6 大实心方砖在高度为零、平放、不同水流初速度下 

x、 y随时间变化的曲线  
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0h cm                                   5h cm  

 

12h cm  

图 4-7 大实心方砖在水流初速度为 34 /cm s、平放、不同高度下 

x、 y随时间变化的曲线 

 

立放                                          平放 
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   竖放 

图 4-8  大实心方砖在水流初速度为 34 /cm s、高度为 0、不同投放方式下 

x、 y随时间变化的曲线 

 

图 4-9  大实心方砖在水流初速度为 34 /cm s、平放、高度为 0下 

x、 y分别随时间变化的曲线 

 通过观测图形可得我们所采用的 1 1100k  、 1
2

0

k
k

v
 和所建立的数学模型适

合大实心方块模型在水中的运动过程。 

 

五 确定最优 1k 、 2k ，建立通用数学模型 

5.1 利用小型试验数据确定最优 1k 、 2k   

为了得到适用于一般重物的数学模型，需对水的阻力系数进行调整，所以我

们需对不同的阻力系数验证效果，验证效果的方法与问题一中应用的方法一致，

为确定最优的 1k 、 2k ，我们采用择优法。 

以问题一中利用的经验阻尼系数值 1 1100k  ，取 1k 的经验范围为[950,1200]，
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采用步长 50，在区间内变化，利用 Matlab 作出不同情况下不同阻力系数的图形

（见图 5-1 - 5-10），并与通过附表数据描点所得图形进行比较，根据图形取出

每个图形中使曲线比较符合实际观测值的粘滞系数 dC ，并把较优粘滞系数求和，

并求其算术平均值 dC 。 

 

图 5-1  较优粘滞系数为 2.2dC  、 2.3dC  和 2.4dC   

 

图 5-2  较优粘滞系数为 2.2dC  、 2.3dC  和 2.4dC   
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图 5-3  较优粘滞系数为 1.9dC  、 2.0dC  和 2.1dC   

 

图 5-4  较优粘滞系数为 2.3dC  、 2.4dC   

 

图 5-5  较优粘滞系数为 2.0dC  、 2.1dC  、 2.2dC  和 2.3dC   
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图 5-6  较优粘滞系数为 1.9dC  、 2.0dC   

 

图 5-7  较优粘滞系数为 1.9dC  、 2.0dC   

 

图 5-8  较优粘滞系数为 1.9dC   
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图 5-9  较优粘滞系数为 1.9dC  、 2.0dC  和 2.1dC   

 

图 5-10 较优粘滞系数为 1.9dC  和 2.0dC   

根据曲线的结果，从十个图形中找出较优粘滞系数 25 个，如下: 

2.2、2.3、2.4、2.2、2.3、2.4、1.9、2.0、2.1、2.3、2.4、2.0、2.1、 

2.2、2.3、1.9、2.0、1.9、2.0、1.9、1.9、2.0、2.1、1.9、2.0， 

取算术平均值得 2.1dC  。 

5.2 建立适用于不同情况下不同重物落水后运动过程的数学模型 

大多数情况下，我们认为水的密度为 31000 /kg m ，利用上述方法求得水的平

均粘滞系数 2.1dC  ，我们可以得到水平方向的阻力系数和竖直方向的阻力系数

分别为： 1 1050k  ，
1

2

0

k
k

v
 。根据问题一所建立的模型，对于不同深度d 我们可

以得到适用于不同情况的重物落水后的运动方程为： 
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（1）当 2v B  时 

0 1 0

1 1

2

4 4

0

0

( ) ln( ) ln( )

( ) ln(1 ) ln(1 )

( ) 0

( )

f f

x f f

x x

Bt
A

t

t

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

y t d Bt A c e A c

x t

y t d





 
     




     



 

， 

其中
2

f

y

m m
A

k s


 ， 2

2

w

y

mg g
B

k s

 
 ， 2

4

2

v B
c

v B

 



，其中 d 在所做的小实验中的

值为 0.275d  。 

 (2) 当 2v B  时 

4 4

0 1 0

1 1

2
' '

0

0

( ) ln( ) ln( )

( ) ln( 1) ln( 1)

( ) 0

( )

f f

x f f

x x

Bt
A

t

t

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

y t d Bt A c e A c

x t

y t d





 
     




     



 

， 

其中
2

f

y

m m
A

k s


 ， 2

2

w

y

mg g
B

k s

 
 ，

4

' 2

2

v B
c

v B





，其中d 在所做的小实验中的值

为 0.275d  。 

(3) 当 2v B  时 

0 1 0

1 1

0

0

( ) ln( ) ln( )

( )

( ) 0

( )

f f

x f f

x x

t

t

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

y t d Bt

x t

y t d





 
     


  
 

 

， 

其中 d 在所做的小实验中的值为 0.275d  。 

 

六 模型的误差分析与检验模型的合理性 

6.1 建立数学模型的误差分析 

因为在建立模型把主要的因素考虑进去，这些因素对模型的影响体现在微分

方程中则为参数变量的微小扰动对对微分方程的影响，可以得到数学模型的误差

限。 

所建数学模型具有以下几个参数变量，先对其参数进行误差分析
【4】

，然后求
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出所建数学模型的误差限W ，之后再求出所建模型与观测数据的误差 R，如果

R W , 则所建数学模型具有合理性。                        

  （1） f wm g  ,分析得 fm 的误差源为  ， 

6 '10f w wm g g m          . 

（2）
2

f

y

m m
A

k s


 ，由此可分析 A的误差源为 ys ， fm ，因此 

2
2 2

1 f

f y

y y

m m
A m s

k s k s


     ' 4

2
2 2

1
( 10 ) max{ , }

f

y y

m m
m a

k s k s




    ， 

其中 410ys
  。 

（3）
2

B= w

y

mg g

k s

 
，由此可分析得B的误差源为 ys ，所以 

y

y

B
B s

s


  


2

1 1

2
w

y

yy

mg g
s

sk s

 
  4

2

1
0.5 10 w

yy

mg g
b

sk s

  
    。 

（4） 2 2
f

m
v gh

m m
 


，分析得 2v 的误差源为 fm  

2 2

' 2

2

2
max{ , } ( )

( ) ( ) 8

2
max{ , } ( 10 )

( ) ( ) 8

f

f f

f f

m gh m
v m h

m m m m gh

m gh m
m e

m m m m gh



     
 

   
 

，其中 210h    

（5）（i）当 2v B  时, 2
4

2

v B
c

v B

 



  

         物体触底时 
2

4 4( ) 0.275 ln(1 ) ln(1 ) 0
Bt

Ay t Bt A c e A c       ，      

     

解得时间为： 令

0.275 0.275
2

4 4 4

4

(1 ) [(1 ) ] 4

2

A A

d

c e c e c

c

   
   

lnd d

A
t

B
  ， 

2

4 4( ) 0.275 ln(1 ) ln(1 )
Bt

Ay t Bt A c e A c      ，分析得 ( )y t 的误差源为

B 、 A ，所以 
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[0, ]

2 2
2

4 4
4 4 12 2

4 4

2 2
( ) max { , ln(1 ) ln(1 )} [ ]

1 (1 )
t td

Bt Bt
A ABt

A
Bt Bt

A A

tc e Btc e
y t t c e c b a F

c e A c e


          
 

 0 1 0

1 1

( ) ln( ) ln( )
f f

x f f

x x

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

 
      ，分析得 ( )x t 的误差

源为 fm 、 xs ，所以 

0
[0, ]

1 1 0 1 0

1
( ) ( ) max { ln ,

d

f

f x t t

x x f x f

m m v t
x t m s

k s k s v t m m k s v t m m



      

   
 

1 0 0

2
1 1 0

( )
ln }

( )

f x f f

fx x x f

m m k s v t m m v t m m

m mk s s k s v t m m

   


  
 

      
[0, ]

' 6 0

1 1 0 1 0

1
[ 10 ] max { ln ,

t td

f

x x f x f

m m v t
m

k s k s v t m m k s v t m m




   
   

 

          
1 0 0

2
1 1 0

( )
ln }

( )

f x f f

fx x x f

m m k s v t m m v t m m

m mk s s k s v t m m

   


  
1E ， 410xs

  ， 

所以此时模型的误差限为 1 1 1max{ , }W E F 。 

(ii) 当 2v B  时, 
4

' 2

2

v B
c

v B





 

物体触底时
4 4

2
' '( ) 0.275 ln( ) ln( 1) 0

Bt
Ay t Bt A c e A c       ， 

解得时间为：令
Bt

Ae = 4 4 4

4

0.275 0.275
' 1 2 '

'

'

( 1) [( 1) ] 4

2d

A Ac e c e c

c

   
  ， ' 'ln

d d

A
t

B
  。 

2
' '

4 4( ) 0.275 ln( 1 ) ln( 1 )
Bt

Ay t Bt A c e A c        ，分析得 ( )y t 的误差源为

B 、 A ，所以 

4 4

' 4 4[0, ]

4 4

2 2
1 1

2
1 1

22 2
1 1

2 2
( ) max { , ln( 1 ) ln( 1 )} [ ]

1 ( 1 )t td

Bt Bt
A A

Bt
A

Bt Bt
A A

tc e Btc e
y t t c e c b a F

c e A c e

           
  

    0 1 0

1 1

( ) ln( ) ln( )
f f

x f f

x x

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

 
      ，分析得 ( )x t 的误差

源为 fm 、 xs ，所以 
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'

0

[0, ]
1 1 0 1 0

1
( ) ( ) max { ln ,

d

f

f x t t
x x f x f

m m v t
x t m s

k s k s v t m m k s v t m m


      

   
 

1 0 0

2
1 1 0

( )
ln }

( )

f x f f

fx x x f

m m k s v t m m v t m m

m mk s s k s v t m m

   


  
 

  
[0, ]

' 6 0

1 1 0 1 0

1
[ 10 ] max { ln ,

t td

f

x x f x f

m m v t
m

k s k s v t m m k s v t m m




  
   

  

1 0 0

2
1 1 0

( )
ln }

( )

f x f f

fx x x f

m m k s v t m m v t m m

m mk s s k s v t m m

   


  
 

2E ，其中 410xs
   

所以此时模型的误差限为 1 2 2max{ , }W E F 。 

(iii) 当 2v B  时,  

( ) 0.275y t Bt  ,分析得 ( )y t 的误差源为 B  

3( )
d

y t b F
B

    

0 1 0

1 1

( ) ln( ) ln( )
f f

x f f

x x

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

 
      ，分析得 ( )x t 的误差

源为 fm 、 xs ，所以 

0

[0, ]
1 1 0 1 0

1
( ) ( ) max { ln ,f

f x d
t

B x x f x f

m m v t
x t m s

k s k s v t m m k s v t m m


      

   
 

1 0 0

2
1 1 0

( )
ln }

( )

f x f f

fx x x f

m m k s v t m m v t m m

m mk s s k s v t m m

   


  
 

[0, ]

' 4 0

1 1 0 1 0

1
[ 10 ] max { ln ,

t td

f

x x f x f

m m v t
m

k s k s v t m m k s v t m m




   
   

 

1 0 0

2
1 1 0

( )
ln }

( )

f x f f

fx x x f

m m k s v t m m v t m m

m mk s s k s v t m m

   


  
 

3E ，其中， 410xs
  ， 

所以此时模型的误差限为 3 3 3max{ , }W E F 。 

利用 C++语言设计程序，可以求得 1 0.0361759W  ， 2 0.0372965W  ，
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3 0.0301973W  ，综上所述模型的误差限 1 2 3max{ , , } 0.0372965W W W W  。 

6.2 验证数学模型 

根据观测到的数据 ( ( ), ( ))n n
c n c nx t y t 与 ( ( ), ( ))n nx t y t 的均方误差，来检验所建模型

的合理性。 

试验中观测到的坐标记为 1 1
1 1( ( ), ( )), ( ( ), ( ))n n

c c c n c nx t y t x t y t ，其中 n表示观测到

的第n个数据。 

（i）当 2v B  时, 2
4

2

v B
c

v B

 



 

根据：
2

1
1 4 4( ) 0.275 ln(1 ) ln(1 )

Bt
A

cy t Bt A c e A c      ， 

令
1Bt
Ae =

1 1
1 10.275 ( ) 0.275 ( )

2
4 4 4

4

(1 ) [(1 ) ] 4

2

c cy t y t

A Ac e c e c

c

 

   
  ， 

解得 1 ln
A

t
B

 ， 0.04( 1)nt n  ，其中
2

f

y

m m
A

k s


 ， 2

2

w

y

mg g
B

k s

 
 ， 2

4

2

v B
c

v B

 



。 

根据下面的方程组解得所建模型对应观测时刻的位移 ( ( ), ( ))i i
i ix t y t  

0 1 0

1 1

2

4 4

0

0

( ) ln( ) ln( )

( ) 0.275 ln(1 ) ln(1 )

( ) 0

( ) 0.275

f f

x f f

x x

Bt
A

t

t

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

y t Bt A c e A c

x t

y t





 
     




     



 

 

利用下式表示根据模型所得 ( ( ), ( ))x t y t 与观测数据 ( ( ), ( ))c cx t y t 的误差 1R ， 

2 2

1
1

( ( ) ( ) ( ) ( ) )
n

i i i i
i c i i c i

i

x t x t y t y t

R
n



  




。 

(ii) 当 2v B  时, 1 2
4

2

v B
c

v B

 

 

 

'
1

1 4 4

2
1 ' ' '( ) 0.275 ln( 1 ) ln( 1 )

Bt
A

cy t Bt A c e A c        ， 

令

'
1

Bt
Ae =

1 ' 1 '

1 1

4 4 4

4

0.275 ( ) 0.275 ( )

' ' 2 '

'

'

( 1 ) [( 1 ) ] 4

2

c cy t y t

A Ac e c e c

c

 

     
  ，

1

' 'ln
A

t
B

   
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根据下面的方程组解得所建模型对应观测时刻的位移 ' '( ( ), ( ))
n n

n nx t y t  

0 1 0

1 1

2
' '

4 4

0

0

( ) ln( ) ln( )

( ) 0.275 ln( 1 ) ln( 1 )

( ) 0

( ) 0.275

f f

x f f

x x

Bt
A

t

t

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

y t Bt A c e A c

x t

y t





 
     




       



 

     ，    

其中
2

f

y

m m
A

k s


 ， 2

2

w

y

mg g
B

k s

 
 ，

4

' 2

2

v B
c

v B

 

 

。 

利用下式表示根据模型所得 ' '( ( ), ( ))x t y t 与观测数据 ' '( ( ), ( ))c cx t y t 的误差 2R ， 

2 2
' ' ' '

1
2

( ( ) ( ) ( ) ( ) )
i i i i

n
i i i i

c c
i

x t x t y t y t

R
n



  




 

(iii) 当 2v B  时, 1

1 '

'
1

0.275 ( )
c
y t

t
B


 。 

根据下面的方程组解得所建模型对应观测时刻的位移 '' ''( ( ), ( ))
i i

i ix t y t  

0 1 0

1 1

0

0

( ) ln( ) ln( )

( ) 0.275

( ) 0

( ) 0.275

f f

x f f

x x

t

t

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

y t Bt

x t

y t





 
     


  
 

 

 

我们利用下式表示根据模型所得 ( ( ), ( ))x t y t 与观测数据 ( ( ), ( ))c cx t y t 的误差 3R ， 

2 2
'' '' '' ''

1
3

( ( ) ( ) ( ) ( ) )
i i i i

n
i i i i

c c
i

x t x t y t y t

R
n



  




 

 1 2 3max , ,R R R R 为所建模型与观测数据的均方误差。若W R ，则说明建

立的数学模型合理。 

随机选取了大实心方砖为例通过计算机得到的关于 1 2 3( , , )W W W  和 ' ''( , , )R R R

的情况如表 1-1、1-2，有表中数据可知 0.006747R  ， 0.0372965W  ，显然W R ，

模型是合理的，其它试件的计算数据详见附表。 
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表 1-1  大实心方砖均方误差 

速度 投放方式 
高度 

0 0.05 1.12 

0.34 

平放 0.001566 0.002107 0.002113 

立放 0.001302 0.001063 0.001523 

竖放 0.001439 0.001882 0.002859 

0.4 

平放 0.002431 0.001359 0.002075 

立放 0.002182 0.001 0.001126 

竖放 0.005259 0.001748 0.002544 

0.47 

平放 0.002524 0.001349 0.001998 

立放 0.002448 0.000835 0.001732 

竖放 0.002222 0.001784 0.002945 

0.55 

平放 0.004984 0.003018 0.002924 

立放 0.00245 0.001281 0.001298 

竖放 0.006747 0.001623 0.002739 

 

表 1-2  大实心方砖稳态误差 

速度 
投放

方式 

高度 

0 0.02 1.12 

0.34 

平放 (0.0106868,0.0251363) (0.0164187,0.0343819) (0.0161273,0.0321065) 

立放 (0.0195204,0.0361759) (0.0239937,0.0372965) (0.0226749,0.0301973) 

竖放 (0.0253688,0.0329123) (0.0327531,0.0372965) (0.0371483,0.0301973) 

0.4 

平放 (0.0125643,0.0151363) (0.0184703,0.0343819) (0.0178628,0.0321065) 

立放 (0.0212572,0.0104541) (0.0302171,0.0372965) (0.0335154,0.0301973) 

竖放 (0.0367399,0.0371545) (0.0326786,0.0372965) (0.0348264,0.0301973) 

0.47 

平放 (0.0100321,0.0271545) (0.0106853,0.0343819) (0.0191493,0.0321065) 

立放 (0.0255497,0.0314116) (0.0275107,0.0372965) (0.0241475,0.0301973) 

竖放 (0.0352668,0.0271545) (0.0351183,0.0372965) (0.0262096,0.0301973) 

0.55 

平放 (0.0126554,0.0271545) (0.0132803,0.0343819) (0.0123602,0.0321065) 

立放 (0.0251034,0.0278484) (0.0245935,0.0372965) (0.0150564,0.0301973) 

竖放 (0.028477,0.0261759) (0.0270181,0.0372965) (0.0178756,0.0301973) 

  

6.3  根据模型找出最有效触底位置   

根据我们的数学模型让堵口重物恰好在最有效位置触底的理想猜想点为： 

（i）当 2v B  时, 2
4

2

v B
c

v B

 



, 
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0 1 0

1 1

2

4 4

0

0

( ) ln( ) ln( )

( ) ln(1 ) ln(1 )

( ) 0

( )

f f

x f f

x x

Bt
A

t

t

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

y t d Bt A c e A c

x t

y t d





 
     




     



 

， 

令           
2

4 4 4

4

(1 ) [(1 ) ] 4

2

d

d d

A ABt
A

d

c e c e c
e

c

   
   ， 

 解得                    lnd d

A
t

B
  ， 

则 0 1 0

1 1

( ) ln( ) ln( )
f f

d d d x d f f

x x

m m m m
x x t v t k s v t m m m m

k s k s

 
       。 

即需在离最有效位置触底的水平距离为 dx ，且满足
2 2

2

( )

2

fB m m
h

gm


 的位置

投放物体才能够在最有效位置触底。 

(ii) 当 2v B  时, 
4

' 2

2

v B
c

v B

 

 

 

根据下述方程组可解得触底的时间 '
dt ： 

0 1 0

1 1

2
' '

4 4

0

0

( ) ln( ) ln( )

( ) ln( 1 ) ln( 1 )

( ) 0

( )

f f

x f f

x x

Bt
A

t

t

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

y t d Bt A c e A c

x t

y t d





 
     




       



 

， 

其中
2

f

y

m m
A

k s


 ， 2

2

w

y

mg g
B

k s

 
 ，

4

' 2

2

v B
c

v B

 

 

 

令  
'

4 4 4

4

' ' 2 '

'

'

( 1 ) [( 1 ) ] 4

2

d

d

d d

A ABt
A

c e c e c
e

c

     
   ， 

解得               ' 'ln
d d

A
t

B
  。 

要想在最有效位置触底，需满足： 

' ' ' '
0 1 0

1 1

( ) ln( ) ln( )
f f

d d d x d f f

x x

m m m m
x x t v t k s v t m m m m

k s k s

 
        
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即需离最有效位置触底的水平距离为 '

d
x ，且满足

2 2

2

( )

2

fB m m
h

gm


 的位置投放物

体才能够在最有效位置触底。 

(iii) 当 2v B  时 

0 1 0

1 1

0

0

( ) ln( ) ln( )

( )

( ) 0

( )

f f

x f f

x x

t

t

m m m m
x t v t k s v t m m m m

k s k s

y t d Bt

x t

y t d





 
     


  
 

 

 

解得触底时的时间为：         
d

t
B

 ， 

'
0 1 0

1 1

ln( ) ln( )
d

f f

x f f

x x

m m m md d
x v k s v m m m m

B k s B k s

 
       

即需在水平位移为 ' ' '
0 1 0

1 1

ln( ) ln( )
f f

d d x d f f

x x

m m m m
x v t k s v t m m m m

k s k s

 
      ， 

且满足
2 2

2

( )

2

fB m m
h

gm


 时投放物体才能够在最有效的地点触底。 

我们可以通过以下几种新试验来验证上述猜想： 

（1）分别对 2v B  ， 2v B  ， 2v B  的三种情况进行一个测试试验，测

试试验的结果（包括触底时间、触底时水平位移值）是否满足对应的公式。 

（2）分别针对 2v B  ， 2v B  ， 2v B  三种情况的高度限制条件做一次

试验，测试不满足高度限制的投放点是否能达到预定的触底位置，是否满足各自

高度限制的投放点进行的试验能够得到预期的效果。 

 

七 模型的相似性与应用 

7.1 模型的相似性 

本题所提及的小型试验： 

（1）满足几何相似，由于试验是对真实情况的模拟，因此试验模型和原型

的对应线形长度的比值为一定常数，即试验模型为原型的缩影。不满足运动相似

在实际的河流堤坝溃口，水在 x y、 两个方向速度和河流的堤岸、地理位置等客

观环境相关，并且河流真实的水流速度不可能保持恒定，例如越接近溃口则水流

的速度越大。 

（2）满足重力相似准则（弗劳德准则），在试验中的模型和真实情况下使
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用的原型具有相同的密度，因此满足重力相似准则。 

依据相似准则的原理，要使得实验模型可以准确无误的推广到现实情况中，

必须使得二者的满足更多的相似准则。因此，要使得本模型在实际应用中得到推

广使用，实际应用模型所处的环境和本模型的假设环境应满足相似准则。可以从

两方面做到： 

1、实际环境适应试验环境：在实际应用中使得现实环境满足本模型试验假

设的环境，比如在实际应用中使用本模型中使用的各种形状，有相同的水流环境

等。这是不符合实际应用情况的。 

2、试验环境模拟实际环境：即对模型的试验环境加以修改，使得试验环境

和实际溃口处的环境满足更多的相似性准则。 

未来要进行的试验主要分为两部分：首先是不断对本模型的试验环境进行改

进，使之更符合实际应用环境，提高模型的健壮性和稳定性；其次是在实际环境

中逐步应用本实验模型，明确模型的缺点和局限性，进而加以改进。 

7.2 模型的应用 

溃口几何形状及水流速度与小型试验相似，因而可以在此环境下使用本模

型。 

假设使用正方形的实验模型封堵溃口。设正方形的边长为 a。则由 3a m  可

以求得边长为 0.8672m。根据已知条件和前文公式，可求得 2 4.3641V   ，

1.074A  ， 3.2442B  ， 4 6.7937C  。根据（4.8）式可求得重物触底的时间，然

后利用（4.9）式求得该时刻的水平位移。 

以下用 ( , )d vX 表示根据本模型求得的水平位移值，其中 d 表示水深，分别可

以取 3 和 4， v表示水流速度，分别可以取 4 和 5。则结果如下： 

(3,4)

(3,5)

(4,4)

(4,5)

1.242608

1.756905

1.981767

2.761079

X

X

X

X









 

即当溃口水深分别为3m和 4m，溃口流速为4 /m s和5 /m s，投放高度距水面 2m

时应分别在距预定位置的水平距离分别为1.242608m、1.756905m、1.981767m、

2.761079m放才能使重物沉底到预定位置（本问题的求解程序见附件）。 

 

八 模型的评价与改进 

本文围绕封堵溃口的重物落水后运动规律的问题，从重物落水后的受力分析

出发，结合原题提供的实时数据，通过对模型的不断改进，建立了通用的重物落

水后的运动模型，并对此模型做了稳定性分析和均值误差分析来验证模型的合理

性与准确性。 

本模型是在对特定重物受力分析的基础上，结合给定的实验数据建立起来的

微分方程模型，并将该模型推广，给出了该模型通用的解析解，得到的模型准确，
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结论可靠，具有普遍意义和适用性。文中对模型进行了必要的误差分析，从理论

上和数值上都证明了其有效性。 

 同时，模型也存在一定的局限性与不完整性。在模型的建立过程中，模型要

求的环境较为苛刻，不符合实际情况，在实际应用中得到推广还有待改进。同时，

在模型的建立过程中，没有考虑所有的影响因素，比如在重物落水时会产生水波，

空泡等，它们都会对重物的运动规律产生一定的影响，因此在空间坐标系

X Y Z  下，Z 轴为过原点垂直于 X Y 平面的直线。考虑重物从高度h处落下，

进入水速为 ( , )u w ，其中u，w为在 x轴， y轴方向上的点流速， p为动水压强，

 为运动粘性系数，可建立如下偏微分方程
【5】，来更准确描述这一现象： 
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( )

x
x x

y

y y

u u uw p u u
v

t x y x x y

w uw w p u u
v g

t x y x x y

u w

x y

dv
m k s v u

dt

dv
m mg k s v v

dt





     
           

     
      

     
 

 
 


 




  


 

由于时间限制，本文只给出偏微分方程模型，不再求解。 
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