
 
 

全全国国第第七七届届研研究究生生数数学学建建模模竞竞赛赛

 
题 目            特殊工件磨削加工问题研究 

摘       要 
本文对特殊工件的磨削加工过程进行抽象、建模和求解；根据工件母线方程设计加

工方案，并对方案进行了误差分析，然后提出修整策略。 

磨床是通过下台、中台的平移变换和上台的旋转变换，使得工件母线始终与砂轮相

切。为了便于坐标变换和建模，建立两个平面直角坐标系：底座和砂轮所在的刚性坐标

系{A}和工件母线所在坐标系{B}，其中，母线方程通过横轴正方向平移 b 变换到坐标

系{B}。在{A}下设定加工基准，加工基准由砂轮的初始位置和上台的初始旋转角构成。

根据工件母线方程设定砂轮几何尺寸，同时发现圆柱形砂轮是轮式砂轮圆弧半径趋近无

穷时的特殊情况。 

建立三层优化模型：第一层保证误差最小化（误差分析包括局部误差和全局误差，

局部误差是运动轨迹与母线方程在坐标系{B}下 y 方向偏差的最大值，全局误差是偏差

的均值），通过优化工件在坐标系{B}下的磨削步长，得出指令的脉冲序列；第二层以磨

削用时最小化为目标，优化脉冲指令的发射时间；第三层以脉冲频率变化最小为目标，

用三次样条插值优化脉冲分布，以使工作台稳定运行和加工表面光滑。 

问题 1 和问题 2 中，认为切点位于垂直于砂轮转轴的中截面上，在坐标系{A}下是

固定点，并在建模过程中要求工件母线始终在该点与砂轮接触并相切。根据母线方程，

利用坐标变换，误差分析策略等建立优化模型，确定加工基准、砂轮尺寸、脉冲数及分

布，得出问题 1 和问题 2 中工件加工时耗分别为 46.75min 和 50.95min。 

问题 3 和问题 4 实际上分别是对问题 1 和问题 2 策略的修整。这两个问题中的切点

不断变化，以使得砂轮圆弧表面均匀磨损。问题 3 中的切点在坐标系{A}下沿 x 正向平

移；问题 4 中的切点在坐标系{A}下沿砂轮圆弧旋转。模型思想分别类同问题 1 和问题

2，得到问题 3 和问题 4 中工件加工时耗分别为 45.19min 和 48.08min。 

文章最后对模型进行了评价，并针对不足的地方提出改进策略。 
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1   问题重述 

某科研单位和工厂研制了一种大型精密内外圆曲线磨床，用来加工具有复杂母线旋

转体的特殊工件。本题的研究内容是：运用数学建模的方法，根据旋转体工件的光滑母

线方程 ( )y f x ，给出一个合理的加工方案，在尽可能短的时间内完成磨削，并作加工

误差分析。 

根据上述要求，需依次研究下列 4 个问题（单位：mm）： 

问题 1 和问题 2 为在给定母线方程以及砂轮样式的前提下，给出加工方案，并对方

案作误差分析。  

    问题 3 和问题 4 中为了使砂轮表面的磨损尽量均匀，需要分别针对问题 1 和 2 的条

件，给出新的修整策略。给出加工方案，并对方案作误差分析。 

 

2   基本假设 

1. 不考虑各组步进电机、变速器，功放伺服机构和精密丝杠——螺母副的各种误差； 

2. 认为控制脉冲宽度的时间尺度不大于 ms 级( 310 秒），即认为打磨是瞬间完成的； 

3. 三工作台的可移动范围足够大，能满足工件的加工要求； 

4. 工件在预加工后留给磨削的加工余量可确保一次磨削成形，砂轮尺寸可任意选择。 

5. 砂轮与工件开始接触磨削前，工作台应有一小段预运动，加工方案从预动后开始。 

6. 砂轮在预动过程中可以在底座上往复调节，即可调节到与夹具基准面刚好接触的位

置。 

7. 砂轮的旋转轴不会碰到工件工作箱； 

8. 工件母线方程一阶、二阶可导； 

9. 对于工件，磨削过程是从左至右进行的； 

10. 加工基准的砂轮初始位置为初始切点位置。 
 

3   符号说明 

符 号 含 义 

 *  坐标系，本题中“*”代表 A、 B、C  

b  工件工作箱的夹具基准面到中台转轴的距离, 250b mm  

R  中台转轴到上工作台的控制丝杠—螺母副中心线的距离, 300R mm  

  砂轮直径 

a  砂轮厚度 

a  砂轮厚度微元 

r  轮式砂轮横断面外轮廓线半径 

  轮式砂轮横断面外轮廓线张角， o180   

  轮式砂轮横断面外轮廓线张角微元 

  母线的曲率半径 

  初始切点处砂轮的法向量方向角 
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0  步进电机的步进角度， o
0 =1  

h  丝杆的螺距， 12h mm  

  变速器的传动比， =10 :1  

x  磨床下台理论平移量 

y  磨床中台理论平移量 

  磨床上台理论旋转角度 

0  加工基准内上台的初始旋转角 

'x  磨床下台实际平移量 

'y  磨床中台实际平移量 

'  磨床上台实际旋转角度 

xn  磨床下台移动距离 x 对应的脉冲数 

yn  磨床中台移动距离 y 对应的脉冲数 

n  磨床上台旋转角度  对应的脉冲数 

 

4   基本理论 

4.1 坐标变换 

平面中任意点 P在不同坐标系中的描述是不同的，平面上任意一点 P相对于平面直

角坐标系 A 的位置，可以用2 1 列向量 A p

（称位置矢量）来表示 

                                  
xA

y

p
p

p

 
  

 


                           (4-1) 

其中 xp ， yp 是点 P在坐标系 A 中的两个坐标分量。 

    下面描述坐标系之间的变换关系。 

 

4.1.1 坐标平移变换 

假设坐标系 B 与 A 的方位相同，但是原点不重合，如图4-1所示。 

AO Ax

Ay

BO Bx

By

 A

 B P

BPAP

A
BOP

 
图 4-1  坐标平移变换 

用位置矢量  0 0 0,A
B xB yBP p p


描述坐标系 B 的原点在坐标系 A 中的位置，把 0
A

BP
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称为坐标系 B 相对于坐标系 A 的平移矢量。如果点 P在坐标系 B 中的位置矢量

 ,B
xB yBP p p


，则它相对于坐标系 A 的位置矢量  ,A

x A y AP p p


可由矢量叠加得出，即 

                                       0
A B A

BP P P 
  

                           (4-2) 

或
xA xB xBo

yA yB yBo

p p p

p p p

     
      

     
                     (4-3) 

 

4.1.2 坐标旋转变换 

假设坐标系{B}与{A}的坐标原点相同，但是坐标轴方位不同，如图4-2所示。 

AO Ax

Ay

BO

Bx
By



P

 
图 4-2  坐标旋转变换 

为了确定空间某刚体 B的方位，另设一个直角坐标系 B 与此刚体固接。用坐标系

 B 的三个单位主矢量 xB

、 yB


相对于坐标系 A 的方向余弦组成的2×2矩阵 A
B R来表示

刚体B相对于坐标系 A 的方位， A
B R表达式如下： 

                                 A A A
B B BR x y                           (4-4) 

                              或 
11 12

21 22

A
B

r r
R

r r

 
   

                         (4-5) 

A
B R称为旋转矩阵，上标 A代表参考坐标系 A ，下标 B代表被描述的坐标系 B 。 

坐标系 A 旋转角到坐标系 B 的旋转矩阵为： 

                           
cos sin

sin cos
A
B R

 

 

 
  

 
                          (4-6) 

 为坐标系 A 的 x轴正方向与坐标系 B 的 x轴正方向之间的夹角。 

任意一点P在两个不同的坐标系中 A 、 B 的描述 AP

和 BP

，具有下面的变换关

系： 

                                A A B
BP R P 

 
                            (4-7) 

                            或
cos sin

sin cos

xA xB

yA yB

p p

p p

 

 

    
    

    
                    (4-8) 

 

4.1.3 一般变换 

一般的情况是坐标系 B 与 A 的方位不相同，而且坐标原点的位置也不重合，如
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图4-3所示。 

AO Ax

Ay

 B CO O Cx

Cy

 A

 C

P

BP
AP

A
BOP

By

Bx



 B

 
图 4-3  坐标一般变换 

这种情况下，我们用矢量 0
A
BP


描述坐标系 B 的原点相对于 A 的位置；用旋转矩阵

A
B R描述 B 相对于 A 的方位。任意一点 P在两个不同的坐标系中 A 、 B 的描述 AP



和 BP

，具有下面的变换关系： 

                              0
A A B A

B BP R P P  
  

                     (4-9) 

                   或
cos sin

sin cos

xA xB xBo

yA yB yBo

p p p

p p p

 

 

      
       

      
              (4-10) 

一般变换对应的逆变换为： 

                                    
1B A A B

B BoP R P P


 
  

                 (4-11) 

                          或

1
cos sin

sin cos

xB xA xBo

yB yA yBo

p p p

p p p

 

 


    

         
           (4-12) 

 

4.2 曲率的概念及计算 

曲率是刻画曲线弯曲程度的数学量，是一个局部概念。 

4.2.1 曲率的概念 

设曲线C具有连续转动的切线，在C上选定一点 0M ，作为度量弧的基点。如图 4-4。 

x

y

0

0M

M

'M





  

s

 
图 4-4  曲率计算示意图 

设曲线C上的点M 对应于弧 s，切线的倾角为 ，曲线上另一点 'M 对应于弧 s s  ，

切线的倾角为   。那么，弧段 'MM 的长度为 s ，当切点从M 移到点 'M 时，切线
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转过的角度为  。比值
s




表示单位弧段上的切线转角，刻画了 'MM 的平均弯曲程

度。称它为弧长段 'MM 的平均曲率。记作 k ， k
s





。当 0s  时(即： 'M M )，

上述平均曲率的极限就称做曲线在点 M 处的曲率，记作 k ，
0

lim
s

k
s


 





，当

0
lim
s

d

s ds

 
 





存在时，有

d
k

ds


 。 

 
4.2.2 曲率的计算公式 

设曲线的直角坐标方程为  y f x ，且  f x 具有二阶导数。 tan 'y  ( 是曲线的

切线与 x轴正向夹角)，两边对 x求导得 2sec ''
d

y
dx


   ，

 
22

'' ''

1 tan 1 '

d y y

dx y




 

 
，

 
2

''

1 '

y
d dx

y
 


，又  

2
1 'ds y dx  ，据曲率计算公式有 

                          

 
3

2 2

''

1 '

yd
k

dx
y


 

 
 

                     (4-13) 

一般称
1

k
  为曲线在某一点的曲率半径。曲线上一点处的曲率半径越大,曲线在该

点处的曲率越小(曲线越平坦)；曲率半径越小,曲率越大(曲线越弯曲)。 
 

5   问题分析 

本题需运用数学建模的方法，根据旋转体工件的母线方程 ( )y f x ，给出一个合理

的加工方案，在尽可能短的时间内完成磨削，并作加工误差分析。 

加工方案指为了完成加工任务的各个步骤（含具体内容）以及相应的数据，包括如

何确定加工基准，如何选择加工次序，如何选择砂轮几何尺寸，如何确定三组控制步进

电机在各时间段（自主进行时间分段）中各自应发的脉冲数和这些脉冲在该时段的分布

等。 

误差方析主要包括实际加工曲线与理论曲线在整体与局部的误差，误差的来源分

析，采用什么数学量来表示上述误差，以及所采取的措施在减少加工误差方面的实际效

果等。 

加工方案的合理性主要指加工几何误差和加工表面光滑性要求。 

 

5.1 设定坐标系 

本题中涉及到磨床上台的旋转，下台和中台的平移，为清晰地描述它们的运动关系，

设立如下三个平面直角坐标系。如图 5-1。 
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下台

螺母

中台

丝杠

步进电机
传动系统

夹具基体
上台

中台转轴

工件工具箱

夹具基准面

中台两对称轴

b
R

底座

 B

 A C

 
图 5-1  坐标系示意图 

 

坐标系 A ，底座两对称轴构成的直角坐标系，原点为两坐标轴的交点。坐标系 A
是刚性坐标系，砂轮位于该坐标系。 

坐标系 B ，上台两对称轴构成的直角坐标系，原点为两坐标轴的交点（即中台转

轴）。 

坐标系 C ，以夹具基准面的垂直投影为纵坐标，上台横轴为横坐标，其交点为坐

标原点。坐标系 C 与坐标系 B 位于同一平面内，只是做了横轴方向的平移。原始工

件母线方程根据坐标系 C 设定。 

 

5.2 加工基准分析 

首先对磨床上台、中台、下台的位置初始化。初始状态为三个台的对称轴在俯视条

件下完全重合，此时的坐标原点为(0,0)，上台的旋转角为 0。 

母线的初始方程为    , ,y f x x c d  ，建立在坐标系 C 中。根据坐标平移变换，

则在坐标系 B 中，母线方程就变为    , ,y f x b x c b d b     。对于坐标系 B ，母

线是刚性物体。在坐标系 B 中，工件母线始终与砂轮相切。为了满足始终相切，对坐

标系 B 做旋转变换和平移变换，其中，平移变换是通过下台和中台的移动实现的，旋

转变换是通过上台的旋转实现的。 

由假设 6，设定加工基准时不需要调节下台和中台，仅仅需要调节上台使得工件母

线起点( 0x  )与砂轮相切。在坐标系 B 上，母线在 x b  处的法线为： 

                            
1

0 ( )
'(0)

y f x b
f

                          (5-1) 

则上台初始的旋转角 0 为 
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                              0

1
arctan

'(0)f
 

 
     

 
                   (5-2)

其中为初始切点处砂轮的法向量方向角。 

0 的正负表示上台的旋转方向，为负表示逆时针方向旋转，为正表示顺时针方向旋

转。

 工件的母线起点在坐标系 B 中的坐标为 ( , (0))b f ，该点经过旋转变换，在坐标系

 A 中的坐标 ( , )xo yop p 为 

0 00 0

0 0 0 0

cos (0)sincos sin

sin cos (0) sin (0) cos

xo

yo

p b fb

p f b f

  

   

            
                 

     (5-3) 

( , )xo yop p 即为砂轮在坐标系 A 中的坐标。 

 得到加工基准：在坐标系 A 中，上台旋转的角度为 0

1
arctan

'(0)f
 

 
     

 
，砂

轮位置为  0 0 0 0cos (0)sin , sin (0)cosb f b f           。 

 
5.3 砂轮尺寸几何分析 

在坐标系 B 或 C 中，砂轮与工件始终相切。我们在坐标系 C 内进行分析，以

确定出砂轮几何尺寸。 

1. 确定砂轮圆弧半径 r  

在坐标系 C 内，工件母线方程为  y f x 。根据 4.2 所述曲率半径的算法，可以

求出母线的二阶导数  ''f x 和曲率半径  x 。要确保工件与砂轮始终相切，在磨削外表

面时，在  '' 0f x  的 x区间内，曲率半径的最小值为  min x ，此时应满足  minr x  

即可确保在打磨过程中工件与砂轮始终相切，我们取值为  minr x ；若  '' 0f x  的

x区间为，则 r  ，即为圆柱形砂轮。 

2. 确定砂轮的直径  

要使得砂轮磨削到工件的所有部位，砂轮的半径
2


必须不小于母线方程的最大值和

最小值之差，即 

                         2 max ( ) min ( )f x f x                          (5-4) 

根据目前市场上的砂轮规格，取直径 的区间为[150mm,300mm]。考虑到本文磨削的工

件横坐标跨度为 600mm，则砂轮直径取值为： 

  max 150,2 max ( ) min ( )f x f x                     (5-5) 

3. 确定砂轮厚度a  

砂轮的厚度 2a r 且为常数，当 r比较小时，令 2a r ；一般情况下， r都比较大，

可通过目前普遍采用的砂轮尺寸来确定。在本论文中，当 10r mm ，取 2a r ，其他情

况取 20a mm 。 

4. 确定砂轮圆弧张角  
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a

2

 r

2

a

 
图 5-2  砂轮张角求解示意图 

 
由图 5-2 的几何关系容易得到： 

sin 2arcsin
2 2 2

a a

r r


                      (5-6) 

a一定，当 0  ，砂轮的弧度越趋于平缓，到达极端情况 0  时，轮式砂轮就变

成圆柱形砂轮。所以，圆柱形砂轮是轮式砂轮的特殊情况。 
 

5.4 机理分析 

在坐标系  B 中，曲线方程  y f x b  ，对  0 0,x y ，当 0 0 0x x x   ，则有

   0 0 0f x f x x b   ，即    0 0 0 0y f x x b f x b       。点  0 0,x y 处的法线方程为： 

 
 0 0

0

1

'
y y x x

f x b
   


，  0 0y f x b              (5-7) 

当磨削过程进行到点  0 0,x y 时，设坐标系 B 转过的角度为 ，坐标的平移总量为

,xB yBp p 。 

1. 确定脉冲数(正变换) 

当 0 0 0x x x   ，法线转过的角度  为： 

0 0

1 1
arctan arctan

'( ) '( )f x x b f x b


   
       

      
 

                  
0 0

1 1
arctan arctan

'( ) '( )f x b f x x b

   
    

      
               (5-8) 

为了保证工件与砂轮始终相切，需要将坐标系 B 内的点   0 0,x x f x x b     变

换到坐标系 A 下砂轮的初始位置  ,xo yop p 处，变换方程为： 

0 0

0 0

cos( ) sin( )

sin( ) cos( ) ( )

xo xB

yo yB

p p xx x

p p yf x x b

   

   

            
                    

 

         0 0 0 0cos( )( ) sin( ) ( )xo xBx p x x f x x b p                        (5-9) 

        0 0 0 0sin( )( ) cos( ) ( )yo yBy p x x f x x b p                        (5-10)  

由上可知，一组  , ,x y    即可表征工件在磨床的三层工作台上的运动情况。

, ,x y    有正负情况，为正表示表示工作台向坐标轴的正向移动或顺时针旋转；为负

表示工作台向坐标轴的负向移动或逆时针旋转。 
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以下分析将 , ,x y    转化成脉冲信号： 

每一个脉冲信号代表的位移 0s 为： 

                                 0
0

360

h
s




                             (5-11) 

其中, 0 为步进电机的步进角度，h为丝杆的螺距，为变速器的传动比。 

下台和中台移动 x ， y 对所对应应的脉冲数 xn ， yn 为分别为： 

                           
0 0

360
x

x x
n

s h





 
                          (5-12) 

                           
0 0

360
y

y y
n

s h





 
                          (5-13) 

上台旋转  所对应的脉冲数 n 为: 

                         
   

0 0

tan 360 tanR R
n

s h


  



 
                (5-14) 

注： * 表示对“*”四舍五入取整，脉冲的正负表示电机的转动方向。 

根据正变换得到工序指令 ( , , )x yn n n 。 

2. 脉冲轨迹还原(逆变换) 

因 脉 冲 指 令 ( , , )x yn n n 必 须 是 整 数 ， 所 以 该 组 指 令 不 能 保 证 将

0 0 0 0( , ( ))x x f x x b    定位到目标点 ( , )xo yop p ，而是定位到一个很接近的点 ( , )x yp p 。 

根据(5-12)，可得 x方向上的实际平移量 'x 为: 

0' xx n s                                (5-15) 

同理 

0' yy n s                                (5-16) 

0' arctan
n s

R
                             (5-17) 

 根据坐标逆变换，还原脉冲轨迹 ( , )x yp p ,即 

'cos( ') sin( ')

'sin( ') cos( ')

xo x xB

yo y yB

p p p x

p p p y

   

   

           
                    

( ')cos( ') ( ')sin( ')x xo xB yo yBp p p x p p y                  (5-18) 

( ')sin( ') ( ') cos( ')y xo xB yo yBp p p x p p y            
   

  (5-19) 

  

5.5 误差原理 

工序指令集磨削出的曲线方程为 ( )y p x ，母线方程为 ( )y f x ，在 ix 处的偏差为

( ) ( )i ip x f x ，为了便于计算，将 x离散成M个点。则局部误差为 ( ) ( )i ip x f x ，全局

误差为局部误差的均值，即
1

( ) ( )
M

i i
i

p x f x M


 ，建立目标函数 

 
1

min 10 max ( ) ( ) ( ) ( )
M

i i i i
l i

i

p x f x p x f x M




 
   

 
           

(5-20) 

式中， 表示局部误差与全局误差的数量级之差，以确保优化目标视局部误差和全局误

差同等重要。通过优化 l ，可得出一组误差最小的工序指令集。 
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5.6 脉冲分布 

 脉冲指令执行过程是一个时间序列，为了减小前后两个脉冲发射时间间隔之差，本

文采用三次样条对累积时间和累积脉冲数的样本点进行插值，以求得平滑变化的相邻脉

冲发射时间间隔。具体分析如下： 

 假设通过模型计算出工序指令为： , (1 )it i N  , 

1 1 1 1

2 2 2 2

x y

x y

xN yN N N

n n n t

n n n t

n n n t







 
 
 
 
  
 

                               (5-21) 

 对上式做累积计算得到 

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1

x y

xj yj j j
j j j j

N N N N

xj yj j j
j j j i j

n n n t

n n n t

n n n t







   

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

   

                        (5-22) 

分别对时间序列
1 1 1 1 1 1

, , , , , , (1 )
i i i i i i

j xj j yj j j
j j j j j j

t n t n t n i N
     

     
      

     
      做三次样条

插值，可得到每个脉冲的发射时间间隔，即得到脉冲分布。 
 

6   模型的建立与求解 

6.1 问题 1 和问题 2 的模型建立与求解 

6.1.1 问题 1 和问题 2 的模型建立 

问题 1 和问题 2 考虑砂轮与工件切点固定不变，切点位于与砂轮转轴垂直的最大中

截面上，其法线方向角为
2


，可求得磨削问题 1 和问题 2 中的工件的加工基准。上台初

始旋转角为： 

0

1
arctan

'(0) 2f




 
     

                     
(6-1) 

砂轮初始位置 

0 0

0 0

cos (0)sin

sin (0)cos

xo

yo

p b f

p b f

 

 

    


    
                   

(6-2) 

 将母线以步长 l 离散化，得到点对序列 
( , (0)), ( , ( )), , ( , ( )), , ( , ( ))b f l b f l i l b f i l N l b f N l          

 
 

 根据机理，一个步长 l 可得到一组磨床工序指令 
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1 1 1

2 2 2

x y

x y

xN yN N

n n n

n n n

n n n







 
 
 
 
  
 

  
                          (6-3) 

因为脉冲指令 ( , , )x yn n n 是取整之后的结果，所以按照得到的工序指令磨削工件所

得的表面曲线与母线存在误差。在此，以 l 为优化变量，以误差最小为目标建立优化

模型。 

工序指令集磨削出的曲线方程为 ( )y p x ，母线方程为 ( )y f x ，在 ix 处的偏差为

( ) ( )i ip x f x ，为了便于计算，将 x离散成M个点。则局部误差为 ( ) ( )i ip x f x ，全局

误差为局部误差的均值，即
1

( ) ( )
M

i i
i

p x f x M


 ，建立目标函数 

 
1

min 10 max ( ) ( ) ( ) ( )
M

i i i i
l i

i

p x f x p x f x M




 
   

 
           

(6-4) 

式中， 表示局部误差与全局误差的数量级之差，以确保优化目标视局部误差和全局误

差同等重要。通过优化 l ，可得出一组误差最小的工序指令集。 

求得的指令集保证了加工误差最小，下面来分析如何节省加工时间。 

根据题目，控制脉冲宽度的时间尺度不大于 ms 级(
310
秒），可以认为是瞬时发射，

而不考虑其发射时间。另外，对步进电机的控制脉冲的最高工作频率不大于每秒 100 脉

冲，即脉冲的发射时间不能少于 1/100s，则有 

1

100

1

100

1

100

x

y

t

t

t


 



 



 



                                
(6-5) 

工件工作箱主轴转动速度设定为每分钟 250——300 转，每转动 100 转，花费的时

间是 20s~24s，在这段时间内，工件与砂轮的切点在工件工作箱的旋转轴方向上的移动

量不超过 4 mm，即 x方向上的脉冲数不超过 1200 个( 04 s )，即脉冲频率区间为[50,60]，

本文取区间上限，即 60，则得到下台电机发射脉冲时间间隔约束为 

1

60
xt                                   (6-6) 

综合(6-5)、(6-6)，得到 

1

60

1

100

1

100

x

y

t

t

t


 



 



 



                                (6-7) 

每条工序指令时间的执行时间
i
t 为 
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 max , ,
i x xi y yi it t n t n t n                               (6-8) 

以磨削工件总时间最小化为目标，建立如下模型 

1

min
i

k

i

T t


                                 (6-9) 

该模型以式(6-6)为约束。通过模型计算出工序指令的最小发射时间 , (1 )it i N  , 

1 1 1 1

2 2 2 2

x y

x y

xN yN N N

n n n t

n n n t

n n n t







 
 
 
 
  
 

                               (6-10) 

脉冲指令执行过程是一个时间序列，为了减小前后两个脉冲发射时间间隔之差，本

文采用三次样条对累积时间和累积脉冲数的样本点进行插值，以求得平滑变化的相邻脉

冲发射时间间隔。具体分析如下： 

 对(6-10)做累积计算得到 

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1

x y

xj yj j j
j j j j

N N N N

xj yj j j
j j j i j

n n n t

n n n t

n n n t







   

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

   

                        (6-11) 

分别对时间序列
1 1 1 1 1 1

, , , , , , (1 )
i i i i i i

j xj j yj j j
j j j j j j

t n t n t n i N
     

     
      

     
      做三次样条插

值，可得到每个脉冲的发射时间间隔，即得到脉冲分布。 
 

6.1.2 问题 1 和问题 2 的模型求解 

考虑到优化变量 l 的取值范围较小，而且式(6-3)的最优化有非常典型的非线性特

征。为了求得更加精确的解。这里利用遍历算法，以 0.01mm 为步长，以下界 0 上界 4mm

为边界进行遍历，最终求得加工方案为： 

表 6-1  问题 1 的加工方案 

加工基准 坐标系 A 下坐标(-247.80，134.15)，上台转角-0.95° 

砂轮的 

几何尺寸 

厚度 a = 20mm，直径  =150mm 

迭代步长 坐标系 B 下：1.71 mm 

指令组数 351 组 

总耗时(min) 46.7544 

误差(mm) 平均误差=7.2974e-4； 最大误差=0.026； 
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加工次序 

时间分段 

脉冲数 

 

加工次序 

下台

脉冲

数 

中台

脉冲

数 

上台

脉冲

数 

指令持续时

间(s) 

1 -565 -95 -116 9.42 
2 -565 -93 -116 9.42 
3 -565 -90 -116 9.42 
4 -565 -89 -116 9.42 
… … … … … 

详细结果参见附件 Excel：“结果.xls” 中表《问题 1》 

脉冲分布 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

x 10
4

0

500

1000

1500

2000

2500

脉冲数

时
间

脉冲分布图

 

 

Nx

Ny

N0

 
 

对加工方案进行误差分析，可以发现误差较小。 
 

-300 -200 -100 0 100 200 300 400
0

20

40

60

80

100

120

140

X

Y

B 坐标系下轨迹点

 

 

理论曲线

实际曲线

-248.5 -248.45 -248.4 -248.35 -248.3 -248.25 -248.2 -248.15 -248.1 -248.05 -248
130.024

130.025

130.026

130.027

130.028

130.029

130.03

130.031

130.032

130.033

X

Y

B 坐标系下轨迹点

 

 

理论曲线

实际曲线

 
图 6-1  实际曲线和理论曲线整体及局部放大对比 

 

-3 -2 -1 0 1 2 3

x 10
-3

0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

误差

频
数

误差直方图

平均误差=7.2974e-4mm
最大误差=0.026mm

 
图 6-2  误差分布 
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表 6-2  问题 2 的加工方案 

加工基准 坐标系 A 下坐标(-223.14,188.62)，上台转角-9.04° 

砂轮的 

几何尺寸 

厚度 a = 20mm，直径  =150mm 

外轮廓线半径 r = 718.27mm,外轮廓线张角 =1.60° 

迭代步长 坐标系 B 下：0.6 mm 

指令组数 1000 组 

总耗时(min) 50.94711 

误差(mm) 平均误差= 7.1928e-4； 最大误差=0.029； 

加工次序 

时间分段 

脉冲数 

 

加工次

序 

下台

脉冲

数 

中台

脉冲

数 

上台

脉冲

数 

指令持续时

间(s) 

1 -149 40 53 2.48 
2 -149 39 53 2.48 
3 -149 40 53 2.48 
4 -149 39 53 2.48 
… … … … … 

详细结果参见附件 Excel：“结果.xls” 中表《问题 2》 

脉冲分布 

0 2 4 6 8 10 12 14 16

x 10
4

0

500

1000

1500
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时
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脉冲分布图
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Ny
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对加工方案进行误差分析，可以发现误差较小。 
 

-200 -100 0 100 200 300
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

X

Y

B 坐标系下轨迹点

 

 

理论曲线

实际曲线

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
127.682

127.684

127.686

127.688

127.69

127.692

127.694

127.696

127.698
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127.702

X

Y

B 坐标系下轨迹点

 

 

理论曲线

实际曲线

 
图 6-3  实际曲线和理论曲线整体及局部放大对比 
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140
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误差

频
数

误差直方图

平均误差= 7.1928e-4
最大误差=0.029

 
图 6-4  误差分布 

 
6.2 问题 3 的模型建立与求解 

6.2.1 修整策略 

为了加工过程中使砂轮表面的磨损尽量均匀，应该使砂轮与工件的切点不只是固定

的一个点，而是在砂轮表面移动。在坐标系 A 中，当工件前进时，使用 6.1 中的模型

只能求得砂轮表面相同切点下的加工方案。而为了使切点在砂轮表面的不同位置，那么

工件就需要在法线方向平移。而平移的过程就是修政策略的核心。如图 6-5 所示，利用

6.1 中的模型，工件应该移动到位置 1，切点位置为切点 1，而为了使工件和砂轮的切点

移动到切点 2，那么工件在移动到这个位置的时候，还应该在切点处沿法线方向平移，

实际位置为经过平移修正的位置 2。 

 A

2位置

1位置

2切点

1切点

 
图 6-5  模型 1 的修整策略示意图 

而由于在坐标系 A 中，工件的修整过程沿直线运动，那么只需要下平台和中平台

移动。根据修整策略，建立的模型如下。 
 

6.2.2 问题 3 的模型建立 

为了使砂轮表面磨损均匀，厚度为a的砂轮中厚度 a 截面（垂直于砂轮旋转轴）磨

削工件母线的范围为 0x 。若设 m 为砂轮厚度的等分数，有 

0

d c a
m

x a


 

 
0a x a

a
d c m


   


                        (6-12) 

加工基准： 
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在坐标系 A 下，轮式砂轮圆弧起点处法线方向角为
2


  ，上台旋转角为： 

                         0

1
arctan

'(0) 2f




 
     

 
                      (6-13) 

根据式(5-3)，可求得砂轮的初始位置 ( , )xo yop p ，运行到第 k个指令集 (0 )k m  的

切点为 ( , )xo yop k a p  。 

根据式(5-5)，求得  ，执行第 k个指令集的变换方程为  

0

0

cos( ) sin( )

sin( ) cos( ) ( )

xBxo

yo yB

p xp k a k x b

p p yf k x

   

   

              
                   

 

0 0cos( )( ) sin( ) ( )xo xBx p k a k x b f k x p                         (6-14) 

0 0sin( )( ) cos( ) ( )yo yBy p k x b f k x p                            (6-15) 

根据式(5-12)、(5-13)、(5-14)可求得  , ,x yn n n ，根据式(5-15)、(5-16)、(5-17)可求

得 ', ', 'x y    ，逆变换为： 

( ') cos( ') ( ') sin( ')x xo xB yo yBp p k a p x p p y                         (6-16) 

( ') sin( ') ( ') cos( ')y xo xB yo yBp p k a p x p p y                        (6-17) 

其余同问题 1 的模型。 
 
6.2.3 问题 3 的模型求解 

利用 6.1.2 中所述的遍历算法，可以求得加工方案为： 
 

表 6-3   问题 3 的加工方案 

加工基准 坐标系 A 下坐标(-247.80,134.15)，上台转角-0.94° 

砂轮的几何尺寸 厚度 a = 20mm，直径  =150mm 

迭代步长 坐标系 B 下：1.72 mm 

指令组数 349 组 

总耗时(min) 45.1897 

误差(mm) 平均误差= 7.4151e-4； 最大误差= 0.025； 

加工次序 

时间分段 

脉冲数 

 

加工次序 

下台

脉冲

数 

中台

脉冲

数 

上台

脉冲

数 

指令持续时

间(s) 

1 -551 -95 -117 9.18 
2 -551 -94 -117 9.18 
3 -552 -91 -117 9.20 
4 -552 -90 -117 9.20 
… … … … … 

详细结果参见附件 Excel：“结果.xls” 中表《问题 3》 
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脉冲分布 
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对加工方案进行误差分析，可以发现误差较小。 
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图 6-6  实际曲线和理论曲线整体及局部放大对比 
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图 6-7  误差分布 
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6.3 问题 4 的模型建立与求解 

6.3.1 修整策略 

 A

1
切点

2
位置

2
切点

1位置

 
图 6-8  模型 2 的修整策略示意图 

 
此问题的修改策略和 6.2.1 中的修整策略类似，不同的地方在于，砂轮采用了轮式。

砂轮与工件的切点围绕砂轮圆弧方程变化，切点处的法向量不断旋转变化（如图 6-8 所

示），建立了的模型如下。 
 

6.3.2 问题 4 的模型建立 

在坐标系 A 下，轮式砂轮圆弧起点处法线方向角
2 2

 
   ，上台旋转角为： 

0

1
arctan

'(0) 2 2f

 


   
        

  
                   (6-18) 

 
根据(5-3)，求得砂轮的初始位置 

   0 0 0 0, cos (0)sin , sin (0)cosxo yop p b f b f                  (6-19) 

在坐标系 A 下，砂轮圆弧的方程为: 
2 2

2sin cos
2 2

xo yox r p y r p r
       

           
      

          (6-20) 

将角度 m 等分，有 

0

0

xd c
m

x d c m

 





     

                      
  (6-21) 

第 k次 (0 )k m  的切点为: 

1 1
2 sin sin( ) , 2 cos cos( )

2 2 2 2
xo yo

k k
p r r p r r

m m

 
 

 
      

 
      (6-22) 

坐标系 B 的旋转角为: 

1 1
arctan arctan

'(( 1) ) '( )f k x f k x
 

   
       

     
         (6-23) 

根据坐标变换有 
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0 0

1
2 sin sin( )

2 2

cos( )( ) sin( ) ( )

xo

xB

k
x p r r

m

k x b f k x p




   

    

         

          (6-24) 

0 0

1
2 cos cos( )

2 2

sin( )( ) cos( ) ( )

yo

yB

k
y p r r

m

k x b f k x p




   

    

         

          (6-25) 

根据式(5-12)、(5-13)、(5-14)可求得  , ,x yn n n ，根据式(5-15)、(5-16)、(5-17)可求

得 ', ', 'x y    ，逆变换为： 

1
2 sin sin( ) ' cos( ')

2 2

1
2 cos cos( ) ' sin( ')

2 2

x xo xB

yo yB

k
p p r r p x

m

k
p r r p y

m


  


  

 
         

 
         

     (6-26) 

1
2 sin sin( ) ' sin( ')

2 2

1
2 cos cos( ) ' cos( ')

2 2

y xo xB

yo yB

k
p p r r p x

m

k
p r r p y

m


  


  

 
          

 
         

     (6-27) 

 
6.3.3 问题 4 的模型求解 

利用 6.1.2 中所述的遍历算法，可以求得加工方案为： 
 

表 6-4  问题 4 的加工方案 

加工基准 坐标系 A 下坐标(-225.74,185.49)，上台转角-8.24° 

砂轮的 

几何尺寸 

厚度 a = 20mm，直径  =150mm 

外轮廓线半径 r = 718.27mm,外轮廓线张角 =1.60° 

迭代步长 坐标系 B 下：0.68 mm 

指令组数 883 组 

总耗时(min) 48.08 

误差(mm) 平均误差= 7.2679e-4; 最大误差= 0.028 

加工次序 

时间分段 

脉冲数 

 

加工次序 

下台

脉冲

数 

中台

脉冲

数 

上台

脉冲

数 

指令持续时间
(s) 

1 -311 -137 -179 5.18 
2 -311 -136 -179 5.18 
3 -311 -134 -180 5.18 
4 -312 -133 -180 5.20 
… … … … … 

详细结果参见附件 Excel：“结果.xls” 中表《问题 4》 
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对加工方案进行误差分析，可以发现误差较小。 
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图 6-8  实际曲线和理论曲线整体及局部放大对比 
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图 6-9  误差分布 

 

7   模型的评价与改进 

7.1 模型的评价 

本文先后进行了问题分析，模型建立，数据处理，基于最小误差的遍历求解，加工

方案的确定，误差分析等工作。对模型中几个关键问题进行分析，包括坐标系的设定、

加工基准的确定、砂轮几何尺寸对问题的影响、机理分析、误差分析以及如何确定脉冲

分布。 

问题 1 和问题 2 转化为以全局误差和局部误差为目标的最优化问题，并且根据问题
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的特性提出了较为快捷的遍历算法，并且用 matlab 求解得到合理的加工方案。 

问题 3 提出了一种能使圆柱型砂轮表面的磨损尽量均匀的修整策略，可利用下台和

中台的移动实现。而问题 4 则提出了一种基于轮式砂轮的修整策略，可利用下中上台的

移动实现，并且用 matlab 求解得到合理的加工方案。 

总体来说，本文较好的解决了题目中提出的 4 个问题，但还存在一些不足需要改进，

改进方案如下。 
 
7.2 模型的改进 

7.2.1 模型 1 的改进 

改进 1：在模型 1 中考虑的磨削轨迹为连接控制点的折线 1( )p x ，而实际轨迹是经过

控制点的切线所连成的折线 2 ( )p x ，应用 2 ( )p x 替代 1( )p x 。如图 7-1 所示。 

 B

 f x

  0 0 0,x x f x x   

 2p x

 1p x

 0 0,x y

 
图 7-1  模型 1 的改进 1 示意图 

 

改进 2：模型建立中是以 ( ) ( )p x f x 的均值为全局误差，可以采用 ( )p x 和 ( )f x 围

成的面积 ( ) ( )p x f x dx 来度量全局误差。如图 7-2 所示。 

结合改进 1 和改进 2，步长 l 优化模型(或误差优化模型)改进为: 

  2min 10 max ( ) ( ) ( ) ( )i i
l i

p x f x p x f x dx


              (7-1) 

 B
 2p x

 f x

2 ( ) ( )p x f x dx阴影部分面积

 
图 7-2  模型 1 的改进 2 示意图 

 
7.2.2 模型 2 的改进 

在模型 2 中考虑的磨削轨迹为连接控制点的折线 1( )p x ，而实际轨迹是与控制点相切

的圆弧围成的曲线 3( )p x 。全局误差和步长 l 优化模型也可做相应的改进，如图 7-3。 
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 B

(-b,0)

 f x

  0 0 0,x x f x x   

 3p x

 1p x

 0 0,x y
rr

 
图 7-3  模型 2 的改进示意图 

 
7.2.3 模型 3 的改进 

 考虑模型 3 时，用相等比例的 a 磨削相等比例的母线横坐标的变化量 0x 来起到砂

轮磨损均匀效果。这种方法有不妥之处，可改进为相等比例的 a 磨削相等比例的母线

变化量 e ，即 
e a

e a

 
                             (7-2) 

其中， 21 [ '( )]e f x dx  是母线长度。通过母线长度积分反解出移动 e 对应的母线横

轴的移动量 0x ，进而通过机理得出工序指令。 

 
7.2.4 模型 4 的改进 

 可做同模型 3 类似的改进，如下 
e

e





 
                             (7-3) 

其余同模型 3 的改进。
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