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题 目   特殊工件磨削加工的数学建模 

摘       要： 
本文首先分析磨床的工作原理，明确工作台由步进电机控制的传动方式，在

此基础上，定义了磨削加工的误差度量方式：磨削面与工件母线差值绝对值的积

分。 

对于问题一，我们从微观角度出发，在优先考虑精度的原则下，分析了每个

离散状态中，上、中、下三个工作台的配合情况，给出了一套理论上实现最高精

度的加工方案，通过计算给出理论上其最小误差为 8.3726mm
2
，此方案加工时间

为 4229s。随后，我们考虑时间最短因素，对时间、误差进行了有效折衷，提出

了一种更接近实际操作的方案，其误差为 21.1704 mm
2
，用时 3056s。 

对于问题二，我们采用同问题一类似的分析方式，在结合轮式砂轮磨削特点

的基础上，对误差计算做了相应改变，计算得误差下限 9.4728 mm
2
，在这样的精

度下需时 4830s；相应快速算法误差为 29.5446 mm
2
，耗时 3551s。 

对于问题三，首先我们假定砂轮上某一部位在磨削过程中与工件接触次数越

多，则认为该部位的磨损程度越严重。为使砂轮表面的磨损尽量均匀，我们采用

了局部调整的思想，在问题一提出的方案基础上进行改进。我们提出时间单元的

概念，在加工过程中每个时间单元内砂轮的使用情况进行统计。加工方案将根据

前一个时间单元内砂轮磨损情况进行调整，接力递进，从而在全局上改善了砂轮

磨损情况。此方案耗时 3695s，误差为 29.3901 mm
2
。 

对于问题四，针对轮式砂轮的结构特点，我们给出了一种理论上充分保护砂

轮的加工方案。通过适当延长加工时间使得砂轮的磨损尽量均匀，并给出了在时

间上的损失。 
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一、问题重述 

大型精密内外圆曲线磨床,用来加工具有硬度高、尺度大、加工精度高和母

线为连续光滑曲线等特点的特殊工件。 

本题的研究内容是：运用数学建模的方法，根据旋转体工件的母线方程

( )y f x ，给出一个合理的加工方案，在尽可能短的时间内完成磨削，并作加工

误差分析。具体问题如下： 

问题 1：加工外表面母线为 2

3

7
(600 ) 0.45(600 ), [0,600]

18 10
y x x x     


的某

旋转体工件，采用圆柱型砂轮加工，给出一个加工方案；对你的方案作误差分析。 

问题 2：加工外表面母线为 400
1

30 sin ( 25 ) 130, [0,600]
100

x

y e x x
  

    
 

的某旋

转体工件，采用轮式砂轮加工，给出一个加工方案；对你的方案作误差分析； 

问题 3：在整个加工过程中，若各个瞬时砂轮与加工工件的相切点是固定在底座

和砂轮旋转轴的坐标系中同一个点（实际是点的一个邻域），随砂轮旋转形成一

个圆周，那么砂轮在该圆周上的磨损会加大，从而影响加工质量。为此，希望在

加工过程中使砂轮表面的磨损尽量均匀，请结合上述第 1问题，提出一个修整策

略，给出一个合理的加工方案，作相应的误差分析。 

 

问题 4：请结合上述第 2问题，提出一个修整策略，给出一个使轮式砂轮表面的

磨损尽量均匀的合理加工方案，作相应的误差分析。 

 

二、基本假设 

1、本文假设砂轮与工件的接触面均是一个切点。 

2、在模型中忽略砂轮的磨损损失。 

3、假设步进电机一个激励脉冲持续时间为 1ms，即可将 1s 分等分成 1000 个时

间段，在每个时间段（1ms）内，有激励脉冲为激励或不激励两种状态。 

4、假设步进电机一个脉冲带来的位移在瞬时完成。 
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三、变量说明 

1、基本变量说明 

( , )i ix y ：第 i个状态下的砂轮中心坐标； 

 :  砂轮倾斜角； 

r ：圆柱形砂轮半径； 

d ：圆柱形砂轮厚度； 

f ：步进电机最高工作频率； 

qf 、 hf ：相邻两个时间段内的脉冲频率， qf 表示前一段， hf 表示后一时

段。（本文中约定一个时间段为 1秒）； 

：轮式砂轮最大纵截面（垂直于砂轮转轴的最大截面）的直径 

a：轮式砂轮厚度 

：轮式砂轮的圆弧横截面的张角（不大于 180 ） 

1r ：轮式砂轮的圆弧横截面的的半径 

2g s g g g sN N N V V N R V        

sN
：砂轮每分钟转动的角速度（假设定值） 

gN
：工件每分钟转动的角转速（250~300 转） 

gR
：工件在垂直轴线的截面方向圆的半径 

100
D ：工件旋转 100 周，工件与砂轮的切点在工件工作箱的旋转轴方向上的

移动量。 

 

2、坐标轴的建立 

注意：为方便分析，我们将工作台的移动等效为砂轮的运动，即：将中台和

下台沿滑轨的移动等效为砂轮分别在直角坐标系中沿 x轴和 y 轴方向上的移动；

将上台的旋转等效为砂轮轴线与工作箱主轴之间的角度变化。以工件一的母线模
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型为例（工件二的母线也类似），分析问题的坐标轴如下图所示：  

 

图 1 

x：工作箱主轴线； 

y ：中台沿下台上的滑轨的位移（因为是往复运动，所以有正有负）； 

：砂轮旋转的角度。 

 

四、磨削基本模型 

本题中砂轮磨削该工件的磨削方向为圆周方式,通过逐行加工来完成,以砂

轮沿各切削行的运动,近似包络出被加工曲面。磨削时采用顺磨的方式,加工过程

为:先控制砂轮伸到工件x=0处的第一个截面 Z1 处,通过控制工件绕Z轴转动和

砂轮 X 向微动,两轴联动来完成第一圈修磨;然后控制砂轮移动到第二个截面 Z2 

处,同样地由工件旋转和砂轮微动的两轴联动完成第二周的加工……依次完成对

整个内廓型的遍历修磨。 

在拟合加工曲线时，数控系统一般只能采用直线插补和圆弧插补两种方式。

因此，用普通数控车床加工母线为非圆曲线的工件时较为困难，尤其对于一些母

线较复杂而对形状精度要求较高的非圆曲线工件，其加工难度更大。为简化母线

为非圆曲线工件的加工程序编制，提高对该类工件的加工准确性和适应性，本文

提出一种针对母线为非圆曲线工件的准确加工方法，并编制了相应的通用加工程

序生成软件。 

对于非圆曲线轮廓，只能用直线或圆弧去逼近它。节点就是逼近线段和非圆

曲线的交点，也是个逼近线段的起点和终点。一个已知曲线方程的节点数和逼近

线段的形状（直线或圆弧）、曲线方程的特性以及允许的逼近误差有关。节点计

算，就是利用这三者之间的数学关系，求解各个节点的坐标。 

逼近线段的近似区间愈大则节点数越少，相应程序段也越少，但逼近线段的
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误差 不得大于允许误差。 

 

直线插补方式 

1) 等间距直线逼近的节点计算 

已知方程 ( )y f x ，如下图所示，根据给定的等间距 x 求出 ix ，将 ix 代入

( )y f x ，即可求得一系列 iy 。 ix 、 iy 即为每个线段的终极坐标，并以该坐标值

对应砂轮与工件切点的坐标值。 

 

图 2 

 

2) 等步长直线逼近的节点计算  

使所有逼近线段的长度相等。如下图所示 

 
m

in
R



 

图 3 

步骤： 

①确定允许的步长 L  min2 2R   

②求 minR  

③以曲线起点 a 为圆心，作半径为 L 的圆方程，交曲线 ( )y f x 于 b 点，即可得

到 bx 、 by  
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④以点 b、c 等为圆心，重复步骤③即得其余节点坐标值。 

 

3) 等误差直线逼近的节点计算 

使所有逼近线段的误差 相等 

 

图 4 

步骤： 

①确定允许误差 的圆方程 

②求圆与曲线公切 PT 得斜率 K 

③求弦长 ab 的方程 

④联立曲线方程和弦的方程求得 b 点坐标 

⑤顺次求得才 c、d、e 等各节点的坐标 

 

五、问题分析及模型建立 

工件的母线方程为一条连续的光滑曲线。加工过程中，下台、中台的移动以

及上台的旋转由三台步进电机控制。步进电机相互配合，使得工件与砂轮以合理

的方式接触，进行磨削，工件本身绕工作箱的旋转主轴进行转动，从而实现加工。 

为使磨削结果尽可能接近理论值，即加工误差最小，我们需要给出尽可能合

理的加工方案。 

理论上，倘若忽略步进电机的传动方式，认为三个工作台可以实现连续运动，

那么最佳的磨削方案应该使得打磨点的轨迹与工件母线完全吻合。也就是说，在

整个加工过程中，砂轮与工件的接触方式均为相切。这种情况下误差为零，即达

到理论上的最小值。仍以工件一的母线模型为例（工件二的母线也类似），理想

的磨削过程如下图所示： 
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然 而 事 实 上 ， 伴 随 着 每 一 个 控 制 脉 冲 的 发 出 ， 工 作 台 将 产 生

1 1
360 12 ( )

10 300
d mm   


 的位移。由此看来，工作台实际的移动方式是离散

的，即每次在 X 或Y 轴方向上移动的最小距离为d 。同理，上台转过的角度也是

一个离散的值。 

 

误差定义： 

               

600

0

[ ( ) ( )]f x g x dx                      （式 1） 

其中 ( )f x 表示工件母线方程， ( )g x 表示磨削后工件表面形成的折线。目标

函数从总体上衡量了磨削结果与理想值的差异。 

 

1、问题 1 模型建立与分析 

数学模型的建立 

工件 1的母线方程为： 

2

3

7
(600 ) 0.45(600 ), [0,600]

18 10
y x x x     


    （式 2） 
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当第 i个状态时，圆柱体式砂轮磨削面所在的直线方程： 

                
( )i i iy y k x x  

              （式 3） 

工件母线在
( , )i ix y

处的切线斜率： 

tanik 
                   （式 4） 

砂轮规格（厚度 x直径）：30x60 mm 

工件转速：300 圈/min 

约束条件：  

 

             
100

100

| |
0.1

4

1 1
360 12 ( )

10 300

q h

q

f

f f

f

D

d mm


  





    





          （式 5） 

 

目标函数：         

600

0

min{ [| ( ) ( ) |] }y f x g x dx              （式 6） 

 

模型解释与分析 

图 6 
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为说明问题，我们将场景进行放大。如上图中所示：曲线 m 表示工件母线

的一部分；线段 n 表示当前砂轮磨削面的位置，m 与 n 相切于点 A；d 表示步进

电机单个控制脉冲可带来的工作台位移量。为方便分析，我们首先考虑中台与下

台 

的位移情况，然后再加入上台的旋转角度这一参量。 

为使加工顺利进行，当前状态下磨削面 n 可能沿着向量OA


、OB


…OH


进行

为移，并伴随有一定的角度偏移。显而易见，不论按照哪个向量移动、不论上台

转动角度如何，砂轮底面都无法与工件母线上的每一个点相切。造成这种误差的，

正是 , ,x y 这三个参数离散变化的特点。为实现误差最小，我们应让切点的个数

尽量多，以逼近理想值，这也是我们提出本方案的根本思想来源。 

根据上述分析，我们针对不同因素的重要程度，提出了两种加工方案。 

 

方案一：最小误差方案 

 

如果我们期望工件的加工结果最接近理想，而不计花费的时间代价，我们提

出的方案是： 

1、 设当前状态砂轮磨削面 n与母线m 相切与点O。在下一步移动前，分别计算

沿向量OA


、OB


…OH


移动后砂轮磨削面位置； 

2、 针对以上每种情况，旋转调整上台角度，判断砂轮能否与工件相切，若能，

则将该情况记为砂轮移动的候选方式之一，并记录下切点横坐标。 

3、 在上述所有候选方式中，选择切点距离当前切点O最近的方案，作为最终砂

轮移动的方案。 

说明：由于上台的旋转方式是离散的，所以步骤 2 中很可能出现上台并不能

旋转到恰好与工件相切的角度，在这种情况下，我们只能选取最接近的值。 

图 7 

1. 假定角可连续取值 

如上图所示，在当前状态下，我们的方案是首先砂轮沿向量OF


移动d ，再
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旋转角，使得移动后的磨削面 'n 与工件母线近似于点K 。这时K 是距离O点最

近的下一个切点。直线n、 'n 与抛物线m 围成的封闭区域，即加工误差。 

 

2. 考虑角的离散变化特性： 

如下图所示，在角不能连续变化的条件下，磨削面可能与工件母线的位置

关系可能是相切、相离或相割。显然，下图情况中加工误差为折线OABC 与曲线

m 所围成的阴影部分。 

图 8 

 

方案二、实际方案 

 

上述方案中给出了理论上误差最小值，以及达到这种水平的实施方案。但这

种方案将消耗巨大的时间代价。实际应用中，时间因素也往往具有相当的重要性。

因此，我们权衡加工精度与时间这一对矛盾量，给出一种误差相对较小的快速加

工方案。 

借助方案一的思想，如下图所示，当切点位于O处。我们考虑工件母线的特

点： 

母线方程： 

2

3

7
(600 ) 0.45(600 ), [0,600]

18 10
y x x x    

         （式 7）  

对 y 求一阶导数： 

' 7 1
, [0,600]

9000 60
y x x                  （式 8） 

在区间 [0,600]x 内， 'y 取值范围为： 
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                 ' 1
0.45

60
y                          （式 9） 

即有关系式： 

              '1 1, [0,600]y x                        （式 10） 

这一结果说明，在 [0,600]x 的范围内，工件母线斜率在-1 至 1 之间。 

某一时刻状态如下图所示，由于砂轮在 ,x y 方向上位移的最小量相等，这就

意味着倘若砂轮发生这两个方向上的位移，那么砂轮的移动方向沿OA


或OC


方

向。由（*）式可知，在实际加工过程中，为使加工时间尽量短，可在满足约束

条件的前提下，使得砂轮沿 x方向尽力移动。 

 

图 9 

我们给出的实际加工方案如下: 

(1) 分别假设砂轮磨削面沿向量OA


、OB


、OC


移动，而后调整角，使得

磨削面尽量与工件母线相切； 

(2) 计算上述三种情况下的误差情况； 

(3) 选择误差最小的一种作为移动方式。 

 

结果及分析： 

 

加工时间求取： 

在方案一、二中，我们求取了各个步进电机的脉冲序列。在求取加工时间

时，我们依据以下原则： 

(1) 在满足约束条件 100f  的条件下，尽量使每秒钟内的脉冲数多。也就是

在约束条件允许范围内，使得步进电机全速工作。具体情况如图所示： 
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图 10 

（2）考虑约束条件：
| |

0.1
q h

q

f f

f


 。取 1s 为一个时间段，如果相邻两秒内

的脉冲频率相差过大，则通过差值方式进行修正。具体方法为，如果当前有

一台步进电机频率不满足上述条件，则在三台步进电机的脉冲序列中相应位

置同时插入 0，用以调节。我们几乎不用考虑这样的方式所带来的时间消耗，

因为在程序运行过程中我们发现，这样的概率非常小。 

 

运行结果： 

 

1．三台步进电机的脉冲序列情况可见附件。 

2. 时间及误差 

表 1 

            结果项 

方案编号 
误差（ 2mm ） 

加工时间（ s ） 

一 8.3726 4229 

二 21.1704 3056 

分析：通过上述结果可以看出，相对精度最优的方案一，时间及误差综合考

虑的方案二通过牺牲精度来换取时间上的节省。这在工程应用中是十分常见的。 

2、问题 2 的模型建立与分析 

模型建立 

工件 2的母线方程为：  

      
400

1
30 sin ( 25 ) 130, [0,600]

100

x

y e x x
  

    
 

       （式 13） 

当第 i个状态时，轮式砂轮磨削面方程：  

( , , )g G x y                  （式 14） 

工件转速：300 圈/min 

 

约束条件：  



13 
 

                
100

100

| |
0.1

4

1 1
360 12 ( )

10 300

q h

q

f

f f

f

D

d mm


  





    





            （式 15） 

 

 

目标函数:             

600

0

min{ [| ( ) ( ) |] }y f x g x dx             （式 16） 

模型分析： 

采用轮式砂轮磨削工件时，与工件接触部分为一段圆弧。其误差来源同样是

由于砂轮 , ,x y 三个参数变化的离散性。 

 

图 11 

 

关于砂轮的厚度选择： 

 

下图所示为采用轮式砂轮的磨削加工示意图。由图示可知，当砂轮厚度太大

时（如图中红色虚线所示），磨削过程会产生很大的误差，故砂轮的厚度应满足

一定的条件，才能使加工精度尽可能提高。 
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图 12 

由曲率半径计算公 式：设曲线方程为 ( )y f x ，则曲率半径为

2
3

2(1 ( ) )

( )

g x

h x



 ，其中， ( )g x 是 ( )f x 的一阶导函数， ( )h x 是 ( )f x 的二阶导函数 

由上述可知，砂轮厚度d 应满足： 

           

2
3

2(1 ( ) )

( )

g x
d

h x


  ≈722.67(mm)           （式 17） 

我们采用问题一中给出的两种加工方案对本题进行解答。 

 

结果及分析： 

 

表 2 

            结果项 

方案编号 
误差（ 2mm ） 

加工时间（ s ） 

方案一 9.4728 4830 

方案二 29.5446 3551 

 

上表结果显示，追求加工精度与加工速度是一对矛盾体，我们可以针对不同

场景下的司机需求，对加工方案作出调整。 
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3、问题三模型建立与分析 

模型建立： 

目标函数：        max minmin{ }N N            （式 18） 

其中 maxN 表示砂轮磨削面中磨损最严重处被使用的次数， minN 表示磨损最轻

微处被使用次数。 

(说明：其他条件均与问题一中相同) 

 

模型分析： 

延续问题一中方案的思考方式，以其中方案二为例，我们在砂轮每移动到一

个新的位置时，记录砂轮与母线接触部分在砂轮磨削面上的相对位置。为便于衡

量砂轮不同位置的磨损程度，我们将砂轮磨削面等分成 n个（本文中取 10000）

小份儿，编号为 1l 、 2l … nl ,每份长: /l d n  。如图所示： 

圆柱形砂轮

···

···
 

图 13 

倘若在某一状态中， il 段与工件母线接触，那么就认为砂轮磨削面的 il 段被

使用了一次。依据此规则，对方案一中每一状态下砂轮的使用情况进行记录。 

这样我们得到了问题一中方案二加工过程对于砂轮的磨损情况，如下图所

示： 
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图 14 

上图显示出问题一方案二中对于砂轮的使用存在不合理的方面。砂轮左侧磨

损远大于右侧。 

加工方案： 

我们首先提出一个时间单元的概念：我们将整个加工过程中每 200 秒划分成

一个时间单元，即 1-200s 属于一个时间单元、201-400s 属于一个时间单元… … 

为使 max minN N 最小，即尽量使得砂轮磨削面的磨损程度均匀，我们给出以

下加工方案： 

(1)在第一个时间单元中，加工方案与问题一方案二完全相同，只是需要统

计出这一时间单元内砂轮的磨损情况。 

(2)在从第二个起及以后的时间单元中，每即将跳转到一个新的状态之前，

都去比对前一个时间单元内砂轮的磨损情况。如果新状态下将要磨损的砂轮位置

在上一个时间单元内已经被严重磨损（磨损度大于上一时间单元内砂轮磨损的平

均值），那么就在保持角不变的情况下通过调整 ,x y 参量来改变磨削面与工件母

线的接触位置。是上一时间单元中磨损程度较小的部位与工件接触。 

方案示意图： 
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结

果： 

（1） 砂轮磨损情况: 
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图 16 

（2） 加工时间与误差分析 

表 3 

            结果项 

方  案 
误差（ 2mm ） 

加工时间（ s ） 

问题一方案二 21.1704 3056 

本方案 29.3901 3695 

分析：由上表数据可以看出，为使砂轮磨损尽量均匀，我们在加工时间以及

误差方面做出了牺牲。 

加工时间延长是显而易见的，因为我们在状态跳转间存在着对砂轮切割部位

的调整，这样的调整带来了时间上的消耗。 

对于误差增加，是由于在强调砂轮磨削位置的时候，我们实际上弱化了尽量

减少误差这一初衷。在砂轮的移动调整过程中，增加了误差。 

 

4、问题四的模型建立与分析 

模型建立： 
工件 2的母线方程为：  

400
1

30 sin ( 25 ) 130, [0,600]
100

x

y e x x
  

    
 

       （式 19） 

当第 i个状态时，轮式砂轮磨削面方程： 

( , , )g G x y                （式 20） 

工件转速：300 圈/min 

约束条件：  

100

100

| |
0.1

4

1 1
360 12 ( )

10 300

q h

q

f

f f

f

D

d mm


  





    





              (式 21) 

目标函数：         m a x m inm in { }N N         (式 22) 

其中 maxN 表示砂轮磨削面中磨损最严重处被使用的次数， minN 表示磨损最轻

微处被使用次数。 

 

模型分析： 

考虑轮式砂轮的特殊结构，其工作示意图如下： 
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图 17 

分析轮式砂轮工作状态可知，曲线上距离砂轮中心 O 点的距离满足关系: 

/ 2d D   的点，都可能被砂轮切到。有几何关系可推导得： 

       
2 2

1 1 1 1/ 2 2( / 2 ) cos
2

d r r r r


                (式 23) 

 

加工方案： 

根据上述分析，我们给出考虑砂轮磨损程度的加工方案： 

（1） 确定砂轮初始位置（本文选用令砂轮的左下角与工件起点相切）。 

（2） 每到一个状态时，砂轮首先固定 x，y 两个参数，通过转动角来尽可能

多的磨削工件。 

（3） 与问题一中方案类似，在砂轮跳转状态之前，分别计算砂轮沿八个方向

位移后砂轮中心 O与曲线的距离 D。在所有满足 / 2d D   条件的结果

中，选择距离当前切点最近的点作为砂轮下一状态。 

上述方案赋予了角度变化最高的优先级，每到一个新的状态后，都尽可能的

改变角进行磨削。这样一来的直接效果是在每一个状态下，都充分利用砂轮的

磨削面，使砂轮磨损尽可能均匀。 
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图 18 

结果及分析： 

（1） 砂轮磨损情况 

问题二方案对砂轮的磨损情况如下图所示： 
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图 19 

本题磨损情况如下图所示： 
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图 20 

通过上述结果的对比，说明了本方案有效得将砂轮磨损程度进行了均衡。 

六、模型评价与改进 

本文从微观角度出发，针对不同问题提出了相应解决方案。但仍有待改进之

处。 

例如，如考虑砂轮由于摩擦产生磨损，当进给量一定时, 其磨损量与磨削时

间近似呈线性关系。通过试磨确定单位时间磨损量, 以实现砂轮的自动补偿。 

其次，本文假设了每个脉冲持续时间为 1ms，与实际情况尚存出入。 

另外，还可以考虑实际中步进电机的传动误差等一系列在本文中被理想化的

指标参数，才能使模型的建立更加合理，使计算结果更接近实际。 

以上模型中，我们是将工件的自转速度设为定常数，在磨削过程中始终保持

不变，而在实际的磨削工艺中，会将工件变速磨削，其原因在于工件表面粗糙度

的需要。 

表面粗糙度定义为： 

工件与砂轮磨削产生的工件表面不平整度，只有恒速磨削加工才能获取均匀

的粗糙度。由于本工件在不同截面处圆的半径不同，其不同 x方向接触点的线速

度也就不同，因此工件必须变速旋转，因此可以通过编程数控机床控制工件工作

箱转轴的速度随半径不同而变速，从而使曲面各处表面的粗超度区域一致，提高

工件表面质量 

工件的自转由工件工作箱控制带动; 砂轮主轴的运动由砂轮架电动机经三

角皮带直接传动, 本文假设砂轮恒速旋转,。通常情况下砂轮与工件在接触点的
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速度方向是相反，两者转动方向相反。因此, 砂轮相对于工件的切削转速 N为二 

者代数和 g sN N N  。调整工件的转速和转向,就可改切削的大小。磨削速

度： 

            g sV V V  ，（ sV 为常数）             （式 11） 

        2g g gV N R                          （式 12） 

为了实现 V 恒速磨削，又砂轮转速恒定, 当工件与砂轮接触截面半径 gR 变

化时,工件的转速 gN 也要随之变化。因此在模型中加入此定义后，必然加工时间

增大，而工件表面的粗超度更加均匀一致，提高了工件的外观质量。 
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