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题 目         特殊工件磨削加工的数学建模 

摘       要： 

本文介绍了一种利用 3 组步进电机协调工作，以较短的时间加工具有复杂母

线旋转体的工件的算法与过程。为了描述工件的平动、旋转运动方便和计算工件

位置，文中使用了两个坐标系。 

问题 1 使用了一种最优化思想，通过控制三组步进电机的脉冲频率使各个瞬

时砂轮与加工工件的切点始终通过坐标系中的一个点（实际上为一个点的邻域），

该点随砂轮旋转形成一个圆周，而且加工工件使用的时间最短。并对该方案存在

的误差进行了分析。 

问题 2 研究了使用轮式砂轮对曲线进行磨削加工的过程。本题同样使用点磨

法，通过控制三组步进电机的脉冲频率与数目，使曲线的切点始终通过坐标系中

的一个点，该点随砂轮旋转形成一个圆周。文中对所使用的砂轮的厚度和宽度进

行了分析。并对该方案存在的误差进行了分析。 

问题 3 针对问题 1 存在的问题进行了修正。使曲线的切点尽量均匀的经过砂

轮各点，保证了砂轮表面的磨损尽量均匀。 

问题 4 针对问题 2 存在的问题进行了修正。使曲线的切点尽量均匀的经过砂

轮各点，保证了砂轮表面的磨损尽量均匀。 

最后对结果进行了分析以及对所建模型与求解策略进行了评价。 
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一、问题重述 

某科研单位和工厂研制了一种大型精密内外圆曲线磨床，用来加工具有复杂

母线旋转体的特殊工件，如导弹天线罩等，这些工件具有硬度高、尺度大、加工

精度高和母线为连续光滑曲线等特点。该磨床主要由机床底座、下工作台、中工

作台、上工作台（简称下台、中台和上台）、工件工作箱和砂轮机箱等组成（见

图 1，其中仅画出砂轮而未显示砂轮机箱）。下台、中台可分别沿着设在底座和

下台上的直导轨作直线运动，这两组导轨相互垂直；上台能沿中台上的圆导轨作

转动。驱动砂轮高速旋转的砂轮机箱安装在机床底座上，砂轮的旋转轴线与底座

导轨方向保持平行，且与工件工作箱的旋转主轴等高（即两旋转轴线位于同一水

平面）。各工作台的移动量均可在机床控制面板上自动显示。 

 

图 1  大型数控精密内外圆磨床的结构示意图 

工件工作箱固装在上台上，它通过专用夹具装夹工件，使工件绕工件工作箱

主轴以较慢的转速旋转，同时随三个工作台的复合运动改变待加工工件与砂轮的

相对位置。三个台的运动必须相互配合，使工件与砂轮相切磨削，加工出满足要

求的旋转体。三个工作台的运动分别由三组步进电机控制。通过控制步进电机的

脉冲频率实现调速，步进电机的输入脉冲是根据本题所研究的加工方案由机床主

计算机控制分配。 

控制下台、中台运动的步进电机和相应的传动系统分别安装在机床底座、下

台上，控制上台的步进电机和相应的传动系统安装在中台上，因为上台作旋转，

其传动链路需增加环节。中台的几何中心有一个垂直转轴，上台能绕以该转轴中

心为圆心、固定在中台上的圆导轨转动；螺母通过上台的精密滑槽带动上台转动。 

磨床的磨削工具是能磨削高硬度材质的金刚砂轮（指磨削表面含有超高硬度

的金刚砂粒），磨外圆时根据工件母线的形状，砂轮可采用圆柱体式或轮式，作

内圆磨削的砂轮为轮式。合理的砂轮几何参数是加工能否实现的关键因素之一。

在整个加工过程中工件与砂轮不应脱离接触。 

请依次研究下列 4 个问题（单位：mm）： 
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问题 1：加工外表面母线为 2

3

7
(600 ) 0.45(600 ), [0,600]

18 10
y x x x     


的某旋转体工件，采用圆柱型砂轮加工，给出一个加工方案；对你的方案作误差

分析。 

问题 2：加工外表面母线为 400
1

30 sin ( 25 ) 130, [0,600]
100

x

y e x x
  

    
 

的

某旋转体工件，采用轮式砂轮加工，给出一个加工方案；对你的方案作误差分析。 

问题 3：在整个加工过程中，若各个瞬时砂轮与加工工件的相切点是固定在

底座和砂轮旋转轴的坐标系中同一个点（实际是点的一个邻域），随砂轮旋转形

成一个圆周，那么砂轮在该圆周上的磨损会加大，从而影响加工质量。为此，希

望在加工过程中使砂轮表面的磨损尽量均匀，请结合上述第 1 问题，提出一个修

整策略，给出一个合理的加工方案，作相应的误差分析。 

问题 4：请结合上述第 2 问题，提出一个修整策略，给出一个使轮式砂轮表

面的磨损尽量均匀的合理加工方案，作相应的误差分析。 

二、模型假设 

（1）不考虑各组步进电机、变速器，功放伺服机构和精密丝杠—螺母的各

种误差； 

（2）三工作台的可移动范围足够大，能保证被加工工件的加工； 

（3）工件在预加工后留给磨削的加工余量可确保一次磨削成形，砂轮尺寸

可任意选择； 

（4）砂轮与工件开始接触磨削前，工作台应有一小段预运动，以便与后续

的磨加工运动平稳衔接，称这一小段运动为预动。题目要求的加工方案从预动后

开始； 

（5）假设在一个非常小且固定的时间间隔 t 内，工件与砂轮的切点在工件

工作箱的旋转轴方向上以速度 v做匀速运动。 

三、符号说明 

模型中定义的符号如下： 

a  砂轮厚度 

r  轮式砂轮端面圆弧的半径 

  上台相对中台转动的角度 

R  中台转轴到上工作台的控制丝杠—螺母中心线的距离 

b  工件工作箱的夹具基准面到中台转轴的距离 

m  工件工具箱的转速 

d  丝杆的螺距  

  砂轮直径 
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v  工件与砂轮的切点在工件工作箱的旋转轴方向上的移动速度 

xv  下台的移动速度 

yv  中台的移动速度 

cv  上台螺母的移动速度 

四、问题分析 

通过题目分析可以得知本题的研究内容，即运用最优化的方法，根据旋转体

工件的光滑母线方程 ( )y f x ，给出一个合理的加工方案，机床在 X、Y、C 三

轴方向上运动，切点的轨迹要形成母线方程的形状（即与母线方程 ( )y f x 保持

一致），并要求在尽可能短的时间内完成工件的磨削，并作加工误差分析。因此

本题属于最优化问题——在满足磨削出符合题目要求的光滑旋转体的前提下，使

所用的时间最短，误差最小。本题的关键在于建立合理的坐标系，进而求出三组

步进电机在各自时间段中各自应发的脉冲数以及这些脉冲在该时间段的分布。 

4.1  问题一分析 

问题一所要研究的内容是采用圆柱体式砂轮加工给定母线方程的旋转体，可

以采用点磨法，所谓点磨，即是在磨削工件外圆时，砂轮与工件是以点接触方式

进行磨削，砂轮对工件的磨削加工类似于一个微小的刀尖对工件的车削加工，磨

削力和磨削热都非常小，并且砂轮总是保持同一吃进状态。点磨法可以实现任意

复杂曲线或曲面轮廓的精密磨削加工。 

在操作中，可以通过控制三组步进电机的脉冲，从而控制工件在 X、Y、C

三轴方向上运动，使得工件被打磨的轨迹与外轮廓母线的轨迹始终一致。工件外

轮廓曲线与圆柱体砂轮端面的切点始终位于机床坐标系中的一个点（实际上为一

个点的邻域），该点随砂轮旋转形成一个圆周。问题一的关键是如何建立坐标系，

从而清晰表示工件在给定轨迹上平动与转动的关系。 

4.2  问题二分析 

问题二所要研究的内容是采用轮式砂轮加工给定母线方程的旋转体，本问题

与问题一的区别是，砂轮改为轮式砂轮，圆柱体砂轮的端面轮廓为一段直线，而

轮式砂轮的端面轮廓为一段圆弧。 

分析本问题时，同样可以采用点磨法，通过控制三组步进电机的脉冲使曲线

的切点始终通过坐标系中的一个点（实际上为一个点的邻域），该点随砂轮旋转

形成一个圆周（垂直于砂轮转轴半径最大的圆周）。在问题一中，母线是一个上

凸函数，但是在本问题中，母线函数既有上凸部分也有下凸部分，所以，若是轮

式砂轮的规格设计不当，就有可能有部分位置无法磨到，如图 2 所示，所以必须

保证轮式砂轮外轮廓圆弧的曲率不小于给定曲线的曲率。 
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工件轮廓母线

轮式砂轮

砂轮旋转轴

 

图 2  轮式砂轮无法磨到工件大曲率凹面示意图 

4.3  问题三分析 

问题三指出，由于在问题一中是采用点磨法，会使得砂轮在外圈各点磨损不

均匀，容易造成工件磨削质量的下降，要求给出修正策略，这个问题实质上是要

对问题一磨削方法与建立的模型进行修正与补充。 

为了修正问题一所采用方法的缺陷，在加工过程中，应该保证圆柱体式砂轮

端面轮廓上的每一个点都参与磨削，即在点磨时，砂轮磨点不应该仅仅是轮廓上

的某一点，而各点都以等概率参与工件的加工磨削；此外，还要保证较短的加工

时间与较高的加工精度。 

4.4  问题四分析 

问题四同样是因为问题二模型中的点磨位置保持在端面轮廓线上的同一点

（或者说是砂轮外端面上的一个圈），容易造成工件质量的下降，为此也要求给

出修正策略。 

问题四的基本思路和问题三相同，是为了修正问题二方法中的缺陷，在加工

过程中，应该保证轮式砂轮端面轮廓上的每一个点都参与磨削，而且各点参与工

件加工的机会应该尽量保证相同。但是，由于轮式砂轮的端面轮廓不是一条直线

而是一个圆弧，且还要考虑曲率对磨削的影响，所以比问题三要复杂。 

五、模型建立与求解 

5.1  坐标系建立 

本文中建立两个坐标系，如图 3和图 4所示分别为机床坐标系和工件坐标系。

其中，机床坐标系是以砂轮转轴中心为坐标原点，X 轴与设在底座的导轨平行，

Y 轴与设在下台的导轨平行。工件坐标系是以上台旋转轴中心与工件工作箱转轴

中心的交点为坐标原点，X 轴沿工件工作箱旋转轴，Y 轴与上台面平行且与 X

轴垂直。在工件加工过程中，机床坐标系在磨削过程中是静止的，砂轮与工件的

切点在机床坐标系中的位置始终不变，工件的位置在机床坐标系中是在不断变化

的。而相对于工件坐标系，在磨削过程中，工件的位置和母线方程等都是不变的。

工件坐标系相对于机床坐标系进行平移旋转。 
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图 3  机床坐标系 
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（a）                                 （b） 

图 4  工件坐标系 

5.2  问题一建模 

问题1的母线函数表达式为 2

3

7
(600 ) 0.45(600 ), [0,600]

18 10
y x x x     


（后面称为 S 曲线），该工件的仿真图和轮廓母线如图 5 所示： 
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（a）                               （b） 

图 5  加工工件及轮廓母线示意图（仅在第一象限） 

重画机床坐标系和工件坐标系，如图 6 所示。通过三组步进电机的组合，使



 7 

工件母线所在的曲线始终在机床坐标系 (0, 2) 点与圆柱体式砂轮相切。为保证

表面的加工质量，要求工件每转动 100 转，工件与砂轮的切点在工件工作箱的旋

转轴方向上的移动量不超过 4mm。工件沿 tx 方向的速度为 v，工件工具箱的转速

为m ，工件每转 100 转所需的时间为 t，则可以得到 v的取值范围： 4vt mm ，

300 / minm r ， 100 / 20t m s  ，则可以得到： 

 

图 6  机床坐标系和工件坐标系的关系图 

0.2 /v mm s                          （1） 

初始状态下，加工工件的母线在机床坐标系下的关系为 ( )y f x ，其上任意

一点 P 坐标可用 ( , )t tx y 表示。工件坐标系经平移 ( , )x y 、旋转 角后，点 P 在机

床坐标系下的坐标为 0 0( , )x y 。坐标转化矩阵为： 

cos   sin      

sin     cos       

   0          0         1

x

M y

 

 

 
   
  

                     （2） 

曲线 S 在机床坐标系下的方程为： 

0

0

 1  1

t

t

x x

y M y

   
      
      

                       （3） 

展开得： 

0

0

cos sin

sin cos

t t

t t

x x y x

y x y y

 

 

  


  
                   （4） 

前面已经做出过说明，曲线 S 在机床坐标系下的 (0, 2) 点始终是与圆柱式

砂轮相切，即斜率 0

0

0
dy

k
dx

  ，得 

tan t

t

dy

dx
                             （5） 

令 0 0( , ) (0, 2)x y   ，对固定的 ( , )t tx y 经平移 ( , )x y ，旋转 到 0 0( , )x y 。由

x

y

tx

ty

o

to

A
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第二节的模型假设得知在较小的固定 t 内，工件与砂轮的切点在工件工作箱的

旋转轴方向上以速度 v做匀速运动。则切点沿工件坐标系方向上的移动距离： 

1 1 ( ( 1) )nx L t n t v                          （6） 

其中 1nL  为 ( 1)n t  内切点沿工件坐标系方向上的移动距离，初始值 0 0L  。 

上述关系转化如图 7 所示： 

T

0 0( , )x y

( , )t tx y

 
图 7  坐标关系转化图 

如果我们建立起 P 点在工件坐标系中的坐标 1 1( , )x y 和 P 点在机床坐标系中

的坐标 ( , )t tx y 之间的关系。联立方程（4）、（5）、（6）可得到平移量 x、 y 、 分

别与 t 的关系即： 

 

 

sin cos

sin cos 2

t t
x

t t
y

c

t

t

d y xdx
v

dt dt

d x ydy
v

dt dt

dL
v

dt
dy

L R
dx

 

  


 


     


 

  


         （7） 

其中 L 为控制上台的步进电机螺母前进的距离。 

问题一最后可以转化为有约束最优化问题，因为由式（7）可得 xv 、 yv 、 cv

与时间 t 的关系， xv 、 yv 、 cv 决定了步进电机的控制频率 xf 、 yf 、 cf 。题目中

的一系列约束条件给出了步进电机的控制频率的取值范围，继而给出了 xv 、 yv 、

cv 的取值范围，从而问题转化为在有约束条件下的时间 t 的最优化问题（最短）。 

（1）对步进电机的控制脉冲的最高工作频率不大于每秒 100 脉冲： 

100

100

100

x

y

c

Hz

Hz

Hz

f

f

f

 




 

                         （8） 
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（2）各组步进电机的步进角度为 1°，对步进电机的控制脉冲的最高工作

频率不大于每秒 100 脉冲；各组变速器的传动比为 10：1，丝杆的螺距为 12mm；

工件每转动 100 转，工件与砂轮的切点在工件工作箱的旋转轴方向上的移动量不

超过 4mm；工件工作箱主轴转动速度设定为每分钟 250—300 转，因此转轴方向

速度满足： 

0.2 /v mm s                          （9） 

（3）相邻两时间段的脉冲频率 qf 和 hf ( qf ， hf 分别指前后时段中的脉冲频

率)相差大，是造成工作台运动的不平稳、加工表面的质量下降的重要原因。可

以采取措施，要求 | |q h qf f f   （一般取 0.10  ）。 

综上所述约束条件为： 

100

100

100

| |

0.2 /

x

y

c c

q h q

Hz

Hz

f Hz

f f f

v mm s

f

f



 









  






                   （10） 

由题意可知步进电机螺杆的螺距为 12d mm ，步进电机变速器的变速比为

10:1。由这些条件可以得知 12 3600vT v f  ，可以得到速度与脉冲频率之间的

关系为： 300f v 。则各组步进电机具体的控制方案，即问题一解决方案的具体

流程如图 8 所示。 
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令N=0设置初始速度V,进而
计算此时的各组步进电机的

脉冲频率,并记录

计算     后的各组步进

电机的脉冲频率f和工

件在其中心轴方向位移

t

各组步进
电机脉冲频率是否

小于100

工件在其转轴
方向的速度减

少一个固定值

否

工件在其转轴方向
速度则增加

0.2mm/s

工件在
其转轴方向的速度增加一

个固定值后是否小于
0.2mm/s

否

是

是否满足
各组步进电机脉冲频率小

于100，以及变化前后频

率的关系

是

记录各组电机脉冲频率;以
及记录工件的偏移量，等

待工件转到相应位置 记录当前时刻各组步进

电机脉冲频率

是

否

计算速度改变后的
各组步进电机的脉

冲频率

工件在其转轴方向移动的距

离小于 600mm

否结束

 
图 8  各组步进电机的控制方案 

5.3  问题二建模 

问题 2 是要解决加工外表面母线为  40030 sin 0.01 ( 25 ) 130
x

y e x 


    ，

[0,600]x  的加工方案，仿真出的加工工件（仅绘制出第一象限坐标系的示意图）

如图 9 所示： 

 

图 9  加工工件示意图 
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加工工件的母线为 400
1

30 sin ( 25 ) 130, [0,600]
100

x

y e x x
  

    
 

，此函数曲

线及其一阶导函数曲线分别如图 10（a）和（b）所示： 

0 100 200 300 400 500 600
115

120

125

130

135

140

145

150

155

160

x

y

0 100 200 300 400 500 600
-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

x

y

 

      （a）         （b） 

图 10  母线函数及一阶导数函数曲线 

模型坐标建立及分析过程类似于问题一的分析，但是额外需要考虑的一个问

题是砂轮头尺寸的选择。为了磨削的加工精度和任意复杂曲线轮廓的磨削加工，

在加工过程中，砂轮的回转平面始终和曲线轮廓磨削点处的法线方向一致，保证

砂轮与工件始终处于恒定点接触的状态，从而提高加工精度和实现任意复杂曲线

轮廓的磨削加工，但是当加工工件上某点的曲率比砂轮与工件接触的曲面的曲率

要大时，则工件表面会有砂轮无法磨削到的部分，所以，在加工方案中额外要确

定砂轮外端轮廓曲线的半径。 

母线函数的曲率表示为式（11）： 

 

400 400

3 3
22 2 2

400 400

3 9
cos sin

2000 100 4 3200 100 4

1 3 3
  1 cos sin

10 100 4 40 100 4

x x

x x

x x
e e

y

y x x
e e

 



 

 

 

   
         

 
                     

（11） 

若砂轮的外端与母线的每一点都能接触到，则砂轮外端的曲率要大于母线函

数上任意一点的曲率。易证在母线函数的极值点处曲线的曲率最大，母线函数的

极值点为（54.0420，155.4262）、（368.2012，144.6190）。则由公式（11）得（54.0420，

155.4262）处的曲率为 0.0027，（368.2012，144.6190）的曲率为 0.0012，则由 1 r 

得 370.3704r  mm。则砂轮的外端轮廓线半径要不大于 370.3704mm。 

5.4  问题三建模 

在问题 1和问题 2中，由于对砂轮面与磨削面都是在中心切点处接触并磨削，

所以各个瞬时砂轮与加工工件的相切点始终是固定在底座和砂轮旋转轴的坐标

系中同一个点，随砂轮旋转形成一个圆周，那么砂轮在该圆周上的磨损会加大，
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从而影响加工质量，如图 11（a）。解决这一问题的思路是各个瞬时砂轮与加工

工件的相切点不再固定在底座和砂轮旋转轴的坐标系中同一个点，而是平均分布

在砂轮的端面各个位置，从而保证砂轮的磨损均匀。 

在问题 3 中，由于选用的是圆柱体式砂轮，那么砂轮的与工件的相切点的分

布位置应该如图 11（b）所示，在线段 l 上各点的机会相等。其中线段 l 的表达

式为： 

2y   ， [ 2, 2]x a a                    （12） 

磨损

磨削点

砂轮

工件
     

l
O1O2O3......

 

（a）                （b） 

图 11  圆柱形砂轮磨削面磨点示意图 

在磨削过程中，如图 12 所示，磨削点在线段 l 上作匀速往复移动，速度为 0v 。

则磨削点早砂轮端面上一个来回的时间为： 

02T a v                        （13） 

......O3O2O1

v0

On-2On-1On......

v0

-a/2                 a/2
O

Y

X

 

图 12  圆柱形砂轮磨削面坐标图 

则对 t 时刻，磨削面磨点的坐标为  0 , 2x  ， 0x 表达式如公式（14）所示： 

00 2 (   2 )ka kv t mod Tx                    （14） 
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其中，
(   T) T 2

(   T)> T 2

 1        

1     

t mod

t mod

k

k







 
 

因此，对问题 1 中建立的模型进行修正，如图 13 所示，  0 0,x y 的坐标由

 0, 2 变为  0 , 2x  ，其中 [ 2, 2]x a a  ，问题 1 中的公式（2）的矩阵为

改公式（15）所示。 

0
cos sin2 (   2)

2 sin cos

1 0 0 1 1

t

t

x xka kv t mod T

y y

 

  

                                



          （15） 

l （a/2,-     ）

Xt

Yt

Ot

X

Y

O

（-a/2,-     ）
（x0,-       ）2

22

 

图 13  磨削点坐标图 

代入式（16）： 

0

0

2 (   2 ) cos sin
    

2 sin cos

sin cos 2 (   2 )    

 sin cos 2

t t

t t

t t

t t

ka kv t mod T x y x

x y y

x y x ka kv t mod T

y x y

 

  

 

  

   


   

   
 

   

     （16） 

由 x

dx
v

dt
 ， y

dy
v

dt
 ， tan

L

R
  ， L

c

t

d
v

d
 得可将 xv 、 yv 、 cv 、 用 t 的函数

表示出来，记作： 
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( )

( )

( )

  ( )

x x

y y

c c

v V t

v V t

v V t

t 

 

 








                        （17） 

通过式（18）可以得到  

300x xf v ， 300y yf v ， 300c cf v              （18） 

又由题意，为保证工件表面的加工质量，要求工件每转动 100 转，工件与砂轮

的切点在工件工作箱的旋转轴方向上的移动量不超过 4mm；在 5.2 节中已经推导出

工件与砂轮的切点在工件工作箱的旋转轴方向上的移动速度为： 

0.2 /v mm s                         （19） 

经上面的分析，可以得到使磨削工件所需的时间 t 最短的约束条件为 

100

100

100

| |

0.2 /

x

y

c c

q h q

Hz

Hz

f Hz

f f f

v mm s

f

f



 









  






                   （20） 

5.5  问题四建模 

在问题 4 中，由于选用的是轮式砂轮，那么砂轮与工件的相切点的分布位置

应该如图 14 所示，使其都是沿弧线 l

分布的。 

l
r

 
图 14  轮式砂轮磨削面示意图 

在磨削过程中，如图 14 所示，磨削点在弧线 l

上作匀速往复移动，弧线 l


的
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长度为： 

 
 

2arcsin 2
2 arcsin 2

2 2
2 2

a r
a rl r r r



 
  


       （21） 

其中， r 为轮式砂轮端面圆弧的半径， 为弧线 l

所对的圆心角。若砂轮匀

速往返的线速度为 0v 。则磨削点在砂轮端面上一个来回的时间为： 

  04 arcsin 2T a r vr                      （22） 

则对 t 时刻，磨削面磨点的坐标为  0 0,x y ， 0x 表达式如公式（23）所示，其

中 为轮式砂轮最大纵截面（垂直于砂轮转轴的最大截面）的直径。 

  

  

0

0

0

0

sin 2   2

2 cos 2   2

kr v t mod T r

r r v t mod T r

x

y



 

  


     

         （23） 

-a/2                 a/2

.......O3O2O1

v0

On-2On-1On.......

v0

a
r

O

Y

X

 
图 15  轮式砂轮磨削面坐标示意图 

其中，
(   T) T 2

(   T)> T 2

1        

1     

t mod

t mod

k

k







 
 

因此，对问题 2 中建立的模型进行修正，如图 16 所示，磨点的坐标由  0, r

变为  0 0,x y ，其中 [ 2, 2]x a a  ，问题 2 中公式（2）所示转化矩阵为公式（24）。 

  
  

0

0

sin 2   2 cos sin

2 cos 2   2 sin cos

0 0 1 11

t

t

kr v t mod T r x x

r r v t mod T r y y

  

   

     
     
     
     
     
          

 

     （24） 
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l

X

Y

O

（x0,y0）

 
图 16  磨点的坐标图 

代入得： 

  

  

  

  

0

0

0

0

sin 2   2 cos sin
    

2 cos 2   2 sin cos

sin cos sin 2   2        

 sin cos 2 cos 2   2

t t

t t

t t

t t

kr v t mod T r x y x

r r v t mod T r x y y

x y x kr v t mod T r

y x y r r v t mod T r

  

   

  

   

    


      

    


 
       

  （25） 

由 x

dx
v

dt
 ， y

dy
v

dt
 ， L

c

t

d
v

d
 ，但是此时需要注意的是，此时曲线 S 在机床

坐标系下的 0 0( )x y， 点并非始终与轮式砂轮相切，切点切线斜率也就不会恒为 0，

斜率与 0 0( )x y， 点的位置有关而且是可以根据 0 0( )x y， 点的位置求出来 

由 x

dx
v

dt
 ， y

dy
v

dt
 ， tan

L

R
  ， L

c

t

d
v

d
 得可将 xv 、 yv 、 cv 、 用 t 的函数

表示出来，记作： 

x x

y y

c c

v =V (t)

v =V (t)

v =V (t)

 =  (t) 











                          （26） 

且 300x xf v ， 300y yf v ， 300c cf v ，经上面的分析，可以得到使磨削工

件所需的时间 t 最短的约束条件如式（27）所示： 
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100

100

100

| |

0.2 /

x

y

c c

q h q

Hz

Hz

f Hz

f f f

v mm s

f

f



 









  






                     （27） 

六、计算结果与误差分析 

在本文所述模型中，理论模型上X轴、Y轴、C轴的运动是连续的，因此可以

实现轨迹的一致，但是实际上，工件的加工过程是在步进电机的控制下实现的，

由于步进电机是将电脉冲信号转换为相应的角位移或直线位移的一种特殊电机，

当步进驱动器接收到一个脉冲信号，它就驱动步进电机按设定的方向转动一个固

定的角度，这个角度称为步进电机的“步距角”，它的旋转是以固定的角度一步一

步运行的。所以在步进电机的控制下，三轴的运动不一定能同时达到预定的方位

点，如理论上达到的坐标应为(x， y)，但实际上由于是步进电机的控制运动，很

可能达到的坐标位置为(x， y+△y)、(x+△x， y)、(x+△x， y+△y)，这样通过

步进电机控制所得的母线轮廓与理论上应得的曲线轮廓就不可避免的有了误差，

通过合理的分段以及调整三轴的速度，即步进电机的脉冲频率，可以尽可能的降

低误差，提高磨削的精度。 

因此点磨法只有在理想情况下才是成立的，即只有当工件坐标系在 X，Y，C

轴上的移动量都是连续时才是完全没有误差的。曲线上的每一个点才能以相切的

形式经过圆柱体式砂轮的中心点，在机床坐标系上表示为 ( 2,0) 。但是步进

电机的特性决定了工件坐标系在各轴的转动量并非是连续的，而是间断的。当转

动的夹角 恰为 C 轴步进电机可以转动的离散值时，而在 X 轴上却还达到其可以

达到的离散值，则可能会造成砂轮不能对该点进行磨削。为了避免这一点，必须

要满足砂轮厚度a必须大于 X 轴上的最小移动量，即 1/ 300a mm  

综上所示，通过编程仿真得到各问题的加工方案、计算结果以及误差： 
表 1  各个问题的加工方案、计算结果以及误差表 

加工方案 砂轮尺寸 所需时间 平均误差 

问题 1 1/ 300a mm  56 分钟 0.002mm 

问题 2 
1/ 300a mm ， 

370.3704r  mm 
59 分钟 0.003mm 

图17（a）和（b）为问题1最终的仿真结果与误差曲线。 



 18 

0 100 200 300 400 500 600
0

20

40

60

80

100

120

140

x

y  

0 100 200 300 400 500 600
0

1

2

3

4

5

6
x 10

-3 理论与实际仿真误差曲线（mm）

中心轴坐标

误
差

值

 

（a）       （b） 

图17  问题2最终的仿真结果与误差曲线 

图18（a）和（b）为问题2最终的仿真结果与误差曲线。 
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（a）       （b） 

图18  问题2最终的仿真结果与误差曲线 

七、模型评价 

在本文的问题中，关键在于建立合理的坐标系，在坐标系下将母线轮廓线上

点的位置变化与三个平台的运动变化联系起来。可以建立的坐标系有很多，计算

复杂度与用于描述其的坐标系有莫大关系。在所有的位置关系中，我们注意到当

仅仅是单点磨削时（如问题 1），磨削点在机床坐标系中的位置是始终不变的，

这样就给运动和位置关系的计算带来一个很好的参考；但是由于磨削时工件相对

于机床的位置是实时在变化的，而且由于 X、Y、C 轴方向的合成运动，母线函

数在机床坐标系里解析式的变化也是实时的，因此如果仅仅在机床坐标系里描述

磨削加工时工件上所有点及位置的变化和相互关系就是非常复杂的，因此，又对

工件自身建立了一个工件坐标系，工件相对于工件坐标系而言是永远静止的，母

线函数在这个坐标系里也是不会变化的，而且由于坐标原点是在转轴中心点的位

置，因此可以将转台旋转的角度与工件坐标系旋转的角度联系起来。 

本文在实际计算的过程中，通过运用坐标转换，找到通过三个平台在 X、Y、

C 轴方向的运动来合成母线轮廓，并且在计算过程中通过最优化方法来实现的所

需时间的最小化的方法确实很好，在问题 2 和问题 3 中，我们利用上台的转动，
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实现定点点磨，但是又造成问题 4 和问题 5 的产生，对问题 4 和问题 5 模型的改

进是对磨削点由静止到动态的改变，但是这样以来，提高了运算复杂度，且磨削

点的来回移动也造成了磨削时间的增加。 

但是就误差来说这种方法要比工业磨削加工常用的插补法有所降低，但是不

足的是，通过坐标变换，计算坐标变换关系并实施优化的过程在计算和仿真中还

是较为复杂，不如插补法简单明了。此外，由于许多磨削加工的工件都具有凹凸

不平的表面，在一些文献中提出了在插补法的基础上对砂轮法向跟踪方法的运

用，从而可以大大提高磨削的精度。 
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附录（matlab）：部分源程序 

clear; 

c=1; 

v_delta=0.2/100; 

R=300; 

t=5; 

L=0; 

v=0.2; 

i=1; 

for n=0:1:10; 

    if(n==0) 

       fx_old=1; 

       fy_old=1; 

       fz_old=1; 

       fx=0; 

       fy=0; 

       fz=0; 

    else  

    end 

    tt=n*t; 

    L=(L+(tt-(n-1)*t)*v); 

while(c==1||abs(fx)>100||abs(fy)>100||abs(fz)>100||(abs(fx-fx_old))/fx_old>=0.01||(a

bs(fy-fy_old))/fy_old>=0.01||(abs(fz-fz_old))/fz_old>=0.01) 

    v=v-v_delta; 

   syms T; 

   

vxx=diff((30*exp(-(L+(T-(n-1)*t)*v)/400)*sin(0.01*((L+(T-(n-1)*t)*v)+25*pi))+130

)*sin(atan(-(-3/40*exp(-1/400*(L+(T-(n-1)*t)*v))*sin(1/100*(L+(T-(n-1)*t)*v)+1/4*

pi)+3/10*exp(-1/400*(L+(T-(n-1)*t)*v))*cos(1/100*(L+(T-(n-1)*t)*v)+1/4*pi))))-(L

21 
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+(T-(n-1)*t)*v)*cos(atan(-(-3/40*exp(-1/400*(L+(T-(n-1)*t)*v))*sin(1/100*(L+(T-(n

-1)*t)*v)+1/4*pi)+3/10*exp(-1/400*(L+(T-(n-1)*t)*v))*cos(1/100*(L+(T-(n-1)*t)*v)

+1/4*pi))))); 

   

vyy=diff(-(L+(T-(n-1)*t)*v)*sin(atan(-(-3/40*exp(-1/400*(L+(T-(n-1)*t)*v))*sin(1/1

00*(L+(T-(n-1)*t)*v)+1/4*pi)+3/10*exp(-1/400*(L+(T-(n-1)*t)*v))*cos(1/100*(L+(

T-(n-1)*t)*v)+1/4*pi))))-(30*exp(-(L+(T-(n-1)*t)*v)/400)*sin(0.01*((L+(T-(n-1)*t)*

v)+25*pi))+130)*cos(atan(-(-3/40*exp(-1/400*(L+(T-(n-1)*t)*v))*sin(1/100*(L+(T-(

n-1)*t)*v)+1/4*pi)+3/10*exp(-1/400*(L+(T-(n-1)*t)*v))*cos(1/100*(L+(T-(n-1)*t)*

v)+1/4*pi))))); 

   

vzz=diff(-R*(-3/40*exp(-1/400*(L+(T-(n-1)*t)*v))*sin(1/100*(L+(T-(n-1)*t)*v)+1/4

*pi)+3/10*exp(-1/400*(L+(T-(n-1)*t)*v))*cos(1/100*(L+(T-(n-1)*t)*v)+1/4*pi))); 

   vx=subs(vxx，T，tt); 

   vy=subs(vyy，T，tt); 

   vz=subs(vzz，T，tt); 

    

   fx=300*vx; 

   fy=300*vy; 

   fz=300*vz; 

   fx_old=fx; 

   fy_old=fy; 

   fz_old=fz; 

   c=0; 

end 

v=v+v_delta; 

c=1; 

X(i)=(30*exp(-(L+(tt-(n-1)*t)*v)/400)*sin(0.01*((L+(tt-(n-1)*t)*v)+25*pi))+130)*si

n(atan(-(-3/40*exp(-1/400*(L+(tt-(n-1)*t)*v))*sin(1/100*(L+(tt-(n-1)*t)*v)+1/4*pi)+
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3/10*exp(-1/400*(L+(tt-(n-1)*t)*v))*cos(1/100*(L+(tt-(n-1)*t)*v)+1/4*pi))))-(L+(tt-

(n-1)*t)*v)*cos(atan(-(-3/40*exp(-1/400*(L+(tt-(n-1)*t)*v))*sin(1/100*(L+(tt-(n-1)*t

)*v)+1/4*pi)+3/10*exp(-1/400*(L+(tt-(n-1)*t)*v))*cos(1/100*(L+(tt-(n-1)*t)*v)+1/4

*pi)))); 

Y(i)=-(L+(tt-(n-1)*t)*v)*sin(atan(-(-3/40*exp(-1/400*(L+(tt-(n-1)*t)*v))*sin(1/100*(

L+(tt-(n-1)*t)*v)+1/4*pi)+3/10*exp(-1/400*(L+(tt-(n-1)*t)*v))*cos(1/100*(L+(tt-(n-

1)*t)*v)+1/4*pi))))-(30*exp(-(L+(tt-(n-1)*t)*v)/400)*sin(0.01*((L+(tt-(n-1)*t)*v)+25

*pi))+130)*cos(atan(-(-3/40*exp(-1/400*(L+(tt-(n-1)*t)*v))*sin(1/100*(L+(tt-(n-1)*t

)*v)+1/4*pi)+3/10*exp(-1/400*(L+(tt-(n-1)*t)*v))*cos(1/100*(L+(tt-(n-1)*t)*v)+1/4

*pi)))); 

i=i+1; 

end 
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