
 

全全国国第第七七届届研研究究生生数数学学建建模模竞竞赛赛

 
题 目         特殊工件磨削加工的数学建模 

摘       要： 

本文主要是针对特殊工件进行磨削加工问题的数学建模。分析的对象为三个

自由度的内外圆磨床。由于砂轮和工件都做绕某一轴的旋转运动，所以该磨削加

工可以简化为一个二维的问题。 

首先，在机床坐标系下，根据砂轮加工点位置和加工坐标系的几何关系，建

立磨床的逆运动学模型，计算工件表面上任意一点按要求到达砂轮加工点时，各

个工作台的运动量； 

其次，建立步进电机的传动控制模型。根据题中图 3 和 4 两种传动方式建立

移动和旋转单位脉冲进给模型，用各个工作台的运动量分别计算所需的脉冲数。 

第三，建立磨床加工的正运动学误差模型。由于步进电机控制的特殊性，即

每一次运动都存在小于单脉冲步进量的误差，将每组步进电机产生的误差通过正

运动学模型计算出实际的加工位置，再由面积误差模型得到各加工点的加工误差，

最后求出整个加工过程的加工误差百分比。 

第四，分别针对圆柱体式和轮式砂轮建立砂轮的运动学模型。为了充分利用

砂轮的可加工范围，在加工过程中不断变化砂轮的加工点，以提高加工质量。 

针对该类型问题的求解，在所建立的模型基础上，采用 Delphi 软件开发出一

套磨床加工仿真软件。通过在工件表面取一定数量的离散点来模拟磨削加工的动

态过程，得到加工的磨削轨迹和各工作台的运动轨迹。分析题中四个问题得到其

加工误差值分别为： %000115.0 ， %000122.0 ， %000116.0 ， %000170.0 。 

最后分析了步进电机脉冲频率变化的影响参数和步进电机脉冲频率的优化。

得到最优进给量为每秒 1/7mm，加工时间为 4200s。 
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1 问题重述 

磨削加工是为满足精加工和硬表面加工的需要而发展起来的用磨料磨具作为刀

具对工件表面进行金属切削加工的一种比较精密的方法。 

本文主要针对对特殊工件进行磨削加工的数学建模问题。这些工件具有硬度高、

尺度大、加工精度高和母线为连续光滑曲线等特点。图 1-1 是几类加工工件示例，

这些工件的最后精密成形工艺采用磨削加工。  

 

图 1-1  几类特殊加工工件示例 

磨床、工作箱、工件以及砂轮的结构示意图如图 1-2 所示，其中驱动砂轮高

速旋转的砂轮机箱安装在机床底座上，砂轮的旋转轴线与底座导轨方向保持平行。 

 

图 1-2  大型数控精密内外圆磨床的结构示意图 

三个工作台的运动分别由三组步进电机控制，步进电机的输入脉冲根据本题

所研究的加工方案由机床主计算机控制分配。磨床的磨削工具是能磨削高硬度材

质的金刚砂轮。根据所给信息请依次研究下列 4个问题（单位：mm）： 

问题 1：加工外表面母线为 2

3

7
(600 ) 0.45(600 ), [0,600]

18 10
y x x x     


 

的某旋转体工件，采用圆柱型砂轮加工，给出一个加工方案；对你的方案作误差

分析。  

问题 2：加工外表面母线为 400
1

30 sin ( 25 ) 130, [0,600]
100

x

y e x x
  

    
 

 的

某旋转体工件，采用轮式砂轮加工，给出一个加工方案；对你的方案作误差分析。 

问题 3：在整个加工过程中，若各个瞬时砂轮与加工工件的相切点是固定在

底座和砂轮旋转轴的坐标系中同一个点（实际是点的一个邻域），随砂轮旋转形成

一个圆周，那么砂轮在该圆周上的磨损会加大，从而影响加工质量。为此，希望
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在加工过程中使砂轮表面的磨损尽量均匀，请结合上述第 1 问题，提出一个修整

策略，给出一个合理的加工方案，作相应的误差分析。 

问题 4：请结合上述第 2 问题，提出一个修整策略，给出一个使轮式砂轮表

面的磨损尽量均匀的合理加工方案，作相应的误差分析。 

2 模型假设和符号说明 

针对这类复杂工程的建模问题，为了更有效地解决其中的主要问题，可根据

实际情况，在不对问题结果造成重大影响情况下，对其做适当的假设。本文中所

做的假设如下： 

1. 不考虑各组步进电机、变速器，功放伺服机构和精密丝杠--螺母副的各

种误差； 

2. 认为控制脉冲宽度的时间尺度不大于 ms 级(10
-3
秒）； 

3. 三工作台的可移动范围足够大，能保证被加工工件的加工； 

4. 工件在预加工后留给磨削的加工余量可确保一次磨削成形，砂轮尺寸可

任意选择； 

5. 砂轮与工件开始接触磨削前，工作台应有一小段预运动，以便与后续的

磨加工运动平稳衔接，称这一小段运动为预动。题目要求的加工方案从

预动后开始； 

6. 砂轮是能磨削高硬度材质的金刚砂轮，所以在磨削过程中可忽略砂轮的

磨耗。 

本文中的符号说明如下： 

序号 符号 符号说明 

1 m  工件上某点在加工坐标系中横坐标 

2 n  工件上某点在加工坐标系中纵坐标 

3 Ax 砂轮在机床坐标系的横坐标 

4 Ay 砂轮在机床坐标系的纵坐标 

5   上台的旋转角度 

6 N  中台转轴的初始位置 

7 N   磨削状态下上台旋转中心位置 

8 O  整体坐标系原点 

9 O  加工坐标系原点 

10 x  机床坐标系下上台旋转中心的横坐标偏移量 

11  y 机床坐标系下上台旋转中心的纵坐标偏移量 

12 ∆φ 机床坐标系下上台旋转中心的旋转角度 

13 P  丝杆螺距 

14   步进电机步进角 

15 s 步进电机脉冲步进量 

16   各组变速器的传动比 

17   步进电机脉冲旋转量 

18 δi 电机脉冲控制引起的运动误差 

19 Dv 砂轮加工点运动方向 

20 h  单位时间内加工点相对整体坐标系的横向位移 
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21 l  圆柱式砂轮加工区域长度 

22 β 砂轮可加工角度 

23 n 砂轮加工区域离散点数 

24 R 轮式砂轮加工接触区圆弧的半径 

25 ∆ψ 单位时间内加工点相对整体坐标系的角位移 

机床坐标系：固定在底座上，原点在夹具基准面中心，x 方向沿下台移动方

向，y 方向沿中台移动方向的笛卡尔坐标系。 

加工坐标系：固定在上台上，原点在夹具基准面中心，x 方向沿工件工作箱

主轴方向，y 方向在砂轮和工件主轴平面内的笛卡尔坐标系。 

3 模型建立 

由于工件在砂轮上的磨削运动过程实际上是工件在机床坐标系的 x-y 平面内

的运动过程，因此图 1-2 所示的机械加工系统可以简化为一个二维的问题。本文

建立的模型基于第二节中的模型假设。 

3.1 磨床逆运动学模型 

如图 3-1 所示，整个磨床有三个自由度，分别为加工坐标系沿机床坐标系 x、

y 方向的平动和沿自身点 N（中台转轴）的转动，可分别表示为（ , ,x y    ）。在

磨削过程中砂轮在机床坐标系 x-y 平面内的坐标不变，工件表面上的点沿其切线

平行于砂轮加工点切线的方向，通过不断改变（ , ,x y    ）依次通过砂轮加工点，

完成整个加工过程。 

由图 3-2 所示几何关系建立的磨床运动学模型如下： 

 
图 3-1 工件磨削过程中加工点坐标变换 
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图 3-2 加工点几何关系示意图 

 

 

( ' ) ( ) cos( ) sin( )

( ) ( )sin( ) cos( )

arctan( )

x x

y y

x A N C BD b A m b n b

y A AB CD A m b n

k

 

 



           

         

  







  （3-1） 

其中(Ax，Ay)为砂轮在机床坐标系中的坐标；（m,n）为位于砂轮加工点位置

的工件表面曲线在加工坐标系中的坐标；k 为位于砂轮加工点位置的工件表面曲

线点的切线斜率；b 表示为工件工作箱的夹具基准面到中台转轴的距离。 

因此，在机床坐标系下，下台、中台的位移量和上台的旋转角度（ , ,x y    ）

和 N 点的坐标，分别表示如下： 

    

 
 

 

( ) cos( ) sin( )

( ) sin( ) cos( )

arctan( )

: ,

x

y

x A m b n b

y A m b n

k

N x b y

 

 



       

      


  

    

                     （3-2） 

该模型主要用于计算加工工件表面上任意一点按要求到达砂轮加工点时下

台、中台的总的位移量和上台总的旋转量。该模型的特点是只与工件表面上所要

加工点的坐标（m,n）和切线斜率有关，各加工点之间相互独立，因此各点的加工

误差不累积。 

3.2 砂轮的运动学模型 

题目中提到在整个加工过程中，若各个瞬时砂轮与加工工件的相切点是固定

在底座和砂轮旋转轴的坐标系中同一个点（实际是点的一个邻域），随砂轮旋转形

成一个圆周，那么砂轮在该圆周上的磨损会加大，从而影响加工质量。砂轮的运

动学模型与磨床逆运动学模型不同的是，充分利用砂轮的可加工范围，在加工过

程中不断变化砂轮与工件的磨削过程中接触点，提高加工质量。 

以磨床逆运动学模型为基础，在砂轮磨削加工过程中，不断改变（Ax，Ay）

的值，从而实现砂轮加工点的动态变化。 
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3.2.1 圆柱体式砂轮 

如图 3-3 所示的圆柱体式砂轮，其中心附近的可加工范围为一条平行于机床

坐标系 x 方向的线段，砂轮加工点切线始终保持不变，因此只要改变砂轮加工点

的 Ax坐标即可实现动态加工。 

若令圆柱体式砂轮最大纵截面（垂直于砂轮转轴的最大截面）厚度为 a，砂

轮可加工范围百分比为 ηa，砂轮可加工范围离散点数为 N，则砂轮加工点在机床

坐标系下的坐标（Ax，Ay）如下： 
'

'

2x x a

y y

A A a n l

A A

   







                                   （3-3） 

其中
1,

1, 0

v

v

a

n n D

n N
D

n

l a N

 


 
 


 

 

n 为砂轮可加工范围内离散点内一点，取值范围为[0，N]； 

Dv为当前离散点 n 的运动方向； 

l 为相邻砂轮离散点间的距离。 

 

图 3-3 圆柱体式砂轮上加工点移动示意图 

 

3.2.2 轮式砂轮 

 由于轮式砂轮横截面（通过砂轮转轴的截面）的外端轮廓线参数，理论上它

可以是任一凸光滑曲线，但工程上常选用半径为 r、张角 α 不大于 180°的圆弧。

砂轮的加工要求为：砂轮加工点切线与加工件表面切线平行。由于轮式砂轮加工

表面为一圆弧，为了满足上述要求要不断调整砂轮加工点的 Ax和 Ay坐标，如图

3-3 所示。 

若令轮式砂轮可加工角度为 β，砂轮可加工范围内离散点数为 N，则砂轮加工

点在机床坐标系下的坐标（ '
xA ， '

yA ）如下： 
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'

'

sin( / 2 )

cos( / 2 )

x x

y y

A A n

A A r n

 

 

   





   





                             （3-4） 

其中
1,

1, 0

v

v

n n D

n N
D

n

N 

 


 
 


 

 

n 为砂轮可加工范围内离散点内一点，取值范围为[0，N]； 

Dv为当前离散点 n 的运动方向； 

 为相邻砂轮离散点间的夹角。 

 

图 3-4 轮式式砂轮上加工点移动示意图 

3.3 步进电机传动控制模型 

由磨床逆运动学模型可分别计算出加工工件表面上相邻两点的下台、中台的

总的位移量和上台总的旋转量，因此就可以计算出相邻两点间下台、中台的相对

位移量和上台的相对旋转量。三个工作台的执行机构分别是三组步进电机。步进

电机是一种精密数控电动机，每输入一个控制脉冲，电机主轴转动一个精确的步

进角度，可输入适当个数的脉冲控制电机主轴的角位移量。因此必须建立一个模

型将三个工作台的运动量转换为控制脉冲。 

根据题中所给的步进电机参数和机械系统参数，可得到步进电机的单位脉冲

步进量。 

由于下台和中台采用题中图 3 的传动方式，因此下台和中台的单位脉冲进给

量计算公式如下： 

360

P
s




                            （3-5） 

上台采用题中图 4 的传动方式，因此上台的单位脉冲进给量计算公式如

下： 

tan
arctan( ) 180 /

s R

R


  

 
                  （3-6） 

式中 α 表示电机的步进角；P表示导程即丝杆螺距；σ 表示各组变速器的传

动比；R 为中台转轴到控制丝杠—螺母副中心线的距离； 表示上台相对于加工
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坐标系的初始角位移。 

3.4 正运动学误差模型 

由假设 1、3和 4可以忽略磨削工艺系统热变形、丝杠受力变形、砂轮振动等

因素对工件的磨削加工所造成的影响，因此只考虑步进电机的控制误差。 

步进电机输入的为脉冲信号，通过脉冲信号的个数或频率控制电机主轴的角

位移量，再通过相应的机械机构进行传动，得到所需的移动或旋转运动。步进电

机只有周期误差而没有累积误差。 

从步进电机传动控制模型中可以看出，步进电机单个脉冲步进量是固定不变

的，因此根据所需要的位移和转角（  ,, yx ）分别除以脉冲步进量（ , ,s s    ），

即可得到达到该位移或转角所需的脉冲数（ 1 2 3, ,n n n   ）（为整数）。每一次运动

总有一个小于一个脉冲步进量的误差存在，放大最终的运动轨迹可以看出实际位

移量呈阶梯状变化。 

若三个工作台的实际的位移和转角位（ , ,x y      ），则产生的加工误差为

（ 321 ,,  ），计算式如式 3-7 所示。这些加工误差直接影响工件的加工质量。 

1

2

3

x x

y y





  

  


  
   

                                          （3-7） 

对产生的误差（ 321 ,,  ），分两种情况进行分析。 

如图 3-5 所示，理论计算时上台的加工坐标系为X'O'Y'坐标系，首先由于 21,

两个加工误差的存在使得实际上台的加工坐标系变为X"O"Y"坐标系。通过几何

计算，得到砂轮加工点在X"O"Y"坐标系下的坐标（ ', 'm n ），即为砂轮实际对工件

进行加工的位置。 

2

1

2

1

' cos(arctan )

' sin(arctan )

m m k

n n k












   



    


                             （3-8） 

其中 2
2

2
1  k  
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图 3-5 21, 对工件加工点坐标的影响 

其次，由于存在转误差 3 ，使得上台坐标系沿其旋转中心（中台转轴）转动 3

角度。通过几何计算，得到砂轮加工点在X"O"Y"坐标系下的坐标（ ", "m n ），即

为砂轮实际对工件进行加工的位置。 

3 3 3

3 3

" [ ' ( ') tan( )]sin( ) ( ') / cos( )

" [ ' ( ') tan( )]cos( )

m b n b m b m

n n b m

  

 

     


  
          （3-9） 

 

图 3-6 3 对工件加工点坐标的影响 

利用这个正运动学误差模型就可以对磨削过程中工件的加工误差进行准确的

误差分析。 
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4 模型求解 

4.1 问题一求解 

问题一提出：外表面母线为 2

3

7
(600 ) 0.45(600 ), [0,600]

18 10
y x x x     


 

的某旋转体工件，利用圆柱体式砂轮对其进行加工。利用磨床逆运动学模型将其

简化成二维问题，进行建模、求解。 

4.1.1 工件的外表面母线 

根据所给工件外表面母线方程得到其曲线图和曲率曲线图如下： 

0 100 200 300 400 500 600
0

50

100

150

X

Y

 

图 4-1-1 工件外表面母线的曲线图 
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图 4-1-2 工件外表面母线曲率的曲线图 

 

4.1.2 加工方案 

由图 4-1-2 可以看出该工件的外表面母线斜率呈线性下降趋势，所以用圆柱

体式砂轮磨削效果较好。对工件加工时要选取一些初始的参数，比如砂轮位置、

步进电机参数等，本题所用参数如表 5-1 所示。由于题目要求砂轮的旋转轴线与

底座导轨方向保持平行，且与工件工作箱的旋转主轴等高（即两旋转轴线位于同

一水平面），而圆柱体式砂轮的加工面平行于主轴方向，因此磨床逆运动学模型中

的工件转角 的正切值即为工件上磨削点处的曲率值。由于问题一的模型不考虑

砂轮加工点变动，所以先不考虑砂轮的尺寸，只要确定砂轮加工点位置即可。 
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表 4-1 磨削加工参数 

砂轮加工点位置 

（参考初始加工坐标系） 

丝杆螺距 变速器的 

传动比 

工件主轴转速 步进角度 

（310mm,260mm） 12mm 10:1 250（转/分） 1o 

 

加工基准：对工件的精加工首先对工件定位，以整个加工平台建立机床笛卡

尔坐标系即沿着工件的纵向进给方向为 x 轴，横向进给方向为 y 轴。装夹工件时

使其轴中心为机床坐标系零点。建立好机床坐标系后建立工件加工坐标系，本设

备以工件进给的方式进行加工，因此以砂轮的旋转中心为加工基准。 

砂轮与工件开始接触磨削前，工作台应有一小段预运动，以便与后续的磨加

工运动平稳衔接，称这一小段运动为预动。磨削方式选择有顺磨和逆磨，顺磨（砂

轮和工件旋转方向相反）时，冷却液容易进入磨削区，减少磨削热，缺点是磨削

性能差。采用逆磨由于相对磨削速度加大，使磨削质量提高，单发热量也增大，

相比较而言，采用逆磨是较好的一种方式，所以本题中选用逆磨。 

利用 Delphi 软件编程，建立系统的三维实体模型，在数学模型的基础上，通

过在工件表面取一定数量的离散点，来模拟磨削加工的动态过程，得到加工的磨

削轨迹和各工作台的运动轨迹。该磨床加工仿真软件具有很高的实时性，能够再

现磨床的整个磨削过程，参数化建模使其具有一定的通用性。图 4-1-3 是磨床加

工仿真软件的部分界面截图，图 4-1-4、图 4-1-5 为模拟工件一磨削加工过程的

软件截图。其中三维建模部分采用开源的 GLScene 控件。 

 

图 4-1-3 磨削加工系统仿真软件的界面 

 

图 4-1-4 磨削加工系统的三维模型 
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图 4-1-5 工件一磨削加工过程中的位置变化 

工件工作箱主轴转动速度设定为每分钟 250 转，为保证表面的加工质量，要

求工件每转动 100 转，工件与砂轮的切点在工件工作箱的旋转轴方向上的移动量

不超过 4 mm，因此磨削加工最大横向进给量 Lmax为： 

max

250*4
L / 1/ 6 mm /

100
mm s 分              （4-1） 

可取进给量L 1/ 8  mm/s 。 

模型的求解步骤为： 

【STEP1】主轴每进给 1/8mm，通过磨床逆运动学模型计算出各个工作台所

要运动的位移或转角； 

【STEP2】根据各个工作台所要运动的位移或转角，通过磨床逆运动学模型计

算出各工作台步进电机实际控制位移、需要输出的脉冲个数和脉冲频率变化，并

绘制相应曲线； 

【STEP3】根据各个工作台所要运动的位移或转角，通过正运动学误差模型计

算工件上实际加工点位置，并计算出加工误差，并绘制相应曲线； 

【STEP4】重复【STEP1】直至整个加工过程结束。 

通过磨床加工仿真软件仿真，得到工件的理论和实际加工曲线、下中上台的

理论和实际运动曲线、脉冲次数和频率曲线如下图所示。 

 
图 4-1-6 下台线位移理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

 
图 4-1-7 中台线位移理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 
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图 4-1-8 上台角位移理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

 

图 4-1-9 工件磨削的理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

从图 4-1-6 到 4-1-9 可以看出，工件加工的理论曲线和实际曲线、下台、中

台以及上台的控制位移与理论位移曲线都基本上重合。放大下台、中台以及上台

的控制位移与理论位移曲线可以看出，步进电机控制曲线呈阶梯状（始终与实际

曲线存在一个脉冲步进量的误差），正如模型中所述的一样。由此可证明所建立的

模型的准确性。 

由磨床加工仿真软件得到的加工过程中步进电机发送脉冲数和相邻时间段内

脉冲频率的变化曲线下图所示： 

 

 

图 4-1-10 下台步进电机单位时间内输出脉冲的个数（上）和脉冲频率（下） 
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图 4-1-11 中台步进电机单位时间内输出脉冲的个数（上）和脉冲频率（下） 

 

 

图 4-1-12 上台步进电机单位时间内输出脉冲的个数（上）和脉冲频率（下） 

从图 4-1-10 到 4-1-12 中可以看出，在相同的步进电机控制参数下，下台步

进电机单位时间所需的脉冲个数最多，大部分集中在 35 个，这个符合题目步进电

机最大工作频率不超过 100Hz 的要求。相邻时间段内脉冲频率的变化峰值基本为

0，只是在个别点处由于计算机仿真精度和计算公式 


q

hq

f

ff
中除法的原因会

发生突变，基本满足题目中 1.0 的要求（其中 fq,fh,ε 分别指前后时段中的脉冲

频率和脉冲频率变化）。 

4.2 问题二求解 

问题二提出：外表面母线为 400
1

30 sin ( 25 ) 130, [0,600]
100

x

y e x x
  

    
 

 的

某旋转体工件，利用轮式砂轮对其进行加工。利用第四节中提到的磨床逆运动学

模型对其进行建模、求解，其基本的分析思路与问题一类似。 

4.2.1 工件的外表面母线 

根据所给工件外表面母线方程得到其外表面母线的曲线图和外表面母线的导

曲线图如下： 
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图 4-2-1 工件外表面母线的曲线图 
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图 4-2-2 工件外表面母线的导曲线图 

4.2.2 加工方案 

由图 4-2-2 可以看出该工件外表面母线的导曲线是非线性的，在曲率变化较

大的地方应用圆锥体式砂轮，由于砂轮自身的尺寸原因会难以实现磨削过程。所

以如题所示这里采用轮式砂轮。在工件加工时所选取的初始参数如表 4-1 所示。

跟问题一类似，问题二的模型中考虑的砂轮与工件的接触点的坐标是不变的，所

以砂轮尺寸的选择在这里并没有什么意义，在标准范围内取一组尺寸数值即可。

而接触点选取砂轮外表面切线方向与加工坐标的 y 轴平行，因此，在磨床逆运动

学模型中的工件转角 的正切值其实就是工件外表面母线上磨削点处的曲率值。 

因为都不考虑加工点相对机床坐标的变化，所以问题二中的加工基准、加工

次序、磨削方式以及模型求解等都与问题一相同。 

 
图 4-2-3 磨削加工系统的三维模型 

 

图 4-2-4 磨削加工过程中工件的位置变化 



 

16 

通过磨床加工仿真软件仿真，得到工件的理论和实际加工曲线、下中上台的

理论和实际运动曲线、脉冲次数和频率曲线如下图所示： 

 
图 4-2-5 下台线位移理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

 
图 4-2-6 中台线位移理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

 
图 4-2-7 上台角位移理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

 

图 4-2-8 工件磨削的理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

通过上图可以看出，实际加工时对下台、中台以及上台的控制位移与理论位

移曲线已经非常吻合，对工件的实际加工曲线和理论曲线也非常接近，但放大图

显示，还是有一定的误差存在。相比工件一，工件二的外表面母线相对复杂一些，

所以不论是控制脉冲频率的变化率还是控制位移和加工曲线的误差都要明显大一

些。 

由磨床加工仿真软件得到的加工过程中步进电机发送脉冲数和相邻时间段内

脉冲频率的变化曲线如下图所示： 



 

17 

 

 

图 4-2-9 下台步进电机单位时间内输出脉冲的个数（上）和脉冲频率（下） 

 

 

图 4-2-10 中台步进电机单位时间内输出脉冲的个数（上）和脉冲频率（下） 

 

 

图 4-2-11 上台步进电机单位时间内输出脉冲的个数（上）和脉冲频率（下） 

由上图很明显地可以看出，在所给参数下，单位时间内步进电机的脉冲个数

在控制下台的电机上最大，除个别突出点之外其最大值小于 45 个，这个符合题目

要求的步进电机最大工作频率不超过 100Hz。相邻时间段内脉冲频率的变化峰值

基本为 0，只是在有些个别点处由于计算机仿真精度的原因有突起，基本满足题

目要求。 

4.3 问题三求解 

在问题一的基础上，考虑加工点相对于圆柱体式砂轮匀速往复运动，以保证

砂轮均匀磨耗，提高工件加工质量。 

     在问题一的基础上，采用相同的加工基准、加工次序和磨削方式，应用砂轮
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的运动学模型（圆柱体式砂轮模型）对问题三进行求解。 

通过磨床加工仿真软件仿真，得到工件的理论和实际加工曲线、下中上台的

理论和实际运动曲线、脉冲次数和频率曲线如下图所示。 

 
图 4-3-1 下台线位移理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

 
图 4-3-2 中台线位移理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

 
图 4-3-3 上台角位移理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

 

图 4-3-4 工件磨削的理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

通过上图可以看出，实际加工时对下台、中台以及上台的控制位移与理论位

移曲线已经非常吻合，对工件的实际加工曲线和理论曲线也非常接近，但放大图

显示，还是有一定的误差存在。与问题一的结果相比较，问题三中所做模型不论

是控制脉冲频率的变化率还是控制位移和加工曲线的误差稍大一些，但问题三中

考虑了到砂轮磨耗的影响，因此，在选择加工点在砂轮上的移动方式和速度上应

该可以有所改进。 

由磨床加工仿真软件得到的加工过程中步进电机发送脉冲数和相邻时间段内

脉冲频率的变化曲线如下图所示： 
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图 4-3-5 下台步进电机单位时间内输出脉冲的个数（上）和脉冲频率（下） 

 

 

图 4-3-6 中台步进电机单位时间内输出脉冲的个数（上）和脉冲频率（下） 

 

 

图 4-3-7 上台步进电机单位时间内输出脉冲的个数（上）和脉冲频率（下） 

由上图很明显地可以看出，在所给参数下，单位时间内步进电机的脉冲个数

在控制下台的电机上最大，除个别突出点之外其最大值小于 40 个，这个符合题目

要求的步进电机最大工作频率不超过 100Hz。相邻时间段内脉冲频率的变化峰值

基本为 0，只是在有些个别点处由于计算机仿真精度的原因有突起，基本满足题

目要求。相比问题一，本题的突起变多，说明由于加工点在砂轮上的运动，使控

制位移的难度加大，相当于工件外表面母线变复杂了。但砂轮能够更均匀地磨耗

又能提高加工精度，二者相辅相成。 

4.4 问题四求解 

在问题二的基础上，考虑加工点相对于轮式砂轮的外表面曲线上匀速往复运
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动，以保证砂轮均匀磨耗，提高工件加工质量。 

在问题二的基础上，采用相同的加工基准、加工次序和磨削方式，应用砂轮

的运动学模型（轮式砂轮模型）对问题四进行求解。 

通过磨床加工仿真软件仿真，得到工件的理论和实际加工曲线、下中上台的

理论和实际运动曲线、脉冲次数和频率曲线如下图所示： 

 
图 4-4-1 下台线位移理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

 
图 4-4-2 中台线位移理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

 
图 4-4-3 上台角位移理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

 

图 4-4-4 工件磨削的理论曲线和实际加工曲线（右图为局部放大图） 

通过上图可以看出，实际加工时对下台、中台以及上台的控制位移与理论位

移曲线已经非常吻合，对工件的实际加工曲线和理论曲线也非常接近，但放大图

显示，还是有一定的误差存在。与问题二的结果相比较，问题四中所做模型不论

是控制脉冲频率的变化率还是控制位移和加工曲线的误差较大，但问题四中考虑

了到砂轮磨耗的影响，因此，在选择加工点在砂轮上的移动方式和速度上可以有

所改进。 

由磨床加工仿真软件得到的加工过程中步进电机发送脉冲数和相邻时间段内



 

21 

脉冲频率的变化曲线如下图所示： 

 

 

图 4-4-5 下台步进电机单位时间内输出脉冲的个数（上）和脉冲频率（下） 

 

 

图 4-4-6 中台步进电机单位时间内输出脉冲的个数（上）和脉冲频率（下） 

 

 

图 4-4-7 上台步进电机单位时间内输出脉冲的个数（上）和脉冲频率（下） 

由上图很明显地可以看出，在所给参数下，单位时间内步进电机的脉冲个数

在控制下台的电机上最大，除个别突出点之外其最大值小于 60 个，这个符合题目

要求的步进电机最大工作频率不超过 100Hz。相邻时间段内脉冲频率的变化峰值

大都为 0，但相对前三问，问题四中突出点的个数比较多，这是因为工件二的外

表面曲线比较复杂并且加工点相对轮式砂轮在不停地运动综合起来导致的结果。

这些通过优化应该是可以改进的。 

4.5 加工曲线的误差分析 

特殊工件一般是在机床、测量仪器等设备上用作精密传动或定位元件，根据
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它的这一特定用途，评价特殊工件的精度指标主要是表面粗糙度。 

对外圆磨床使用者进行调研结果表明，表面粗糙度主要是由机床热变形、机

床受力变形、进给误差和工件的误差复印造成的。由于砂轮在精磨前是经金刚笔

修正过的，故精磨中砂轮的磨损量的变化是很微小的。至于操作者的操作失误可

不加考虑。外圆磨床的主要热源是砂轮主轴轴承的发热和液压系统的发热。砂轮

主轴轴承的发热将使主轴轴线升高并使砂轮架向工件方向趋近，液压系统的发热

使床身各处的温升不同，导致床身的弯曲和前倾。本文中主要对进给误差进行具

体分析。 

在系统中主要依靠脉冲驱动步进电机通过转换器对工件进行进给，脉冲主要

依靠对工件外表面母线进行插值的精度得到。插值的精度是根据工件粗糙度以及

工件的加工时间进行优化得到的最优结果。 

根据正运动学误差模型分析，三个方向的进给误差引起工件加工的误差即工

件整体外形粗糙度。其单点误差机理图如下图所示： 

 
图 4-5-1 误差分析图 

其单点的误差面积为：     2121
2

1
yyxxS   

根据数控加工最后外形知道其加工曲线与理论曲线会产生凸凹的误差面积，

因此本论文主要用相对误差面积来表示误差量，即通过对单点误差面积累计和与

理论曲线截面积之比表示。 

%100
*

*
* 




S

S
e                        （4-2） 

其中， *S 为单点面积误差累计和； *S 为曲线面积总和； 

利用前面的正运动学误差模型，通过软件对系统进行误差分析，得到问题一

中工件加工误差直方图如下： 

 

图 4-5-2 工件加工误差直方图 

根据正运动学误差模型通过编制程序得到单点面积误差累计和

0.061197* S ，理论曲线面积 960938.52991* S ，得到： %000115.0* e  
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问题二中工件加工误差直方图如下： 

 

图 4-5-3 工件加工误差直方图 

根据正运动学误差模型通过编制程序得到单点面积误差累计和

0.097521* S ，理论曲线面积 804688.79849* S ，得到： %000122.0* e 。 

`问题三中工件加工误差直方图如下： 

 

图 4-5-4 工件加工误差直方图 

根据正运动学误差模型通过编制程序得到单点面积误差累计和

0.061481* S ，理论曲线面积 960938.52991* S ，得到： %000116.0* e 。 

问题四中工件加工误差直方图如下： 

 

图 4-5-5 工件加工误差直方图 

根据正运动学误差模型通过编制程序得到单点面积误差累计和

0.135788* S ，理论曲线面积 804688.79849* S ，得到： %170000.0* e 。 

表 4-2 误差分析结果 

问题 理论曲线面积 mm2 总误差面积 mm2 误差百分比% 

一 52991.960938 0.061197 0.000115 

二 79849.804688 0.097521 0.000122 

三 52991.960938 0.061481 0.000116 

四 79849.804688 0.135788 0.000170 

比较问题一和问题三结果可以看出，对于工件 1 采用圆柱体式砂轮进行变加

工点和不变加工点加工得到的误差很接近，而变加工点方式减小了砂轮的磨耗，

因此对工件 1 这种表面曲率变化比较下的工件，采用变加工点方式进行加工比较

好。 

比较问题二和问题四结果可以看出，对于工件 2 采用轮式砂轮进行变加工点

和不变加工点加工得到的误差相差比较大。由于工件 2 本身表面曲率变化比较大，

采用轮式砂轮变加工点方式进行加工，相当于在工件 2 本身曲率基础上再增加了

砂轮表面的曲率变化，使得各工作台的运动量增大，从而整体误差增大。因此对
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工件 2 这种表面曲率变化比较大的工件，采用固定加工点方式进行加工比较好。 

 

 

5 步进电机脉冲频率变化影响因素及其优化 

5.1 步进电机脉冲频率变化的影响因素 

通常而言，若加工的进给量越大，加工时间越短，但每次进给三个工作台的

运动量就会增大，从而导致每次进给时间内需要的脉冲个数增多，步进电机控制

性能下降，因为脉冲的个数又受步进电机的控制脉冲的最高工作频率的限制，不

能无限增多。因此，加工时间和步进电机控制性能之间是相互矛盾的。这就需要

对其进行优化，找出合理的中间量。 

通过前面分析，可以看出相邻时间段内的脉冲频率变化在大多情况下都为 0，

由于电机的控制精度等造成的影响，在个别点处有突变。这些突变越多，加工曲

线的平稳性越低，工件的加工质量越差。通过对步进电机脉冲频率的分析，得到

步进电机脉冲频率变化的影响因素如下： 

1) 加工件表面的曲率变化，脉冲次数变化为曲率变化的一阶导数，为曲线变化

的二阶导数。比较问题一和问题二的上台曲线图结果可知，当加工件表面曲

率变化为斜直线时，上台转动角度变化与曲率变化一致，而单位时间脉冲数

基本上为常值；当加工件表面曲率变化为曲线时，上台转动角度变化与曲率

变化一致，而单位时间脉冲数为斜率变化的导数； 

2) 加工的进给量。正如 5.1 开始所分析，加工的进给量越大，工作台的运动量

就会增大，导致每次进给时间内需要的脉冲个数增多，成正比关系。 

3) 步进电机的控制精度。由于步进电机一次进给最大控制误差为一个单位脉冲

进给量，因此如果步进电机控制精度越高，单位脉冲进给量越小，电机频率

变化越平缓。 

4) 砂轮外形。比较第三问和第四问可知，对于变点加工，圆柱体式砂轮只增加

一个方向上的运动，而轮式砂轮对工件坐标系同时增加了三个方向的运动，

增加了各工作台的运动量。因此圆柱体式砂轮加工精度更高更平稳。 

5) 砂轮的可加工区域。砂轮的可加工区域直接影响变点加工时可变加工点的范

围，从而影响工作台附加位移量； 

6) 砂轮加工点位置的变化频率。砂轮加工点位置的变化频率直接影响到工作台

的运动频率，从而影响步进电机脉冲频率变化； 

对于磨床逆运动学模型而言，因为加工点位置相对于整体坐标系是不变的，

所以以上影响参数只用考虑（1）、（2）和（3）。对于砂轮的运动学模型，就要考

虑上面所有的影响因素。 

5.2 步进电机脉冲频率变化的优化 

在本题的求解中，根据工件工作箱主轴转速和每 100 转的移动量确定了加工

的最大进给量 maxL 1/ 6 mm / s 。以第一个工件为例，通过改变磨床加工仿真软
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件加工参数栏中的进给量（分别取 1/6、1/7、1/8 和 1/9），得到三组步进电机的

最大脉冲频率如下表所示： 

表 5-1 不同进给量下最大脉冲频率和加工时间表 

进给量 mm/s 
最大脉冲频率 Hz 

加工时间 s 
下台 中台 上台 

1/6 48 16 18 3600 

1/7 39 9 10 4200 

1/8 36 8 9 4800 

1/9 34 8 9 5400 

对上表中数据进行归一化处理，并以进给量为横坐标，得到最大脉冲频率和

加工时间相对进给量的变化曲线如下图所示： 

0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

 

 

下台最大频率

中台最大频率

上台最大频率

加工时间

1/8mm进给量

1/9mm进给量

1/7mm进给量

1/6mm进给量

 
图 5-1 数据归一化曲线图 

 从图 5-1 中可以看出加工时间随着进给量的增大而减小，上中下台最大频率

随着进给量的增大而增大，但在 1/7mm 进给量处四者之间距离最小，因此选择最

优进给量为每秒 1/7mm，加工时间为 4200s。 

6 总结 

本文通过分析磨床磨削加工过程，将其简化为二维的运动学问题，建立了包

括磨床逆运动学模型、砂轮的运动学模型、步进电机传动控制模型和正运动学误

差模型在内的四个数学模型。磨床逆运动学模型与砂轮的运动学模型的区别在于：

在工件加工过程中，砂轮上加工点在机床坐标系中相对于砂轮是否存在位置变化。

磨床逆运动学模型中没有考虑上述变化，用于求解问题一和问题二，砂轮的运动

学模型中考虑了这种变化，用于求解问题三和问题四。 

在建立的运动学模型基础上自主开发了一套磨床加工仿真软件，用于动态地

仿真工件在磨床上加工的整个过程，分别绘制出上台、下台和中台三组电机的控

制位移曲线，最后得到工件的实际加工曲线和理论曲线的对比图。通过曲线图可

以看出实际加工曲线与理论曲线非常接近，这也证明了本文所建数学模型的正确

性。 

通过磨床加工仿真软件还可以得到各组电机在单位时间内的脉冲数和脉冲频

率曲线图，用来校核题目中所提到的电机参数（步进电机最大工作频率不超过
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100Hz）和平稳性指标（ 1.0 ）。通过电机的脉冲频率变化曲线可以看出：相邻

时间段内脉冲频率变化图基本为零，但是会存在一些突变点。这是由电机控制位

移精度引起的，因此，可以对其进行优化。 

本文在对四个问题的处理中都选用每秒 1/8mm 的进给量，利用第三节建立的

正运动学误差模型给出了未加工区域与工件在机床坐标系中的投影面积比值来衡

量加工误差。分析四个问题得出其误差值分别为： %000115.0 ， %000122.0 ，

%000116.0 ， %000170.0 。 

通过对误差结果的分析得出，对工件 1 这种表面曲率变化比较下的工件，采

用变加工点方式进行加工比较好；对工件 2 这种表面曲率变化比较大的工件，采

用固定加工点方式进行加工比较好。 

本文最后一节中列举出了影响电机脉冲频率变化的因素，提出了一种优化方

案，通过调节进给量得到一个电机脉冲频率变化的最优值，此时，最优进给量为

每秒 1/7mm，加工时间为 4200s。 
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