
 

 

全全国国第第七七届届研研究究生生数数学学建建模模竞竞赛赛

 
题 目       特殊工件磨削加工的数学建模 

摘       要： 

针对圆曲线磨床加工复杂母线旋转体的加工方案问题，建立了以加工时间最

短为目标函数的优化模型。 

首先通过建立基座坐标系和工件坐标系，推导坐标变换关系，得到母线上切

点运动与三个工作台运动间的解析关系，给出了三个工作台螺母副的位移随时间

变化的函数，从而得到初始加工方案。其次通过自适应调整策略，对初始加工方

案进行优化，使之满足所有的约束条件，最终得到三组步进电机的脉冲频率随时

间变化的函数，以及向三组电机发送控制脉冲的时刻表。 

根据步进电机转动角度的正负进行时间分段，所得结果为：问题 1 划分为两

个时段，问题 2 划分为四个时段，问题 3 划分为两个时段，问题 4 划分为六个时

段。 

对计算结果进行误差分析，包括系统误差和加工原理误差。对系统误差进行

了理论分析，对加工原理误差进行了计算机仿真试验，结果表明绝对误差的欧氏

距离最大为 10-2mm，均值为 10-3mm，可见给出的加工方案精度较高。 

针对问题 3 和问题 4 中砂轮表面磨损尽量均匀的要求，对前两问的模型进行

改进，增加了描述磨削点运动的中间坐标系，使得磨削点能够按照某种要求在砂

轮表面移动，从而避免了局部磨损的加大，仿真结果表明给出的加工方案达到了

这一要求。 
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一、问题重述 

大型精密内外圆曲线磨床，可用来加工具有复杂母线旋转体的特殊工件，如

导弹天线罩等。这些工件的特点为尺度大、精度要求高、母线为连续光滑等。精

确的控制磨床各工作台相互配合运动，是达到工件加工精度要求，缩短加工时间

的关键技术。 

本文研究的问题是，根据旋转体工件的光滑母线方程 ( )y f x ，给出一个合

理的加工方案，在尽可能短的时间内完成磨削，并作加工误差分析。 

需要解决的问题有： 

问题 1：加工外表面母线为 2

3

7
(600 ) 0.45(600 ), [0,600]

18 10
y x x x     


的某旋转体工件，采用圆柱型砂轮加工，给出一个加工方案；并对方案作误差分

析。  

问题 2：加工外表面母线为 400
1

30 sin ( 25 ) 130, [0,600]
100

x

y e x x
  

    
 

的

某旋转体工件，采用轮式砂轮加工，给出一个加工方案；并对方案作误差分析； 

问题 3：在整个加工过程中，若砂轮与加工工件的相切点是固定在底座和砂

轮旋转轴的坐标系中同一个点，随砂轮旋转形成一个圆周，那么砂轮在该圆周上

的磨损会加大，从而影响加工质量。为此，应在加工过程中使砂轮表面的磨损尽

量均匀。结合上述第 1 问题，提出一个修整策略，给出一个合理的加工方案，作

相应的误差分析。 

问题 4：结合上述第 2 问题，提出一个修整策略，给出使轮式砂轮表面的磨

损尽量均匀的合理加工方案，作相应误差分析。 

二、模型假设 

1、砂轮的旋转轴线与底座导轨方向保持平行，且与工件工作箱的旋转主轴

等高，即两旋转轴线位于同一水平面。 

2、不考虑各组步进电机、变速器，功放伺服机构和精密丝杠--螺母副的各

种误差； 

3、认为控制脉冲宽度的时间尺度不大于 ms 级 ( 310 秒），所以问题解答中，

与时间有关的结果精确到 ms 级； 

4、三工作台的可移动范围足够大，能保证被加工工件的加工； 

5、工件在预加工后留给磨削的加工余量可确保一次磨削成形； 

6、假设各磨削点线速度差距不大时，对加工精度造成的影响不大，因此为

计算方便，固定工件工作箱主轴转动速度为每分钟 250 转。 

三、符号及名词说明 

电机 1：安装在中台上控制上台转动的步进电机； 

电机 2：安装在下台上控制中台平移的电机； 

电机 3：安装在基座上控制下台平移的电机； 

1( )s t ： t时刻电机 1 螺母副沿其丝杠运动的距离； 
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2 ( )s t ： t时刻电机 2 螺母副沿其丝杠运动的距离； 

3 ( )s t ： t时刻电机 3 螺母副沿其丝杠运动的距离； 

( )O xy ：基座坐标系； 

1 1 1( )O x y ：工件坐标系； 

2 2 2( )O x y ：砂轮切点坐标系； 

P：工件与砂轮的接触点； 

 ：工件坐标系 1x 轴至基座坐标系 x轴的角度（逆时针为正）； 

 ：砂轮切点坐标系 2x 轴至基座坐标系 x轴的角度（逆时针为正）； 

a：砂轮厚度； 

d：砂轮直径； 

r：轮式砂轮横截面的外端轮廓线半径。 

四、问题分析 

针对圆曲线磨床加工复杂母线旋转体的加工问题，建立了以加工时间最短为

目标函数的优化模型，需要给出合理的加工方案。 

完整的加工方案，包括如何确定加工基准，选择加工次序、砂轮尺寸，确定

三组电机各时段应发脉冲数和这些脉冲在时段内的分布。 

题目中，加工基准主要指定位基准。确定加工基准，即确定工件在机床中的

位置，标定磨削开始前工件与基座间的方位。 

由于加工一次成型，加工过程中工件与砂轮始终保持接触，所以加工次序的

选择应指加工开始的母线端点选择。 

砂轮几何尺寸包括砂轮的厚度 a、直径d以及轮式砂轮横截面的外端轮廓半

径 r。根据相关文献[1][2]，砂轮厚度与工件尺寸、轮廓线曲率有关。而直径则与

砂轮的转速以及工件在其转轴方向的移动速度有关。轮式砂轮横截面的外端轮廓

半径 r应小于工件母线凹陷部分曲率半径的最小值[3][4][5]。 

根据题中步进电机的工作原理和控制特性，电机主轴转动的步进角度区分正

向与反向，故可按照某电机步进角度的正负来划分时段，以便于控制脉冲的正确

发送。步进电机的控制方式有两种：即可输入适当个数脉冲控制步进电机的角位

移量，又可通过控制某时段中的脉冲频率或脉冲的分布使电机主轴转动速度达到

某种要求。因此可以通过两种方式对电机进行控制，即给定发送脉冲的时刻或给

出脉冲频率随时间变化的函数。 

加工方案的合理性，体现在满足加工几何误差和加工光滑性要求。为保证工

作平台的稳定，要求频率变化不能剧烈，频率对时间的函数应当是连续的，不能

出现跳跃。此外，为保证表面的加工质量，工件在其转轴方向的移动量还应满足

每转动 100 转不超过 4mm 的要求。 

加工方案的优劣，表现为加工时间的多少和加工精度是否符合要求。因此可

将目标函数定义为时耗尽可能少，在满足合理性的条件下寻求最优。 
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加工误差包括系统误差和加工原理误差。对系统误差可进行理论分析，对加

工原理误差可进行计算机仿真验证，得到“实际加工曲线”，与理论曲线进行抽

样比较，从而评定模型的好坏。 

模型的求解思路如下： 

首先通过建立基座坐标系和工件坐标系，推导坐标变换关系，得到母线上切

点运动与三个工作台运动间的解析关系，从而推出三个工作台螺母副的位移随时

间变化的函数，进而得到初始加工方案。其次通过自适应调整策略，对初始加工

方案进行优化，使之满足所有的约束条件，最终得到三组步进电机的脉冲频率随

时间变化的函数，以及向三组电机发送控制脉冲的时刻表。 

针对问题 3 和问题 4 中砂轮表面磨损尽量均匀的要求，对前两问的模型进行

改进，增加了描述磨削点运动的中间坐标系，使得磨削点能够按照某种要求在砂

轮表面移动，从而可以避免局部磨损的加大。 

 

五、模型建立与求解 

一、问题 1 

1.1 模型建立 

1.1.1 优化模型 

定义目标函数为加工时间最短，并满足以下约束： 

（1）各电机接受脉冲的频率随时间连续变化，不能出现间断点； 

（2）控制脉冲的工作频率不大于 100Hz； 

（3）工件每转动 100 转，工件与砂轮的切点在工件工作箱转轴方向的移动

量不超过 4mm。 

记某工件的总加工时长为T（从预动后，磨削开始时记时）；三组电机频率

与时间的函数分别为 1( )f t ， 2 ( )f t ， 3( )f t ；工件与砂轮的切点在工作箱转轴方向

的速度为 ( )v t 。 

在假设 6 的条件下，
250 1

( ) 4
100 60

v t    ，因此建立优化模型如下： 

min T  

s.t 

0
lim ( ) ( )

( ) 100

( ) 1/ 6

| |

i i
t

i

q h

q

f t t f t

f t

v t

f f

f


 
  







  


， 1,2,3i   

1.1.2 坐标系的建立 

需要建立如下坐标系（如图 1 所示）： 
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

1y

y

x

1x

1O

O

工件母线

 
图 1 坐标系示意图 

 

(1)基座坐标系 ( )O xy  

以砂轮前端中心为原点O，以下台运动方向为 x轴，以中台平移运动方向为

y轴。 x轴方向与砂轮前端中心切线方向相同。 

(2)工件坐标系 1 1 1( )O x y  

以上台转轴中心为原点 1O ，以工件工作箱转轴为 1x 轴，以垂直于工作箱转

轴方向为 1y 轴。在工件坐标系中，工件上某点的坐标固定不变。 

在工件坐标系中，问题 1 中母线的方程变为 

2
1 3

7
( ) (600 ) 0.45(600 ), [ ,600 ]

18 10
y Q x x b x b x b b          


  (1) 

定义工件坐标系在基座坐标系中的坐标为 1 1( , , )O Ox y  ，其中 1Ox  ， 1Oy  是工

件坐标系原点 1O 在基座坐标系中的坐标。 

在加工过程中某一时刻，工件与砂轮的接触点P，该点与基座坐标系原点O

重合，在工件坐标系中是一个动点。P点在工件坐标系中的坐标记为 1 1( , )P Px y ，

该坐标随时间变化，即 

1 1

1 1

( )

( )

P P

P P

x x t

y y t





 

由曲线方程知 1 1 1( ) ( ( ))P Py t Q x t 。在工件坐标系中曲线上P点的斜率也是时
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间的函数，且 

1 1 1( ) ( ( ))P Py t Q x t                          (2) 

采用圆柱形砂轮时，P点切线与基座坐标系 x轴平行，则可得 

1tan ( )Py t                            (3) 

记P点在基座坐标系中的坐标是 ( , )TP Px y ，根据坐标变换关系，当两坐标轴

夹角为 时，有 

11

1 1

cos sin

sin cos

OP P

P P O

xx x

y y y

 

 

      
       
      

              (4) 

显然P点在基座坐标系中的坐标  
T

P Px y  0，因此得到方程组 

1

1

1

1

( )( )cos sin

sin cos ( ) ( )

OP

P O

x tx t

y t y t

 

 

    
          

0             (5) 

其中  
1 1
( ) ( )

T

O Ox t y t 为工件坐标系原点 1O 在基座坐标系中随时间变化的坐

标。 

工件坐标系在基座坐标系中的坐标为 1 1( , , )O Ox y  ，又根据各步进电机控制工

作台运动的原理，各轴向的运动距离与该坐标有如下关系 

11

1 1

(0)

3

(0)
2

(0)

( ) ( )

( ) ( )

OO

O O

xx t s t

y t s t y

 

    
    

      
          

                  (6) 

其中
1 1

(0) (0) (0)
O Ox y （ ）为预运动后，工件坐标系在基座坐标系中的坐标，

即初始状态，  为 的变化量， 2 ( )s t 和 3( )s t 为螺母副 2、3 沿其丝杠运动的距

离。 
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(0)



R
b

工件工作箱

上台两对称轴

夹具基准面

上台 传动系统

步进电机

丝杠

螺母

 

图 2 上台运动示意图 

 

由图 2 所示的几何关系，可得 

(0)
1tan ( ) tanR s t R                      (7) 

联立上述(5)(6)(7)方程，得到各螺母副的运动方程与 P点在工件坐标系中的

坐标之间的动态关系： 

1

1

(0)

1 1

(0)
2 1

(0)
3

1

tan( ) ( )0 0

( ) sin cos 0 ( )

cos sin 0( ) ( )

P

P O

OP

Rs t x tR

s t y t y

s t xy t



 

 

                     
               

    (8) 

1.2 模型求解 

1.2.1 砂轮几何参数与加工基准的确定 

根据本题中工件的几何形状和尺寸，参考相关文献 [1][2]，取砂轮厚度为

20mm。加工基准确定为工件在原题中母线方程 0x  的起点。 

1.2.2 初始加工方案的生成 

对问题 1 中的曲线求导数，可知该曲线为一凸曲线，可以使用圆柱型砂轮进

行磨削。 

螺母副位移量的增减由步进电机步进角度的方向决定，即步进角度为正向时

位移量为正，步进角度为反向时位移量为负。当位移量由正变负时，需要改变电

机诸绕组的通电顺序。为正确控制步进电机的转向，以螺母副位移量函数的单调

性来划分时段，不同时段内诸绕组的通电顺序不同。 
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在优化模型中，先令 ( ) 1/ 6v t  ，即考察其第三个约束条件的边界上的点。

物理意义为，动点P在 1x 轴方向以此最大速度移动，得到一个初始解（未必是可

行解），然后再考察另外两个约束条件，对初始解进行修正。 

若工件与砂轮的接触点P在工件坐标系中以最大速度移动，其坐标与时间的

关系可表示如下（单位 毫米，秒）： 

1 0
( ) ( ) 1/ 6

t

Px t v t dt t                     (9) 

1 1( ) ( ( ))P Py t Q x t                       (10) 

P点的斜率随时间的变化为： 

1 1( ) ( ( ))P Py t Q x t                        (11) 

由于各电机螺母副的运动从预动后开始计算，因此 

 1 2 3(0) (0) (0)
T

s s s  0。 

将公式(9)(10)(11)带入公式(8)，通过 Matlab 的符号运算，整理得到三个与步

进电机相连的螺母副随时间的运动方程，如公式(12)所示。 

1

2

2 2

2

3 2

7
( )

180

7 1 1
(13500000 9000 )( ) 14580000 4050 21(600 )

54000 60 6( ) 134.1480
2916810000 49 12600

1 7 1
13500000 9000 (14580000 4050 21(600 ) )( )

6 54000 60( ) 247.7989
2916810000 49 12600

s t t

t t t t
s t

t t

t t t t
s t

t t




     
 

 

     
 

 












 (12) 

由公式(8)知， 1( )s t 与 1 ( )Py t 存在线性关系，而根据曲线方程， 1 ( )Py t 与时间

1 ( )Px t 存在线性关系，又根据假设 1 ( )Px t 与时间是线性关系，因此 1( )s t 与时间为线

性关系，这与公式(12)的结果相符。 

下图为三组电机螺母副的运动方程，根据 2 ( )s t 单调性分为两个时间段。 
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图 3 螺母副运动方程及分段结果示意 

 

步进电机收到一个脉冲，则变速器转动 0.1 ，若变速器转动 360 ，则螺母

副移动 12mm，可得一个脉冲使得螺母副移动 1/300mm。由此关系，将连续的螺

母副运动方程离散化为各步进电机的脉冲发送时刻表，于是得到问题 1 的初始加

工方案。 

1.2.3 加工方案的检验与调整 

对初始加工方案进行约束条件的检验。经验证，满足优化模型的前三个约束

条件，只有个别点不满足第四个约束条件，即脉冲频率稳定性的要求，因此需要

进行调整。调整策略的基本思想是以牺牲加工时间为代价来换取脉冲频率的稳定

性，主要通过在部分区间降低工件在其轴向上的移动速度来实现。具体步骤如下： 

步骤 1：计算不满足脉冲频率稳定性约束的点所在区间，设为 1 2, , nt t t   ； 

步骤 2：适当降低工件在 it 区间内在其轴向上的移动速度，即将区间 it 做

适当拉伸至 , 1, 2,i i it k t i n     ，其中 ik 为拉伸系数； 

步骤 3：计算 it  区间内各脉冲发送的时刻； 

步骤 4：检验 it  区间内的脉冲频率是否满足稳定性要求，统计出不满足要

求的点的个数及所用加工总时间； 

步骤 5：若不满足要求的点的个数小于给定的阈值，则调整过程结束，输出

调整后的加工方案；否则返回步骤 2，重新选择 ik 进行计算。 

针对本问题数据，给出了调整后的最优方案。 

最小化时间 minT 为 3600s，各时间段的起始时刻与脉冲数如表 1 所示。由于
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数据量过大，完整的发送脉冲时刻数据（精确到 ms）储存在附件的文本文件中

（第一问附件文件夹），每个步进电机分别对应一个文件，表 2 为其中的部分数

据。 

表 1 时段划分与脉冲数目 

时段号 
起始时刻

（s） 

结束时刻

（s） 

脉冲数及其转角正负 

电机 1 电机 2 电机 3 

时段 1 0 1623.283 18938 + 7839 + 74339 - 

时段 2 1623.283 3600 23062 + 10684 - 95752 - 

表 2 各电机脉冲发送时刻表 （单位：ms） 

电机 1 0 86 171 257 343 429 514 600 686 …… 

电机 2 0 104 208 311 415 519 623 727 831 …… 

电机 3 0 22 45 67 89 112 134 156 179 …… 

 

在螺母副运动方程的基础上（公式 12），得到三组步进电机脉冲的频率函

数，见图 4（脉冲频率函数由 Matlab 符号运算得到，形式比较复杂，见附件 word

文档）。 

 

图 4 脉冲频率函数 

1.3 误差分析 

1.3.1 误差模型 

提出的模型中，误差主要来源于两个方面，即系统误差和加工原理误差[2][3]。

系统误差包括基准位移误差和基准不符误差，产生原因如下： 

1) 零件的定位基面的尺寸和形状误差； 

2) 夹具定位元件误差； 

3) 零件的定位基准与零件的设计基准不重合而引起的零件加工尺寸误差。 

由公式(8)得到步进电机的控制方程： 
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1

1

(0)
11

(0)
1 2

(0)
31

( ) tan( ) 0 sin cos

( ) 0 cos sin ( )

0 0 ( )( )

P

P O

OP

s t Rx t

y t s t y

R s t xy t

 

 

               
             

       (13) 

由于上述原因，产生初始定位误差为
1 1

(0) (0) (0)( , , )TO Oy x   时，此时实际

削磨曲线方程为 

1 1

1 1

(0) (0)
11

(0) (0)
1 2

(0) (0)
31

( ) tan( )( ) 0 sin cos

( ) 0 cos sin ( )

0 0 ( )( )

P

P O O

O OP

s t RX t

Y t s t y y

R s t x xY t

  

 

                   
               

 

故产生的系统误差在 t时刻的影响为 

1

1

(0) (0) (0)

1

(0)
1

(0)

1

tan( ) tan( ) 0 sin cos

( ) 0 cos sin

0 0( )

P

P O

OP

R Rx t

y t y

R xy t

   

 

                   
             

 

于是得到 

1 1

1 1

(0) (0)
1

(0) (0)
1

2 (0) (0) (0) 2
1 3

( )

( )

sin
( ) sec ( ) ( )

cos

P O O

P O O

P

x t y x

y t y x

y t R R


  



     



    

     


 

加工原理误差产生原因如下： 

电机的工作原理是，输入确切个数的脉冲控制电机主轴的角位移量，使螺母

副移动一定距离。根据螺母副的运动方程求解脉冲分布过程中，对时间轴进行了

离散与取舍，在这三组脉冲的作用下，产生的实际磨削曲线与理想曲线必然有误

差。 

根据脉冲发送时刻表（见附件）及公式(13)，利用计算机进行仿真试验，得

到一条仿真曲线（见下图）。 
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图 5 仿真曲线 

 

1.3.2 误差评价 

对理想曲线与实际曲线在相同时刻进行采样（均匀采样），得到数量相等的

两组采样点，计算对应点的距离差（欧氏距离），这些距离差即可反映实际曲线

的误差。从这些距离差中提取三个指标：均值E、方差 2 及最大值max 。均值、

方差可以反映误差的总体水平，最大值可以反映误差的局部水平，指标的计算方

法如下： 

1

2 2

1

1

1
( )

max max , 1,2,

N

i
i

N

i
i

i

E S
N

S E
N

S i N







 

  

  







 

其中， iS 为每个采样点与理论采样点的差值， N为采样点的总数。 

采样点的多少一般会对误差的均值和方差产生影响，显然采样点越多，误差

评价越准确。为了使误差评价尽量精确，采样过程中动态的增加采样点（变步长

采样），直到误差均值不再显著变化为止，以此时的采样数据作为评价误差的数

据，最终采集了 14400 个数据点，经计算，得三个指标，方差、均值、最大值分

别为： 

2 -6 2=1.2656 10S mm  ， 0.0031SE mm  ，max 0.0071S mm   

由题中数据算得单个脉冲可使得螺母副移动 1/300mm，约为 0.0033mm，误

差的均值及最大值与单个脉冲造成的位移量在同一数量级上，可见给出的加工方

案是合理并且精确的。 

二、问题 2 

2.1 模型建立 
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这里仍采用问题 1 的坐标系统与基本模型，只是由于母线方程不同，与动点

P有关的  1 1 1( ) ( ) ( )
T

P P Px t y t y t 有所变化。同样先假定动点 P在 1x 轴上的速度

为一常数 v，则 

 

 

1

1 2 1

1 2 1

( )

( ) ( )

( ) ( )

P

P P

P P

x t vt

y t Q x t

y t Q x t

 





 

                     (14) 

其中 2Q 为问题 2 中的工件母线在工件坐标系中的方程，即： 

400
2

1
( ) 30 sin ( 25 ) 130, [0,600]

100

x b

y Q x e x b x


  
      

 
， 斜 率 方 程 为

400
2

3 1 1
( ) sin ( 25 ) 4cos ( 25 ) , [0,600]

40 100 100

x b

y Q x e x b x b x 


                  
    

。 

2.2 模型求解 

2.2.1 砂轮几何参数与加工基准的确定 

与问题 1 同理，取砂轮厚度为 20mm。加工基准确定为工件在原题中母线方

程 0x  的起点。 

在本问题中，母线中有凹弧的存在，并且砂轮换成了轮式，为了保证工件磨

削后的光滑性，给出的加工方案需考虑砂轮横截面前端劣弧的曲率半径，该半径

不能大于母线中凹弧处最小的曲率半径。曲率半径的计算公式为： 

2 3/ 2
2

2

(1 )Q

Q






 

经计算，母线凹弧处最小的曲率半径 min 为 722.6584mm，则砂轮横截面劣

弧的曲率半径可取为 700mm。 

 

2.2.2 初始加工方案的生成 

将公式(14)与公式(8)联立，仍采用 Matlab 的符号运算，解得各螺母副的运

动方程： 
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1

2400

2 2

2400

3 2

45
( ) 47.7297

2

750 1200 sin 5200
2 600 4

( ) 188.6157
1600 9

20
10000 90 sin 390

3 600 4
( ) 223.1357

1600 9

t

t

s t

t t
e

s t

t
t e

s t










    



                
 

           
    

 

  (15) 

其中 2400 sin 4cos
600 4 600 4

t t t
e

      
         

    
。 

仍然采用问题 1 中的时间分段原理，根据三电机控制螺母副的运动方程，对

时间进行分段，电机1和电机2控制的螺母副的运动方程及分段结果如下图所示： 

时段1 时段2 时段3 时段4

时间（s)
 

图 6 螺母副运动方程及分段结果示意 

 

电机 3 的螺母副位移函数是单调递减的，而电机 1、2 的螺母副位移函数都

是非单调的，因此根据电机 1、2 的单调性划分时段。将连续的螺母副运动方程

离散化为各步进电机的脉冲发送时刻表，于是得到问题 1 的初始加工方案。 

2.2.3 加工方案的检验与调整 

按照问题 1 中提出的调整策略，针对本问题数据，给出调整后的最优方案。 

最小化时间 minT 为 3600s，各时间段的起始时刻与脉冲数如表 3 所示。完整

的发送脉冲时刻数据（精确到 ms）储存在附件的文本文件中（第二问附件文件
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夹），表 4 为其中的部分数据。 

 

表 3 时段划分与脉冲数目 

时段号 
起始时刻

（s） 

结束时刻

（s） 

脉冲数及其转角正负 

电机 1 电机 2 电机 3 

时段 1 0 1119.743 31252 + 19162 + 40553 + 

时段 2 1119.743 1601.212 4814 - 497 - 26387 + 

时段 3 1601.212 3004.699 19840 - 6699 + 78189 + 

时段 4 3004.699 3600 3165 + 3387 - 28697 + 

 

表 4 各电机脉冲发送时刻表 （单位：ms） 

电机 1 0 22 44 66 87 109 131 153 175 …… 

电机 2 0 30 60 90 121 151 181 211 241 …… 

电机 3 0 44 89 133 177 221 266 310 354 …… 

 

各时间段的脉冲频率函数见图 7（公式见附件），经检验，满足其它两个约

束条件，因此为最优解，最小化时间 minT 为 3600s。 

 

图 7  脉冲频率函数 

 

2.3 误差分析 

仍然采用问题一的误差分析方法，对仿真曲线与理论曲线进行变步长采样，

经计算得方差、均值、最大值分别为： 
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2 -6 2=9.6766 10S mm  ， 0.0061SE mm  ，max 0.0152S mm   

三、问题 3 

3.1 模型建立 

题目中要求在加工过程中，砂轮表面的磨损尽量均匀，理想状态为，在加工

过程中，让磨削点随时间在砂轮表面上均匀分布。在问题 1 中建立的坐标系基础

上，增加一个与砂轮切点有关的坐标系（如图 8 所示），用来描述砂轮磨削点的

运动。 



1y

2y

x

1x

1O

2O

y

2xO

 
图 8 问题 3 坐标系 

 

上图中，坐标系 ( )O xy 、 1 1 1( )O x y 和问题 1 中的定义相同，坐标系

2 2 2( )O x y 为增加的切点坐标系， 2x 轴为砂轮上切点P的切线方向， 2y 轴与 2x 轴

垂直，与 y轴平行。 

假设 t 时刻， P 点在基座坐标系中的 x 坐标由方程 ( ) ( )Px t g t 描述

（ ( ) 0Py t  ）。 

由问题 1 中的模型知，P点在坐标系 1 1 1( )O x y 中的坐标为 1 1( , )P Px y ，在坐

标系 2 2 2( )O x y 中的坐标为 2 2( , )P Px y ，与问题 1 中的推导过程类似，可得： 

1

1

(0)

1 1

(0)
2 1

(0)
3

1

tan( ) ( )0 0

( ) sin cos 0 ( )

cos sin 0( ) ( )( )

P

P O

OP

Rs t x tR

s t y t y

s t g t xy t



 

 

                     
               

     (16) 
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公式(16)即为考虑砂轮磨削点变化时的数学模型。 

3.2 模型求解 

3.2.1 初始加工方案的生成 

为达到磨损均匀的目的，可使砂轮的磨削点 2O 随着加工过程在 2x 轴方向上

从一端匀速移动到另一端，根据砂轮厚度及加工总时长，可得 2O 在基座坐标系

中的运动方程如下： 

( ) 10
180

t
g t                            (17) 

仍按照问题 1 的解题思路，由公式(16)(17)可推导出螺母副的运动方程，进

而根据运动距离与脉冲的关系计算出脉冲的频率函数。 

根据三螺母副的运动方程的单调性，对时间进行分段。运动方程及分段结果

如下图所示： 

 
图 9 螺母副运动方程及分段结果示意 

 

3.2.2 加工方案的检验与调整 

按照问题 1 中提出的调整策略，针对本问题数据，给出调整后的最优方案。 

最小化时间 minT 为 3600s，各时间段的起始时刻与脉冲数如表 5 所示。完整

的发送脉冲时刻数据（精确到 ms）储存在附件的文本文件中（第三问附件文件

夹），表 6 为其中的部分数据。 
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表 5 时段划分与脉冲数目 

时段号 
起始时刻

（s） 

结束时刻

（s） 

脉冲数及其转角正负 

电机 1 电机 2 电机 3 

时段 1 0 1623.283 18938 + 7839 + 71634 - 

时段 2 1623.283 3600 23062 + 10684 - 92457 - 

 

表 6 各电机脉冲发送时刻表 （单位：ms） 

电机 1 0 86 171 257 343 429 514 600 686 …… 

电机 2 0 104 208 311 415 519 623 727 831 …… 

电机 3 0 23 46 70 93 116 139 162 186 …… 

 

各时间段的脉冲频率函数见图 10（公式见附件）。 

 

 
图 10 脉冲频率函数 

 

3.3 误差分析 

对仿真曲线与理论曲线进行变步长采样，计算采样点的均值、方差、最大值，

结果为： 

0.0031SE mm         2 -6 2=1.2318 10S mm        max 0.0069S mm   

四、问题 4 

4.1 模型建立 

为便于描述问题及求解方法，轮式砂轮的横截面（通过砂轮转轴的截面）的

外端轮廓线参数采用问题 2 中给出的值。采用问题 3 的思路，为使轮式砂轮表面
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的磨损尽量均匀，就要描述砂轮上磨削点在该劣弧上的运动，因此，在问题二的

模型基础上增加一个坐标系，如图 11 所示。 



1y
2y

x

1
x

1O

2
O

y

2x

O

工件母线

砂轮表面劣弧

 
图 11 问题 4 坐标系 

 

图 11 中，与问题 3 中类似，坐标系 ( )O xy 为基座坐标系、 1 1 1( )O x y 为工

件坐标系， 2 2 2( )O x y 为增加的砂轮切点-切线坐标系，砂轮表面劣弧指砂轮横截

面（通过砂轮转轴的截面）的外端轮廓线， 2x 轴为砂轮上切点P的切线方向， 2y

轴与 2x 轴垂直，与其他坐标轴在同一平面上。砂轮上 2O 点与母线上切点P重合。 

由几何关系可知，坐标系 ( )O xy 和 1 1 1( )O x y 的角度关系完全由 1( )s t 决定。

在 t时刻，母线上P点的切线与砂轮上 2O 点切线平行，即P点切线与 2 2O x 轴平行，

2 2O x 轴至 1 1O x 轴的角度记为 （逆时针为正），则 

1tan ( )Py t                         (18) 

Ox轴至 2 2O x 轴的角度记为 （其随时间变化的函数记为 ( )t ），则Ox轴至

1 1O x 轴的角度为  ，于是 (0) (0)
1tan( ) tan( ) ( )R R s t       , 其中 (0) 和

(0) 分别为预动后的 、  的值，即初始值，则 

(0) (0)
1( ) tan( ) tan( )s t R R                  (19) 
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P点（即 2O 点）在 ( )O xy 坐标系中的坐标记为 ( ( ), ( ))P Px t y t ，在 1 1 1( )O x y

坐标系中的坐标记为 1 1( ( ), ( ))P Px t y t ，在 2 2 2( )O x y 坐标系中的坐标为 (0,0)。 

1O 点在 2 2 2( )O x y 中的坐标记为
1 12 2( , )O Ox y ，则 

1

1

2 1

12

( )cos sin

( )sin cos

O P

PO

x x t

y ty

 

 

     
          

0            (20) 

1O 点在 ( )O xy 中的坐标为 

1 1 2

1 1 2

2

2

( )cos sin

sin cos ( )

O O O

O O O

x x x t

y y y t

 

 

      
                  

          (21) 

又 

1 1

1 1

(0)

3

(0)
2

( )

( )

O O

O O

x x s t

s ty y

    
             

                 (22) 

由公式(20)(21)(22)可解得 

2 1

2 1

(0)

3 1

(0)
2 1

( )( ) ( )cos sin cos sin

( ) ( )sin cos sin cos ( )

O OP

P O O

x t xs t x t

s t y t y t y

   

   

       
                  

(23) 

公式(19)(23)即为各螺母副的运动方程。 

4.2 模型求解 

4.2.1 初始加工方案的生成 

按照问题 2 的思路求解。先假定磨削点在 1x 轴以最快速度移动，得到 

1 ( ) 1/ 6Px t t                       (24) 

为了方便求解，并使得磨削点在砂轮上均匀分布，可设 2O 点匀速率从砂轮

一侧移动到另一侧，则可知 

(0)( )t t                        (25) 

其中  为角速率。 2O 点在 ( )O xy 中的运动方程为 

sin

(1 sin )

x r

y r








 
                    (26) 

其中 r为砂轮横截面劣弧的曲率半径。 

将公式(24)(25)(26)代表的已知条件带入公式(19)(23)，解得各螺母副的运动

方程，进而解得各步进电机的脉冲发送时刻表，得到初始方案。 

电机 3 的螺母副位移函数单调递减，而电机 1、2 的螺母副位移函数都是非

单调的，因此根据螺母副 1、2 的位移函数的单调性划分时段。螺母副的运动方
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程及分段结果如图 12 所示。 

 

图 12 螺母副运动方程及分段结果示意 

 

4.2.2 加工方案的检验与调整 

按照问题 1 中提出的调整策略，针对本问题数据，给出调整后的最优方案。 

最小化时间 minT 为 3600s，各时间段的起始时刻与脉冲数如表 7 所示。完整

的发送脉冲时刻数据（精确到 ms）储存在附件的文本文件中（第四问附件文件

夹），表 8 为其中的部分数据。 

表 7 时段划分与脉冲数目 

时段号 
起始时刻

（s） 

结束时刻

（s） 

脉冲数及其转角正负 

电机 1 电机 2 电机 3 

时段 1 0 1623.283s 32076 + 19958 + 38805 - 

时段 2 1134.635 1154.302 9 - 3 + 972 - 

时段 3 1154.302 1592.500 4305 - 366 - 23254  

时段 4 1592.500 2950.822 18981 - 5991 + 73362  

时段 5 2950.822 2973.514 6 - 5 - 1103  

时段 6 2973.514 3600 3598 + 4176 - 29010  

 

表 8 各电机脉冲发送时刻表 （单位：ms） 

电机 1 0 21 43 64 86 107 128 150 171 …… 

电机 2 0 29 59 88 118 147 176 206 235 …… 

电机 3 0 50 100 150 200 250 300 350 400 …… 
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各时间段的脉冲频率函数见图 13（公式见附件）。 

 

 

图 13 脉冲频率函数 

 

4.3 误差分析 

采用问题二的误差分析方法，对仿真曲线与理论曲线进行变步长采样，经计

算得方差、均值、最大值分别为： 

0.0063SE mm         2 -6 2=9.6478 10S mm       max 0.0160S mm   

六、模型评价及推广 

本文主要建立了圆曲线磨床加工复杂母线旋转体方案问题的优化模型，并对

其进行求解。所建模型及算法优点在于： 

1、利用切点运动与工作台运动的解析关系确定初始加工方案，精确的解析

关系的建立使得该模型具有较高的精度。 

2、通过自适应调整策略对初始加工方案进行优化，使之满足所有的约束条

件。 

3、在硬件条件允许的情况下，可以给出精确到任意数量级的可操作的加工

方案，即各电机对应的脉冲发送时刻表。 

4、通过仿真计算，求得理论与仿真结果绝对误差的欧氏距离最大为 210  

mm，均值为 310  mm，可见给出的加工方案精度较高。 
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模型的缺点在于，忽略了可能引起误差的一些现实条件（比如各种仪器误

差），因此，计算机仿真结果会与实际情况有偏差。 

本文建立的模型及求解算法，适用于其他同类问题。 
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