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2010 年全国研究生数学建模竞赛 D 题 

特殊工件磨削加工的数学建模 
 
某科研单位和工厂研制了一种大型精密内外圆曲线磨床，用来加工具有复杂母线旋转体的

特殊工件，如导弹天线罩等，这些工件具有硬度高、尺度大、加工精度高和母线为连续光滑曲

线等特点。图 1 是几类加工工件示例，工件 1 的内外母线均为凸的，工件 2 的内母线是非单调

凸的。这些工件的最后精密成形工艺采用磨削加工。  

              
                      图 1  几类特殊加工工件示例 
 

该磨床主要由机床底座，下工作台，中工作台，上工作台（简称下台、中台和上台），工件

工作箱和砂轮机箱等组成（见图 2，其中仅画出砂轮而未显示砂轮机箱）。下台、中台可分别沿

着设在底座和下台上的直导轨作直线运动，这两组导轨相互垂直；上台能沿中台上的圆导轨作

转动。驱动砂轮高速旋转的砂轮机箱安装在机床底座上，砂轮的旋转轴线与底座导轨方向保持

平行，且与工件工作箱的旋转主轴等高（即两旋转轴线位于同一水平面）。各工作台的移动量均

可在机床控制面板上自动显示。图 2 所示为磨削工件外表面时的情况，更换砂轮后可加工内表

面。 
 

 
           图 2  大型数控精密内外圆磨床的结构示意图 
 
工件工作箱固装在上台上，它通过专用夹具装夹工件，使工件绕工件工作箱主轴以较慢的

转速旋转，同时随三个工作台的复合运动改变待加工工件与砂轮的相对位置。三个台的运动必

须相互配合，使工件与砂轮相切磨削，加工出满足要求的旋转体。 
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三个工作台的运动分别由三组步进电机控制。步进电机是一种精密数控电动机，每输入一

个控制脉冲，电机主轴转动一个精确的步进角度（正向或反向），它的大小与方向由电机结构和

控制电路确定（改变电机诸绕组的通电顺序就可改变其旋转方向）；既可输入适当个数的脉冲控

制电机主轴的角位移量；也可通过控制某时段中的脉冲频率或脉冲的分布使电机主轴转动速度

达到某种要求：若某时段中的脉冲频率为常数（即脉冲为均匀分布），则电机主轴的转动可视为

匀速，否则为变速，从而实现调速。电机主轴的转动通过变速器并由精密丝杠--螺母副的转换，

变为螺母的平动，从而带动负载运动（即下，中台的直线运动和上台的转动）。由于步进电机的

输出功率较小，在传动链路中需要专用电-液功率放大伺服机构将步进电机的转动功率放大。（图

2 中没有画出各组精密丝杠--螺母副和相应的功放伺服机构） 
步进电机的输入脉冲则根据本题所研究的加工方案由机床主计算机控制分配。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

           图 3  电机--伺服机构--丝杠--螺母副--负载之间传动链路 
 
控制下台、中台运动的步进电机和相应的传动系统分别安装在机床底座、下台上，其传动

链路如图 3 所示。控制上台的步进电机和相应的传动系统安装在中台上（见图 4 所示），因为上

台作旋转，其传动链路需增加环节。中台的几何中心有一个垂直转轴，上台能绕以该转轴中心

为圆心、固定在中台上的圆导轨转动；螺母通过上台的精密滑槽（虚线所示）带动上台转动。

图 4 为上台、中台某时刻的状态，b 为工件工作箱的夹具基准面到中台转轴的距离，该基准实

际上是工件母线 0x = 的起点； R 为中台转轴到控制丝杠—螺母副中心线的距离。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 4 上台相对中台的转动示意关系 
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磨床的磨削工具是能磨削高硬度材质的金刚砂轮（指磨削表面含有超高硬度的金刚砂

粒），磨外圆时根据工件母线的形状，砂轮可采用圆柱体式或轮式，作内圆磨削的砂轮为轮式。

圆柱型砂轮的主要几何参数是砂轮直径ϕ和砂轮厚度a 。轮式砂轮的主要几何参数有砂轮最大

纵截面（垂直于砂轮转轴的最大截面）的直径ϕ和砂轮厚度a ，以及其横截面（通过砂轮转轴

的截面）的外端轮廓线参数（理论上它可以是任一凸光滑曲线，但工程上常选用半径为 r 、张

角α 不大于 180°的圆弧），合理的砂轮几何参数是加工能否实现的关键因素之一（见图 5）。在

整个加工过程中工件与砂轮不应脱离接触。 
 

 
 
 
 

    
 

 
 

     图 5 轮式砂轮加工具有凸凹母线的工件时的示意图 
 

为使研究生集中精力解决主要的几个问题，（在解决复杂工程问题的初始阶段也应该如此） 
不考虑各组步进电机、变速器，功放伺服机构和精密丝杠--螺母副的各种误差； 

认为控制脉冲宽度的时间尺度不大于 ms 级( 310−
秒）； 

三工作台的可移动范围足够大，能保证被加工工件的加工； 
工件在预加工后留给磨削的加工余量可确保一次磨削成形，砂轮尺寸可任意选择； 
砂轮与工件开始接触磨削前，工作台应有一小段预运动，以便与后续的磨加工运动平稳

衔接，称这一小段运动为预动。题目要求的加工方案从预动后开始； 
 

本题的研究内容是：运用数学建模的方法，根据旋转体工件的光滑母线方程 ( )y f x= ，给

出一个合理的加工方案，在尽可能短的时间内完成磨削，并作加工误差分析。 
加工方案指为了完成加工任务的各个步骤（含具体内容）以及相应的数据，包括如何确定

加工基准，如何选择加工次序，如何选择砂轮几何尺寸，如何确定三组控制步进电机在各时间

段（自主进行时间分段）中各自应发的脉冲数和这些脉冲在该时段的分布等，以及你们认为应

给出的其他内容。 
误差方析主要包括实际加工曲线与理论曲线在整体与局部的误差，误差的来源分析，你们

采用什么数学量来表示上述误差，你们采取的措施在减少加工误差方面的实际效果等，以及你

们认为应给出的其他内容。 
加工方案的合理性主要指加工几何误差和加工表面光滑性要求。实践表明相邻两时间段的

脉冲频率 qf 和 hf ( qf , hf 分别指前后时段中的脉冲频率)相差大，是造成工作台运动的不平稳，

加工表面的质量下降的重要原因。可以采取措施，要求
| |q h

q

f f
f

δ
−

≤ （一般取 0.10δ ≤ ），你

们也可以进行机理分析提出其他言之成理的方法。 
本题的具体数据如下： 

r
工件轮廓母线

轮式砂轮

ϕ 砂轮旋转轴
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各组步进电机的步进角度（每输入一个控制脉冲的主轴转动角）均为 1°； 
对步进电机的控制脉冲的最高工作频率不大于每秒 100 脉冲； 
各组变速器的传动比为 10：1（即步进电机转 1°，则变速器输出 0.1°）；丝杆的螺距为 12mm； 

中台转轴到上工作台的控制丝杠—螺母副中心线的距离 300R = mm，工件工作箱的夹具

基准面到中台转轴的距离 250b = mm； 
为保证表面的加工质量，要求工件每转动 100 转，工件与砂轮的切点在工件工作箱的旋转

轴方向上的移动量不超过 4 mm； 
工件工作箱主轴转动速度设定为每分钟 250--300 转。 
 
请依次研究下列 4 个问题（单位：mm）： 

问题 1：加工外表面母线为
2

3

7 (600 ) 0.45(600 ), [0,600]
18 10

y x x x= − − + − ∈
×

的某旋转体工

件，采用圆柱型砂轮加工，给出一个加工方案；对你的方案作误差分析。  

问题 2：加工外表面母线为 400 130 sin ( 25 ) 130, [0,600]
100

x

y e x xπ
−  = + + ∈ 

 
的某旋转体工

件，采用轮式砂轮加工，给出一个加工方案；对你的方案作误差分析； 
 
问题 3：在整个加工过程中，若各个瞬时砂轮与加工工件的相切点是固定在底座和砂轮旋转轴

的坐标系中同一个点（实际是点的一个邻域），随砂轮旋转形成一个圆周，那么砂轮在该圆周上

的磨损会加大，从而影响加工质量。为此，希望在加工过程中使砂轮表面的磨损尽量均匀，请

结合上述第 1 问题，提出一个修整策略，给出一个合理的加工方案，作相应的误差分析。 
 
问题 4：请结合上述第 2 问题，提出一个修整策略，给出一个使轮式砂轮表面的磨损尽量均匀

的合理加工方案，作相应的误差分析。 
 


