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全全国国第第八八届届研研究究生生数数学学建建模模竞竞赛赛

 

题 目       吸波材料与微波暗室问题的数学模型   

摘       要： 
关于尖劈形状吸波体的性能分析这一问题的求解，我们首先考虑较为简单的二

维情形，光线的反射只是沿着 yOz 平面传播，此时我们建立入射波线在一个尖劈几

何空缺间反射过程的数学模型，得到了辐射强度 ip 与 1ip 的递推公式。在此基础上，

求出了反射波的辐射强度、最终反射方向与已知反射率及诸几何参数之间的定量关

系，也给出了如何确定反射次数的具体公式。然后考虑三维情形，我们通过投影转

化和分解的思想，将光波和尖劈分别向 yOz 平面和 xOy 两个平面投影，转化为二维

情形，我们得出了在两个投影平面的初始入射角公式，利用二维模型的结果刻画了

三维空间中反射情况。我们 进一步编制了 Matlab 程序，绘制出了三维反射光线图，

证实了三维情形与二维情形一致。 

关于暗室性能的分析这个问题，我们首先建立了面到面的辐射模型，导出辐射

公式，然后把这些公式应用到本题目中，算出间接辐射通量和直接辐射通量的比值

 ，再用 Matlab 进行数值计算，得到如下结论：当 5.0 时，不符合要求；当 05.0

时， 的取值范围是（0.014,0.017），并且当 P 点处于圆弧中点处的时候 取最小

值，因此这种反射率可以达到仿真要求。我们还建立了微波暗室的积分方程模型，

由于模型较为复杂，我们将模型进行了简化，数值计算结果与前述模型的结果稍有

不同，进一步验证上述结果的合理性。 

关键词：吸波材料；微波暗室；余弦辐射体 ；辐射强度 
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一、尖劈形状吸波体的研究 

1 问题重述 

尖劈形状吸波体及其坐标系如图 1所示，尖劈的长度沿 x 方向为无限长，其他

尺寸记号同图 2。由射向角 （z 轴正向与入射线负方向的夹角）和方位角（ x 轴

正向与射线在 xOy平面上投影的夹角）确定入射波线的方向，试建立入射波线在一

个尖劈几何空缺间反射过程的数学模型，即分别刻画最终反射波线的方向，反射次

数，反射波的辐射强度与已知反射率、诸几何参数之间的定量关系。 
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             图 1                                              图 2 

2 问题假设 

1）波在两种不同介质界面处只有反射，不考虑边缘处的绕射，以及波的内射。 

2）尖劈材料的电性能参数各处均匀，垂直入射的反射率为  ，斜入射时的反射率满

足前述的余弦法则，设入射波线的辐射强度为 1单位。 

3 问题的分析及求解 

3.1 问题分析 

根据题意，问题一可以归纳为如下数学模型 
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其中 rB 为射出角， m 为反射的次数，  为反射后的辐射强度， ),,,,( dhf  ，

),,,,( dhg  ， ),,,,( dhy  分别为关于 dh,,,,  的函数。 
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3.2 二维光线反射模型 

3.2.1 递推关系和通项公式 

光线在 yOz 平面内的反射情形，如下图所示，第 i 次反射光线与斜面交于 Mi

点，光线与斜面上半部分夹角为 i ，反射点与O点的距离为 iOM 。 
当 90i 时，如图 3，得到如下递推关系   
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当 90i 时，如图 4，同样有         
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               图 3                                   图 4 

给定 1 ， || 1OM , 1P ,由上述公式得到第 m 次的通项公式如下 
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图 5 

 

根据上图中几何关系得到 1 ， 1OM , 1P  
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3.2.2 反射次数的判别 

当
cos

|| h
OM m  时，表示光线的反射点不在斜面上，由此确定光线的反射次

数。 

令 
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若满足 1 这个三角不等式的最小正整数 m，则反射次数为 m-1。 

3.2.3 特殊光线的反射次数、最终反射光线的方向、辐射强度的确定 

当 0x ，用入射光线过顶点，出射光也恰好过顶点时候，即临界情况来验证

上述公式。在这种情况下，存在 m，使得 1 。 

①恰好在尖劈空缺间反射一次的情形，如图 6 

 
  图 6 

根据几何关系，算出   90 ， 
②恰好在尖劈空缺间反射两次情形，如图 7 

 
 图 7 

根据算出  290    
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③恰好在尖劈空缺间反射三次的情形，如图 8 

 
图 8 

 
算出  390    
④最后归纳猜想出，当  k 90 时，光线恰好在尖劈空缺间恰好反射了 k 次。 

由计算得到在这种情况下
))12(sin(

)sin(
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把  k 90 代入表达式，即
))12(90sin(

)90sin(
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当 1 km 时候， 1 ，表明反射次数是 k。这样就验证了归纳猜想的合理性，在

后文中我们将用 Matlab 仿真进一步验证此结论的正确性。 

⑤最终反射次数 m 与 的函数表达式 
在 x=0 的大前提下，固定尖劈角 2 的情况下，射向角 变动的前提下，我们

有如下结果 
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⑥给定  , ，就能用公式确定反射次数 n，由公式（1）就确定了 n ，而最终反射角

n 和 n 总有 nn  sincos  ，也就确定了最终反射角的方向，最终反射。 
⑥经过第 i 个反射点反射出来的光线辐射强度 I 的公式为 

))12(sin()3sin()sin(   iI i   

3.2.4 结果分析 

根据模型直接用 Matlab 仿真来验证是否与上面的理论分析相吻合 
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图 9 辐射强度与 关系图 

当 60 ， 从 5 到 15 变化时，辐射强度与 关系如图 9，辐射强度随

着 的增大时，总体上增大，局部递减。 

 
图 10  辐射强度与 关系图 

当 5 ， 从 60 到 85 变化时从图中看出当 变大时，辐射强度总体递

增，局部递减，由图像看出每段正好是 5 ，即 的度数，这跟理论分析得到的

公式 
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相吻合。 

3.3 三维光线反射模型 

3.3.1总体思路 

我们通过投影转化和分解的思想，将光波分别向 yOz平面和 xOy两个平面投影，

转化为二维情形，刻画了光线在三维空间中的反射情形。yOz 平面上，设投影光线

与 Z 轴夹角为 1 ， xOy 平面上，设投影光线与 x 轴夹角为 2 ， 此时 1 和 2 分别为

二维空间的入射角，回到二维空间讨论。 

3.3.2 具体分析 

投影到 yOz 平面上，投影光线与 Z 轴夹角为 )sinarctan(tan  i ，根据上述分

析，此时的 即为入射角。 

投影到 xOy 平面上，投影光线与 x 轴夹角   ，此时  即为 xOy 平面内的入

射角。 

3.3.3 模型检验 

Matlab 绘制  10,30,60   i 三维图像如下 

 
图 11 三维光波反射图 
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图 12 xOy 面投影图 

 

 
图 13 yOz 面投影图 

 
当 固定，  , 变化时，辐射强度与  , 的关系图如下： 

 

 
图 14 
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图 14 为 5 ， 从 60 到 80 变动，从 60 到 90 变动，辐射强度变化分布

图，由此图可以看出呈现出阶梯形状，与模型吻合。 

当 固定，  , 变化时，辐射强度与  , 的关系图如下： 

 
图 15 

图 15为 60 ， 从 10 到 15 变动，从 40 到 80 变动，辐射强度变化分布

图。当 和 都变大时，辐射强度变大，与实际情况符合。 

二、微波暗室的性能研究 

1 问题重述 

在微波暗室里，目标模拟器安装在靠近一面墙的中心水平面内，目标模拟器在

圆弧线上从左端开始，以匀角速运动到右端，圆弧线对两边的墙处于对称位置，各

天线轴线对准圆心，前后共 4 秒，视在天线中心轴线对准静区中心，中心轴线处的

发射功率强度随时间线性增大，结束时比初始时增大了一倍。设暗室的宽 B =18，高

H =14，长 L =15， 1b  ，线阵列的圆弧半径 14R  ，单位均为米。所有墙面铺设同

一规格的吸波体（上述数据均从吸波体的顶端平面算起）。如下图所示，暗室右端中

心的 s s 的小方块面积处是安置导引头的部位，称为“静区”。静区从诸墙面得到的

反射信号的功率之和与从信号源直接得到的微波功率之比 ，设 0.3s  m。若 满足

 0.03则该仿真满足技术要求。 
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图 1 

若暗室铺设平板形吸波材料，其垂直反射率  0.50，判断这样的微波暗室能否

能满足仿真技术要求？ 在此弹目相对运动过程中，何时的 值最小？ 

若暗室改为铺设尖劈形吸波材料，为  0.05（相当于尖劈形吸波体被换成另一

种吸波性能更好材料的平板形吸波体的垂直反射率），这样的暗室是否能满足仿真技

术要求？何时的 值最小？  

2 问题假设 

1）视在天线发射功率强度分布满足余弦辐射体； 

2）只考虑所有墙面对辐射的反射，不计入墙面的散射； 

3）不计入模拟器的天线及其安装支架，以及导引头本身对辐射的影响； 

3 问题的分析求解 

3.1 面到面的辐射模型 

3.1.1公式推导 
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图 2 

如图 2，光波从余弦发射体 A1 辐射到 A2 面，再经过 A2 面反射到 A3面， 
A1 法线方向的辐射强度

1AI , 
A2 面微元的照射度 

2
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A2 面的照射度 

2AEM   
A2 面微元因为反射造成的沿法线方向的辐射强度 
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A3 面接受到的辐射通量 

dsds
AA

AAnAAnE
dsE

A

A

AA

A 





2

2

13

3
)

2

,cos,cos
( 2

32

323322




 

3.1.2 间接辐射通量和直接辐射通量的比值 

首先，计算静区直接得到的辐射通量。如图 3，P 点为余弦辐射体，静区范围

为 Q，则静区直接受到的辐射通量 

dxdz
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图 3 

然后，计算一次反射静区间接得到的辐射通量。不妨设暗室右边的面为 A1,左

面 A2上面 A3,下面 A4，前面 A5，后面 A6，对应的法线为，n1,n2,n3,n4,n5,n6,套用 3.1
的一般推导，可以分别算出，经过一次反射，静区接受到的间接辐射通量 1 。 
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最后，计算



 1

1 . 

3.1.3 计算结果 

利用 Matlab 编程，得到如下结果; 
①当 5.0 时， 1 和时间的关系如图 15，横坐标时间 4 秒时分成 20 份，纵坐

标是 1 的值。 
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 图 4  

显然，在这种情况下，第一次反射就不符合暗室要求。由图 4 可以看出，时间

在中间点，即 0 ，P 点处于圆弧中点处的时候 1 最小。 
②当 05.0 时， 1 和时间 t 的关系如图 5，横坐标时间 4 秒时分成 20 份，纵

坐标是 2 的值。从图中的表格很容易读出 1 的取值范围是 )017.0,014.0(1  。

03.0017.0)( max1  ，所以这样的反射率是能够满足仿真要求的。 P 点同样处于

圆弧中点处的时候 1 取得最小值。 
 

 
 图 5 

3.1.4 分析多次反射 

暗室的六个面中直接通过辐射体辐射而变成无数多个余弦辐射体的部分设为

U，则第 1 次反射就是 U 部分辐射给静区的辐射通量，第 2 次反射就是 U 部分通过
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一次反射辐射给静区的辐射通量，类推，第 n 次反射就是 U 部分通过 n-1 次反射辐

射给静区的辐射通量。 
一次反射静区接受到的辐射通量 1 ， 
两次反射静区接受到的辐射通量 12  ， 
………………………………………………………………………………………... 
第 n 次反射静区接受到的辐射通量 1

1
 n

n  ， 
故总共静区间接接受到的辐射通量 







 








 1
1

1

1
1

1 n

n

n

n总 ， 

所以， 



















1
1

1
1

1

1  

所以，当 05.0 时候， 01789.0
05.01

017.0



 ，仍然是符合仿真要求的。 

 

3.2 积分模型的建立和分析 

3.2.1积分模型的建立 

由于 P 点发出辐射后，辐射波在 6 个面有无穷次反射，如果考虑单个波的反射，

相当复杂。换个角度，从整体看，暗室的 6个面实际上是面辐射体，而每个面的辐射照

度和辐射出射度有一定关系，因此 6个面的辐射照度相互影响，且满足某种关系。 

我们建立如下模型， 

每个面上的微元接受到的辐射强度都是由于辐射源 P和其余 5个面辐射得到的。 

不妨设暗室右边的面为 A1,左面 A2上面 A3,下面 A4，前面 A5，后面 A6，对应的

法线为，n1,n2,n3,n4,n5,n6,第 i 个面上的点 Xi，接受到的辐射照度为 ),( ii XPf ,其

中 P 点 Xi点都是空间点即  zyx ,, 。 ),( ii XPf 应满足如下关系式： 

6,,1,
2

,cos),(

,cos
),(
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,1
2

2
0









 


jds
XX

XXnXPf

PX

nPXI
XPf

jii A ji

jiiii

j

jj

jj

i 

    （*） 

由于这个模型求解比较复杂，因此我们可以考虑简化模型。 

3.2.2积分模型的简化 

根据上面思想，我们可以把面简单等效成面上的某一点，这样 6个面辐射

体等效成 6 个点辐射。这样六个面辐射简单等效成了六个点辐射，静区接受到

的辐射就是这 5 个点和 P 点辐射的总和，间接接受到的辐射就是 5 个点辐射的
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总和。 

这样（*）式简化成了一个包含 6个未知量的线性方程组。 

求等效点 

假设各个面不反射光波，这时候，把每个面上的辐射照度分看作质量的分

布，求出在这个分布下的重心 Q1、Q2、Q3、Q4、Q5、Q6,的坐标。 

P 点为辐射源，Q 是圆弧圆心，P 点辐射法向始终是 PQ，X 点为接受点，则在

X 点的辐射照度公式如下： 

2
0 ,cos

),(
PX

PXPQI
XPE


 , 

上述公式中，当 X 在 Ai面上的时候通过 Matlab 算出 1A 面的重心坐标 Qi。 

 

则公式（*）可以简化成 
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3.2.3模型的计算步骤 

（1） 根据时间计算辐射源的位置 

（2） 计算暗室 6 个面无反射光线时的辐射强度分布函数 

（3） 将分布函数看成质量分布函数，计算暗室 6个面的“质心” 

（4） 利用 6个“质心”和辐射源满足的方程，求出 6个“质心”的辐射强度 

（5） 分别计算辐射源和 6个质心对静区的辐射通量，求出  

利用 Matalab 编程计算结果为 
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图 6 

图 6 为 5.0 时， 随时间的变化图，其中横坐标表示时间 0 到 4 秒被分成

10 份，纵坐标表示 值，由图看出 值超过 0.03，不满足仿真要求。 

 
图 7 

 
图 7 为 05.0 时， 随时间的变化图，其中横坐标表示时间 0 到 4 秒被分成

20 份，纵坐标表示 值，由图看出 值小于 0.03，满足仿真要求。 
图 6 和图 7 都可以看出 值在时间为 2 秒的时候达到最小，即发射源 P 在圆弧

中点时， 取得最小值。 
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3.3 结果分析 

由两种模型的计算结果，我们看到，虽然结果略有不同，但是，总体的结

论是吻合的。两个模型的数值计算都表明当反射率为 0.5 时，不能满足仿真要

求，而当反射率为 0.05 时，间接辐射通量与直接辐射通量的比值小于 0.03，

可以满足仿真要求，因此，我们得到的结果应是合理的。 
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