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2011 年全国研究生数学建模竞赛 B 题 

吸波材料与微波暗室问题的数学建模 
 

新型隐身歼击机歼-20 最近试飞成功，标志着我国在隐身技术领域取得了重大进展。所谓

飞机隐身，是指在飞机有关部位涂覆或粘贴吸波材料，合理设计飞机外形与布局等使敌方探测

系统（如无线电雷达，红外雷达，激光雷达等）只接收到大大减弱后的飞机反射信号，从而降

低被发现或跟踪的可能。 

隐身技术的基础研究包括探索不同频段上吸波的机理，研制高效吸波的特殊材料，将吸波

材料设计成合理的形状使之发挥最大效能等，其成果不仅可以应用到飞机舰船坦克等军用装备，

也可以应用到其他科技领域。例如，许多以电磁波，光波或声波的传播为信息载体的仪器设备，

都需要功能与性能的测试，甚至还要对其工作过程进行尽可能真实的仿真。早期这类测试常选

择在无电磁干扰的偏僻空旷山区进行。在近代各种干扰已无法全部避免，所以近三十多年来这

样的测试与仿真（例如本题将要研究的导弹制导系统的仿真），放置在被称为“无回波暗室”的

实验室中进行。 

无回波暗室能够屏蔽外界干扰信号，通过内墙（包

括地面与天顶面）敷设的吸波体，吸收各类反射信号，

使室内反射大为减弱，被测设备接收到的“似乎”只

有测试信号源发出的实验所需信号。这样，它为测试

设备提供了一个几乎没有反射信号的“自由空间”。 图

1给出了二维示意。       

由物理学知道，除了真空，没有一种介质对于各

频段的电磁辐射波（甚至包括声波）的传播是绝对透

明的，波从一种介质辐射到另一种介质时，都将发生

不同程度的反射、折射乃至散射，一部分波的能量被 

图 1 无回波暗室工作示意图         吸收转化为介质的内能。定义反射率为反射波功率 rP

与入射波功率 iP 之比： /r iP Pρ = ，显然 1ρ < 。 

吸波材料一般制成平板形状和特殊形状两大类基本形状。平板形状吸波体的主要性能指标

是电磁波从空间向材料表面垂直入射（入射角 0iθ = ）时的反射率 ρ ，其值越小，吸波性能越

高。当入射角 0iθ ≠ 时称为斜入射，斜入射时将出现反射、折射情况，此时反射率的理论计算

较复杂，与入射角、两种介质的电参数和波的极化方向等多种因素有关，本题将反射率简化为

满足余弦法则，即 ( ) cosρ α ρ α= ，其中α 为入射角大小，其中 ρ 为垂直入射反射率。 

为了提高无回波暗室的吸波性能，一般使用锥体（正四棱锥或正圆锥体等）或尖劈形状的

吸波体，大量锥体或尖劈有规律地排列组成的整体粘贴在墙上构成吸波体。采用这些形状的主

要理由是它们能使得辐射波在尖形的几何空缺间形成多次反射和透射-反射，降低反射出去的能

量，实现高效率吸波。 

图 2示意了一条想象中的辐射线（实际上是在一个微小立体角内辐射）射入尖劈吸波体后， 
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经过多次反射以及透射过尖劈后进入相邻尖劈空间形成反射的情况。2α 为尖劈角，h 为尖劈 

的高， d 为尖劈的底部宽度。理论上还应有多次透射

后进入相邻空间的反射，但能量已极小，工程上可以

不计。     

吸波体的吸波性能计算需要考虑多次反射，微波

暗室的电磁特性分析应研究各个墙面间的相互影响

（即一个墙面既接受其他墙面的辐射又同时反射给其

他墙面）。尽管理论上可通过求解由 Maxwell 方程组

和相应的边界条件构成的数学物理问题，来严格地分 

析与计算，但模型复杂且计算繁杂量大。工程上处理

此类复杂问题的常用思路是先采用简化模型进行理论

分析，再用实验测试数据修正由简化模型得出的分析 

  结果。若模型较合理、测试数据准确，则这样的处理 

图 2 尖劈形吸波体吸波功能的示意    对实际研究具有较高的指导价值。 

本题要求采用上述工程处理的思路，用较简单直观的几何光学模型，来初步研究分析特殊

吸波体和微波暗室的性能这两类问题，后续的实验测试与修正不包括在本题中。 

问题 1：尖劈形状吸波体的性能分析 

设尖劈形状吸波体及其坐标系如图 3所示，尖劈的

长度沿 x 方向为无限长，其他尺寸记号同图 2。由射向

角θ（ z 轴正向与入射线负方向的夹角）和方位角ϕ（ x
轴正向与射线在 xOy 平面上投影的夹角）确定入射波线

的方向，只考虑波在两种不同介质界面处的反射，不考

虑边缘处的绕射。 

假设尖劈材料的电性能参数各处均匀，垂直入射的

反射率为 ρ ，斜入射时的反射率满足前述的余弦法则，

设入射波线的辐射强度为 1单位。 

试建立入射波线在一个尖劈几何空缺间反射过程 

图 3  尖劈吸波体吸波示意        的数学模型，即分别刻画最终反射波线的方向，反射次

数，反射波的辐射强度与已知反射率、诸几何参数之间的定量关系。            

建议：可先从二维问题着手研究起。 

问题 2：导弹导引仿真实验用的微波暗室的性能研究 

     自主寻的式导弹的制导系统的核心设备之一是安置在头部、能自动寻找和跟踪目标的导引

头。在导弹的研制过程中需要在地面条件下模拟导引头跟踪目标的性能。设导引头的工作波段

在微波段（指频率为 0.3-300GHz(波长 1m-1mm)）。一种已经研究成功的仿真系统主要由目标模

拟器系统，作为导引头支架的三轴转台和微波暗室组成。 

目标模拟器用来模拟目标运动，它由天线阵列子系统及其控制子系统组成。天线阵列是安

置在微波暗室靠近一面墙、有规律排列在同一球面的若干个微波天线，各天线的中心轴线对准

球心，按某种规律依次发射模拟目标回波的微波信号，模拟自由空间中目标相对于导弹的运动。 

需要测试的导引头安装在三轴转台上，转台根据导引头跟踪目标时发出的制导指令作三自由度 
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角度的转动，带动导引头模拟导弹在空间的三自由度运动。微波暗室提供一个微波“自由空间”。 

图 4 中只画出一面墙上的吸波材料，实际上所有 6

个墙面均铺设吸波材料。 

    本题研究一个简化问题。目标模拟器是圆弧形 

线阵列，而非球面阵列，它安装在靠近一面墙的中

心水平面内，圆弧线对两边的墙处于对称位置，圆

弧半径 R ，各天线轴线对准圆心（即导引头位置）。

设目标模拟器对导引头的总张角 45β = °，每3°安
装一个天线，共 16 个天线。设天线属于余弦辐射体 

            （见附录 2），辐射强度 cosi NI I i= ， NI 为天线轴线 

图 4  导引仿真实验室示意          方向辐射强度， iI 为与法线成 i 角方向的辐射强度。 

目标模拟器的工作基于所谓“等价重心原理”：如果两个相邻天线 ,A B对导引头O的张角 

AOB∠ 小于某个阈值（见图 5）， ,A B同时发射同频率同相

位且相同极化方向、但功率不同的微波信号时，根据导引头

的功能，它将对准 ,A B中间的“重心” P ，它满足： 

B

A

PAOP
BOP P

∠
=

∠
，              （1） 

图 5 模拟目标运动的原理      其中 ,A BP P 分别为 ,A B发射的微波功率，角度均以弧度计。

OP 就是导引头“感觉”到的目标方向，这个方向称为导引头的视在方向。这等价于 ,A B不工

作，代之以在 P 点存在着一个辐射 ,A B 两者功率之和的“视在天线”。于是，连续地改变天线

,A B的功率之比，且两者之和为常值时，导引头就“感觉”到视在目标在 ,A B之间运动，距离

不变。又因为视在目标功率的大小模拟了导弹与目标之间距离的远近，故若两者功率之和变化，

功率之比不变，则模拟了目标与导弹间的距离变化，但方向不变。这样，控制两相邻天线的功

率比及它们的功率之和，并连续地控制相邻的两两一组的天线的开关，使之时间上前后衔接，

对导引头相当于在目标阵列上有一个运动的视在天线，模拟了导弹与目标之间的相对连续的运

动。（注：上述原理是产生视在目标的背景介绍，本题的重点宜放在微波暗室的性能分析上） 

 

     图 6  问题 2的诸参数示意图 

现在回到问题本身。设暗室的宽 B =18，高 H =14，长 L =15， 1b = ，线阵列的圆弧半径

14R = ，单位均为米。所有墙面铺设同一规格的吸波体（上述数据均从吸波体的顶端平面算起）。
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图 6 所示暗室右端中心的 s s× 的小方块面积处是安置导引头的部位，称为“静区”。静区小方

块的中心点与目标模拟阵列圆弧的圆心重合。静区接收到的电磁能量直接对导弹的导引仿真有

重要影响，根据导引仿真要求，静区从诸墙面得到的反射信号的功率之和与从信号源直接得到

的微波功率之比γ ，始终满足γ ≤0.03。 设 0.3s = m。 

目标模拟器对导引头的视在目标运动从左端开始，以匀角速运动到右端，前后共 4 秒，视

在天线中心轴线对准静区中心，中心轴线处的发射功率强度随时间线性增大，结束时比初始时

增大了一倍。并假设： 

（1）视在天线发射功率强度分布满足余弦辐射体（见附录 2）； 

（2）只考虑所有墙面对辐射的反射，不计入墙面的散射； 

（3）不计入模拟器的天线及其安装支架，以及导引头本身对辐射的影响； 

若暗室铺设平板形吸波材料，其垂直反射率 ρ = 0.50。试建立合适的数学模型，在上述假设

下，根据提供的数据，通过对模型的分析与数值计算，判断这样的微波暗室能否能满足仿真技

术要求？ 在此弹目相对运动过程中，何时的γ 值最小？ 

进一步，若暗室改为铺设尖劈形吸波材料，由于沿尖劈形吸波体各平面处的吸波效果不是

常数，所以常用统计的方法求出其平均值，称此平均值为平均反射率。现设此平均反射率已经

求出，为 ρ = 0.05（相当于尖劈形吸波体被换成另一种吸波性能更好材料的平板形吸波体的垂

直反射率），请你再次用模型进行计算，根据结果判断，这样的暗室是否能满足仿真技术要求？

何时的γ 值最小？  

【附录 1】 立体角的基本概念 

辐射能在立体锥角范围内传播，需要一个描述立体锥角“大小”的数学量——立体角。 

平面角的大小是用过一个顶点的两条射线所夹的范围来

衡量，以弧度或度为单位，弧长等于半径的圆弧所对的平面角

的大小定义为一弧度（rad）。圆的平面角为2π rad。 

三维空间里立体角定义：以立体锥角的顶点为球心，作一

半径为 R 的球面，用此锥角在球面上所截微元面积dS ，除以

半径 R 的平方，来表示此立体角元的大小： 

附图 1  立体角定义                        2

dd S
R

ω = 。               （f1.1） 

 若微元面积的法向量与辐射方向单位向量n

成α 角，则 

2 2

d cos dd n S S
R R

αω ⋅ ⋅
= =
 

，      (f1.2) 

立体角的单位为立体弧度或球面度（sr ），当截出的球

面积等于半径平方时，该立体角的大小为 1球面度。 

在球坐标系中立体角的计算如下。设辐射源O位于球坐

标的原点，在球坐标系里辐射方向由方位角ϕ和高低角 i 给
出。球面上的一微元面积dS  对原点O构成的立体角为 

附图 2 球坐标系中的立体角元   dω ，由于 2d ( sin d )( di) sin d dS R i R R i iϕ ϕ= = ， 
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故立体角微元为             2

dd sin d dS i i
R

ω ϕ= = 。                     （f1.3） 

原点周围的全部空间的立体角大小为： 

2

0 0
sin d d 4i i

π π
ω ϕ π= =∫ ∫ 。                      (f1.4) 

 

【附录 2】 关于辐射的几个描述参量 

1. 辐射通量  本身发射辐射能的物体，称为一次辐射源。受到别的辐射源照射后透射或反

射辐射能的物体称为二次辐射源。这两种辐射源统称为辐射体。辐射体向周围空间发出辐射能，

用辐射功率来描述这些辐射能。以辐射形式发射、传播或接收的辐射功率，定义为辐射通量，

记之为Φ，单位是瓦特（W）。点源辐射在立体角内传播，故这里的辐射通量指在某一个立体角

范围内传播的能量。 

2. 辐射强度  大多数辐射源在不同方向上的辐射通量是不相同的，有的方向强，有的弱。

以光辐射为例，若对普通照明灯泡罩上灯罩，光照功率在各个方向是不同的，灯头向上方向很

小，而沿灯泡轴线向下为最强，与轴线成一角度方向则随角度增大而减小。容易知道，一定大

小的辐射通量，通过给定立体角内辐射时的强度，肯定比在另一个更小的立体角内通过时的强

度要小。这就需要引入辐射强度的概念。 

辐射强度指在某个指定方向上辐射通量的大小。由于单一方向（一根线内）无法谈论传输

的能量，故辐射强度定义为指定方向上的一个微小立体角内所包含的辐射通量，除以这个立体

角的大小，所得的商即为辐射源在此方向上的辐射强度。它只刻画指定方向上一个很小空间范

围内辐射的强弱。数学上，若在某给定方向上的一个微小立体角dω 内的辐射通量为dΦ，则该

方向上的辐射强度 I 为 

                         
d
d

I
ω
Φ

= 。                                   （f2.1） 

因此，辐射强度表示为辐射通量关于球面角的导数。辐射强度的单位为瓦特每球面度，（瓦/sr），

定量地表示为单位立体角内的辐射通量，它是辐射的基本单位，其他概念的单位均由这个基本

单位导出（如辐射通量，以及下面将要引入的辐射照度，辐射出射度等）。 

在球坐标系中，一个方向可由方位角ϕ和高低角 i 两个角确定（见附图 1），若已知点辐射

源或微元dS 在给定方向上的辐射强度 I 为方位角ϕ和高低角 i 的某个函数 ( , )I i ϕ ，那么可计算 

出此辐射源发出的总辐射通量： 0 2 : 0iϕ π π→ →： ， ；立体

角 2

dd sin d dS i i
R

ω ϕ= = ，则 

2 2

0 0 0 0
= ( , )d ( , )d ( , )sin d dI i I i I i i i

π π π π
ϕ ω ϕ ω ϕ ϕΦ = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 。 

当辐射强度 ( , )I i ϕ 轴对称时， ( , )= ( )I i I iϕ ，只是角 i 的函数， 

附图 3  余弦辐射体示意       计算可以容易些  
0

=2 ( )sin dI i i i
π

πΦ ∫ 。 

有时， ( )I i 与空间方向的关系按下列较简单的规律变化： 

              cosi NI I i= ，       
2 2

iπ π
− ≤ ≤ 。        （f2.2） 

dS

i
iI
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其中dS 为辐射微元， NI 为dS 法线方向的辐射强度， iI 为与法线成 i 角方向的辐射强度。若用

矢径表示辐射强度，则各方向辐射强度矢径的终点轨迹在一球面上。符合这一规律的辐射体称

为余弦辐射体。本题的问题 2就采用这样的辐射简化模型。     

   3.辐射照度  当一定量的辐射通量到达一个接受面时，称此面被辐射“照明”了，辐射照明

程度的大小，用辐射照度（简称照度）这个量来描述。一定辐射通量的辐射照射到两个大小不

同面积的表面，两者的单位面积上接收的辐射通量显然不同。设被照平面垂直于辐射方向，则 

照度（ E ）定义为落到某微元上的辐射通量dΦ与此元面积dS 之比，刻画单位面积上所接

收到的辐射通量的密度。数学上有 

                        
d
d

E
S
Φ

= 。                             （f2.3） 

照度的单位为瓦特每平方米。若较大面积的表面被均匀照射，则平均辐射照度为 0 /E S= Φ 。 

用点辐射源与假想球面的方法，容易推出照度的“距离平方反比定律”。记点源的均匀辐射

强度为 0I ，它在空间发出的总通量为 04 Iπ ；半径为 R 的球面面积为
24 Rπ ，故辐射源在距离R

处产生的照度为 

               0 0
2 2

4
4

I IE
R R

π
π

= = 。                            （f2.4） 

若被照平面与辐射方向不垂直（斜交），则辐射照度计算公式要作调整。如附图 4所示，点 

辐射源O的发光强度为 0I ，被照微元面积为dS ，距离源O为 r ，

对点O所张的微立体角为dω ，其法线方向与dω 的轴线的夹角

为θ 。 

由立体角的定义， 2

cos dd S
r
θω ⋅

= ；通过dω 的辐射通量为 

           0 0 2

cos dd d SI I
r
θωΦ = = ； 

故面积dS 上的辐射照度为 

0
2 cosIdE

dS r
θΦ

= = 。           （f2.5） 

附图 4  斜交时的照度定律  （f2.5）称为辐射照度的距离平方反比余弦定律。 

 4. 辐射出射度  从一辐射表面（比如反射面）的单位面积上辐射出的辐射通量，表征其辐射

能力的大小，称为辐射出射度，记为M 。辐射出射度与辐射照度是一对相同意义的物理量，只

是前者是发出，后者是接收，两者的单位相同。对于非均匀辐射面，有 

                            
d
d

M
S
Φ

= 。                                  （f2.6） 

若本身不主动辐射，受外来辐照后所得照度为 E 。入射能量中一部分被吸收，另一部分被

反射，设表面反射率为 ρ ，那么显然有 M Eρ= 。 
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