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题 目   基于伴随同化方法的空间飞行器轨道估计与误差分析 

摘       要： 

利用观测卫星获得的空间飞行器的轨道参数，结合动力学方程对

空间飞行器的轨道进行估计，能够为飞行器类别、飞行意图的判断提

供信息基础。 

问题一对观测卫星的三维位置估计是基于卫星简化运动方程，利

用观测卫星零时刻的位置和速度作为初始条件对运动方程数值求解，

得到观测卫星的运动轨迹，并得出观测卫星运行周期。通过与中低轨

近圆轨道卫星运行轨迹和周期的对比，验证了计算结果的准确性。 

问题二中06号和09号观测卫星对0号空间飞行器的观测数据时

间不同步而且数据中包含了随机误差（白噪声），故首先利用低通滤

波器对观测数据进行滤波处理，再将观测数据插值为时间统一的序
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列。然后将观测坐标系下的观测数据转化到基础坐标系中，根据逐点

交汇定位的思路，计算出空间飞行器的所在位置。在此基础上，分别

利用伴随同化方法和数据拟合方法给出了空间飞行器的位置和速度，

并给出位置的估计残差。两种方法得到的结果均与观测数据吻合较

好，使用伴随同化方法的误差比使用数据拟合方法的小一个量级。 

问题三在前文基础上考虑系统误差对观测数据产生的影响，根据

对系统误差的认识和模型假设，认为逐点交汇定位方法可以对系统误

差进行估计，推导出了观测数据和系统误差之间的转化关系。利用最

小二乘原理，结合观测数据得到系统误差（两颗卫星的 d 、 d 和 d ）。

利用系统误差对原观测数据进行校正后，采用伴随同化方法给出了空

间飞行器的位置和速度估计，并计算了位置的估计残差。 
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基于伴随同化方法的空间飞行器轨道估计与误差分析                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

1. 问题重述 

空间信息对抗是现代信息战争中重要的作战和保障手段，是战略防御体系的

重要组成部分, 目前已成为国际前沿研究热点问题之一。利用中低轨近圆轨道卫

星探测空间飞行器发射与轨道参数是实现对飞行器监控和作出反应的第一步。 

第一问要求基于基础坐标系下观测卫星主动段的简化运动方程和 09 号卫星

在零时刻的位置和速度信息计算其在 50.0s、100.0s、150.0s、200.0s、250.0s

五个时刻的三维位置。第二问要求利用 06 号观测卫星和 09 号观测卫星对 0号空

间飞行器的仿真观测数据，在空间飞行器的简化运动方程框架下建立模型给出 0

号空间飞行器的轨道估计，并给出从 50s 到 170s 间隔 10 s 的采样时间点的位置

和速度，同时给出估计残差，还要描绘三个位置分量和三个速度分量对时间的变

化曲线。第三问在第二问的基础上同时考虑系统误差，要求在完成第二问问题的

同时找到对系统误差进行正确估计的方案及其估计结果。第四问探讨只有 09 号

观测卫星对 01 号空间飞行器进行轨道估计的问题，完成第三问提出的问题，并

进一步考虑在同时有多颗观测卫星观测多个空间飞行器的情况下的联合系统误

差估计问题。 

2. 问题分析 

问题一：根据理论力学中的两体问题的解，观测卫星的运动轨迹是椭圆。基

于基础坐标系下观测卫星主动段的简化运动方程和 09 号卫星在零时刻的位置和

速度信息，采用常微分方程初值问题的数值解法求解 09 号观测卫星的位置。 

问题二：由于观测数据中包含随机误差，首先进行滤波消除该误差。其次要

解决双星逐点交汇定位的问题，其中包含观测数据从观测坐标系向基础坐标系的

转化和如何确定空间飞行器的空间位置。最后根据已有的观测数据选择适当的模

型模拟空间飞行器的运动轨迹。应当注意两颗卫星观测时间不同步，在解决问题

二时，应当在滤波后将观测数据插值为时间统一的序列。 

问题三：首先考虑系统误差对观测的影响，推导出观测值、精确值与 d 、 d 、

d 的转化关系。进而利用多组观测数据进行最小二乘拟合，求出 d 、 d 和 d 。

对观测数据进行校正后，重复问题二的过程。 
问题四：针对单星定位问题，假设轨道的数学表达形式，采用待定系数法和

最小二乘法确定待定系数，从而确定空间飞行器的运动参数。对于多颗卫星观测

多个空间飞行器而言，可以借鉴问题三中的方法计算最小二乘意义下的系统误

差。 
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3. 符号说明与名词解释 

3.1 符号说明 

( )r t


：空间飞行器在基础坐标系下的位置矢量； 

( )r t ： ( )r t


对时间 t的二阶导数，即加速度； 

mG ：地球引力常数（ 14 3 23.986005 10 /mG m s  ）； 

( )rv t
：燃料相对于火箭尾部喷口的喷射速度； 

( )m t ：瞬时质量， ( )m t 表示质量变化率； 

old 、 old ： 滤 波 前 观 测 卫 星 对 于 空 间 飞 行 器 的 无 量 纲 化 简 数 据

（ ;
old old old oldold s s s sy x z x   ）； 

new 、 new ： 滤 波 后 观 测 卫 星 对 于 空 间 飞 行 器 的 无 量 纲 化 简 数 据

;
new new new newnew s s s sy x z x   ）； 

：两条异面直线MA与 NB的夹角； 

1 ：06 号观测卫星与 09 号观测卫星的连线同 06 号观测卫星与空间飞行器的连

线的夹角； 

2 ：06 号观测卫星与 09 号观测卫星的连线同 09 号观测卫星与空间飞行器的连

线的夹角。 

3.2 名词解释 

白噪声：平均值函数为 0、自相关函数为 函数的随机过程； 

估计残差：观测数据与模拟值之间的差； 

伴随同化方法：伴随同化方法是变分原理和最优控制论相结合的一种方法,它将

所要解决的实际问题作为条件最小值问题来解决； 

4. 模型假设 

(1)在存在各种误差的条件下，每两颗观测卫星与空间飞行器之间的连线，不一

定在同一平面内，假设两条异面直线的公垂线段的中点为空间飞行器所在的位

置； 

(2)假设随机误差为直接叠加在观测数据上的白噪声； 

(3)假设系统误差只考虑与卫星平台相关的误差，即不同观测卫星的系统误差相
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互没有关联，同一观测卫星对不同空间飞行器的系统误差是一样的； 

(4)假设去掉随机误差的观测在逐点交汇定位空间飞行器时，异面直线公垂线的

长度可以表征两颗卫星系统误差。 

5. 模型建立与求解 

5.1 问题一求解 

由理论力学的知识可知，观测卫星的运动方程  
 

 3
mGr t r t

r t
 

 
 对应的运

动应当为椭圆运动，而地心则是椭圆的其中一个焦点[1]。采用常微分方程初值问

题的数值解法[2]可以得到 09 号观测卫星的位置。 

将观测卫星的简化运动方程分解到 x、 y 、 z 三个方向： 

2

2 3

2

2 3

2

2 3

2 2 2

m

m

m

Gd x x
dt r

Gd y y
dt r

Gd z z
dt r

r x y z


 




 



 

   

                 （5-1） 

采用如下的差分格式进行离散： 

 

1 1

3
2n n n

nm

n

GM M M M
t r

  
 


，其中，      

2 2 2n n n nr x y z   ，M 代表 x，

y 或 z 。 

由于该差分方程是一个三层时间模式，所以需要用初始时刻的位置和速度先

计算下一时刻的位置，才能完成迭代计算。即 















twzz
tvyy
tuxx

001

001

001

                     （5-2） 

根据物理学中关于卫星运动（近似圆周运动）的方程式：
2

2 2

4mG r
r T


 ，结合

初始时刻 09 号观测卫星的位置，估计 09 号观测卫星的周期大致为 9000s。为了

检验数值解的准确性，我们模拟了 50000s，时间步长取 0.1s，共模拟了 500000

步。 

图 1和图 2分别给出了数值解的结果。通过图 1和图 2可以看出，数值求解

计算得到的卫星轨迹是一个椭圆，与理论结果吻合，且数值计算得到的 09 号观
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测卫星在基础坐标系中的位置具有明显的周期特性，周期约在 9028s 左右，与估

计结果基本吻合，因此数值求解结果可以代表 09 号观测卫星的位置。09 号观测

卫星在 50.0s、100.0s、150.0s、200.0s、250.0s 的三维位置见表 1。 

 

图 1 数值求解得到的 09 号观测卫星的运动轨迹 

 

 

图 2 数值求解得到的 09 号观测卫星在基础坐标系中的坐标随时间的变化 
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表 1  09 号观测卫星在基础坐标系下的三维坐标 
时间（s） X（m） Y（m） Z（m） 

50.0 1.77327E+06 8.16133E+06 4.51704E+06 

100.0 1.50108E+06 8.12670E+06 

目录 

未找到目录项。 

670E+06 

4.68502E+06 

150.0 1.22716E+06 8.08263E+06 4.84755E+06 

200.0 9.51807E+05 8.02918E+06 5.00446E+06 

250.0 6.75353E+05 7.96642E+06 5.15556E+06 

5.2 问题二的建模与求解 

5.2.1 滤波——消除白噪声 

本题假设随机误差为直接叠加在观测数据上的白噪声，白噪声指的是一个白

色随机过程  t ，它的平均值函数与自相关函数满足以下条件： 

     0t E t                      （5-3） 

          1 2 1 2 0 1 2, 2R t t E t t N t t               （5-4） 

在使用观测数据之前，需要消除白噪声对实际数据的影响。我们使用不同的

低通滤波器[3]对观测数据进行滤波分析，利用得到的新数据与观测数据作差，差

的平均值越接近 0，认为越符合白噪声的特点，把此时的差作为白噪声。不同低

通滤波器差别体现在权重系数的选取，分别选取 0.8,  0.85,  0.9,  0.95  对给出

数据进行滤波处理，滤波后的数据 new 和 new 与原始数据中 old 和 old 之间符合

如下关系式： 

       
1 1 1

2new old old oldi i i i
   


               （5-5） 

       
1 1 1

2new old old oldi i i i
   


               （5-6） 

其中， 2,..., 1i n  。经过比较，当 0.95  时滤波效果最好，数据和  的误差

平均值分别为-7.79E-09 和-3.31E-09。白噪声变化曲线如下图（清晰起见，仅

列出数据上施加的白噪声，数据  有类似结果）。 
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图 3  09 号观测卫星观测值的白噪声 

5.2.2 插值 

观测数据的时间序列并非从 50s 开始，而且两个观测卫星的观测时间序列不

同步，为方便对数据统一处理，需要插值为时间统一的序列。09 号观测卫星对 0

号空间飞行器的观测数据和  随时间的变化见图 4。 

 

图 4  09 号观测卫星观测值（和  ）随时间变化曲线 

从图 4 中可以看出，观测数据和  均随时间缓慢变化，故此处可以使用分

段线性插值方法[2]将观测数据插值为从 50s 开始的、与给定观测时间间隔相同
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（0.2s）的时间序列。 

5.2.3 坐标系转换 

将观测坐标系中的观测转化到基础坐标系中是实现双星逐点交汇定位的基

础[4]。这一部分给出了坐标转换的基本思路及其推导公式。 

如图 5 所示， cccc ZYX-O 表示基础坐标系， ssss ZYX-O 表示观测坐标系，Q

表示观测坐标系中的任意一点。矢量 QOs 可以分解到 ss XO 、 ssYO 和 ssZO 方向，

其分量分别为Qx 、Qy 和Qz 。由于 ss xO 也即 scOO 的方向是确定的，并且 ss zO 向

北， ss yO 向东，因此可以将Qx 、Qy 和Qz 在基础坐标系中分解，不妨设： 















kcjbiaQz
kcjbiaQy
kcjbiaQx

333

222

111

                  （5-7） 

其中， i 、 j 和 k 分别是基础坐标系的单位向量。所以有： 

     kcccjbbbiaaaQOs 321321321         （5-8） 

再结合 sO 在基础坐标系中的坐标，就可以给出Q点在基础坐标系中的坐标。 

 

图 5  观测坐标系向基础坐标系转化示意图 

设 sO 在基础坐标系中的坐标为  000 ,, zyx ，观测到的空间飞行器的参数为

和  。和  提供了空间飞行器在观测坐标系中的方向信息，只要再知道该方向

上的任意一点，结合卫星的位置（即 sO ），就可以唯一确定出卫星和空间飞行器
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连线在基础坐标系中的精确表达式。当存在两颗及以上的卫星时，就可以利用逐

点定位方法确定空间飞行器在基础坐标系中的位置。 

设某点在观测坐标系中的坐标为  111 ,, zyx ，在基础坐标系中的坐标为

 222 ,, zyx 。下面给出坐标转化的推导过程。 

向量 ss xO 在基础坐标系中的单位法向量为： 


















2
0

2
0

2
0

0
2
0

2
0

2
0

0
2
0

2
0

2
0

0
1 ,,

zyx
z

zyx
y

zyx
xv        （5-9） 

由于 ss zO 指向北，所以 ss zO 在平面 ccs zOO 内。从而平面 ccs zOO 的法向量即为

ss yO 的方向向量，因此 ss yO 在基础坐标系中的单位法向量为： 


















 0,,

2
0

2
0

0
2
0

2
0

0
2

yx
x

yx
yv                （5-10） 

由于 ss xO 和 ss yO 已经确定，所以 ss zO 在基础坐标系中的单位法向量为： 

      




























22
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

22
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

00
22

0
2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

00
3 ,,

yxzyzx

yx

yxzyzx

zy

yxzyzx

zxv      

                                                           （5-11） 

于是观测坐标系中的点  111 ,, zyx 在基础坐标系中的坐标为： 

   000322111222 ,,,, zyxvyvyvxzyx                 （5-12） 

5.2.4 双星逐点交汇定位 

由于实际观测中存在各种误差，每两颗观测卫星与空间飞行器的连线不一定

在同一个平面内。在这种情况下，我们认为两条异面直线的公垂线段的中点为空

间飞行器所在的位置，公垂线段的长度可以表征两颗卫星的观测误差。 
如图 6 所示，M 和 N 分别表示两颗观测卫星的位置，直线MA和 NB分别表

示从两颗卫星上观测到的空间飞行器与卫星所在的直线， AB 为两直线的公垂线

段， AB 的中点即空间飞行器的实际位置。 
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图 6  空间内异面直线的及其公垂线示意图 

下面给出空间飞行器实际位置的推导公式。 

设两颗观测卫星M 和 N 的位置分别为  111 ,, zyx 和  222 ,, zyx ，MA和 NB 的

单位向量分别为  111 ,,  和  222 ,,  （可以通过 5.2.3 得到）。则有 

     

      


















2
12

2
12

2
12

121121121
1 arccos

zzyyxx

zzyyxx 
         （5-13） 

     

      


















2
21

2
21

2
21

212212212
2 arccos

zzyyxx

zzyyxx 
         （5-14） 

 212121arccos                   （5-15） 

由空间异面直线的定理可知： 

     212
2

12
2

122
21

sin
coscoscos zzyyxxMA 





    （5-16） 

     212
2

12
2

122
12

sin
coscoscos zzyyxxNB 





    （5-17） 

进而可以得到  333 ,, zyxA 和  444 ,, zyxB 点的坐标： 

     111111333 ,,,,,, MAzyxzyx             （5-18） 

     222222444 ,,,,,, NBzyxzyx            （5-19） 

则空间飞行器在基础坐标系中的位置  zyx ,, 为： 

          222111222111 ,,,,,,,,
2
1,,  NBMAzyxzyxzyx    （5-20） 
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采用上述方法处理 06 号和 09 号观测卫星对 0 号空间飞行器的观测资料，可

以得到 0 号空间飞行器在基础坐标系中的轨迹，分别如图 7 和图 8 所示。 

 

图 7  0 号空间飞行器在基础坐标系中的轨迹 
 

 

图 8  0 号空间飞行器三维坐标随时间的变化 
 

5.2.5 伴随同化方法确定空间飞行器的轨道 

伴随同化方法是建立在严格的数学基础之上的一种有效的四维变分同化技

术，它将变分原理和最优控制理论相结合[5]。伴随同化方法可以用来解决许多不

同类型的实际问题，其中包括：对模型中的参数进行优化，对初始条件或边界条

件进行优化，对定常流或环流问题以及表面热通量问题进行研究等。伴随同化方
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法在本文中的应用是以空间飞行器在基础坐标系下的简化运动方程作为约束条

件，由观测到的空间飞行器的位置，得到空间飞行器的轨道参数，进而得到轨道

信息。 
伴随同化方法中的 Lagrange 乘子法是建立在严格的数学基础之上的一种方

法，它将所要解决的实际问题作为条件极值问题来求解。在此过程中将动力学方

程组以及定解条件作为约束条件，目标是根据具体问题而设计的代价函数达到极

小[6]。 

设依赖于时间变量的动力学方程（组）为 

),( cxF
t
x




                           (5-21) 

这里向量 x的分量是随时间变化的量（例如位移、速度等）， t 表示时间，

向量 c表示模型中的参数， F 是线性或非线性算子。模型方程(5-21)不封闭，还

需要相应的定解条件才能确定其唯一解。 y 表示控制变量，它包括初始条件、边

界条件、模型中的参数等。y 一旦确定，模型(5-21)的唯一解 )( yx 也就随之确定。

当然控制变量必须属于一个可容许的控制集合 ady 。 ady 可根据有关控制变量的

物理学性质以及历史经验来确定。 
在解决问题的过程中，研究者的目的是得到模型方程(5-21)的接近观测结果

的解 x。这里的所谓接近用代价函数 J (度量模型方程(5-21)的解与观测结果之间

的距离，通常定义为差的平方和)来定义。观测结果包括位移、速度、高度等。

这样，变分问题可简述为问题(P)：寻求属于 ady 的 *y 使得代价函数 J 达到最小, 

*y 表示最优的 y 。 

以上所述问题是以动力学方程(5-21)作为约束的约束极值问题。此问题可转

化为无约束极值问题来求解。当把约束条件作为强约束条件来对待时，经典的

Lagrange（条件极值）乘子法为我们提供了坚实的理论基础。在此构造 Lagrange

函数 ),,( yxL  。 

 );(,),(),,( cxGyxJyxL  ， );();( cxF
t
xcxG 



 ，    (5-22) 

这里是 Lagrange 乘子，<,>是定义在 );( cxG 所属 Hilbert 空间的内积。这

样约束极值问题(P)就被转化成关于和 x ,, y 的无约束问题。在此需说明的是这里

的约束条件并不是固定不变的，而是在同化过程中不断得到调整，使得模拟结果

尽可能地接近观测结果。在强约束条件 0);( cxG 的限制下，确定泛函 ),( yxJ 的驻

点与确定 Lagrange 函数关于变量 x ,和 y 的驻点是等价的。表示 Lagrange 函数

的驻点的方程组称为约束最小值问题(P)的 Euler-Lagrange 方程组。Euler-Lagrange

最优条件(最优的 *** ,, yx  )将由下述方程组确定： 
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0),,( *** 


 yxL



.                          (5-23) 

                   0),,( *** 


 yx
x
L

 .                          (5-24) 

                     0),,( *** 


 yx
y
L

 .                          (5-25) 

方程(5-23)就是原来的模型方程。方程(5-24)中的算子是方程(5-23)中的算子

的伴随算子，通常称方程(5-24)为方程(5-23)的伴随方程。模型方程随时间正向传

播信息，而伴随方程随时间反向传播信息。至于方程(5-25)，给出了 Lagrange 函

数关于控制变量的梯度。 
Lagrange 乘子法，代价函数关于任何控制变量（初始条件、边界条件、方程

中的参数）的梯度在理论上都能够表达出来，这决定了利用 Lagrange 乘子法可

以解决许多方面的问题。而且，在 Lagrange 乘子法中，模拟值与观测值的差作

为驱动伴随方程的外力，很自然地加到了伴随方程上[7]。 

Lagrange 乘子法与经典的 Lagrange 条件极值问题的不同有以下几点： 
（1）经典的 Lagrange 条件极值问题的约束是一个或者数个，而 Lagrange

乘子法的约束每个时间步都存在一个； 
（2）Lagrange 乘子法中的伴随方程需要求解而不能简单消掉； 
（3）Lagrange 乘子法需要求解控制方程和伴随方程，以得到需要优化参数

的梯度； 
（4）Lagrange 乘子法反复利用（3）中的梯度，选取适当的下降算法，不断

优化参数。 

假设火箭产生的推力加速度项在基础坐标系中分解为 xF 、 yF 和 zF ，且 xF 、

yF 和 zF 只与时间 t 有关（在方程中作为随时间变化的控制参数），所以空间飞行

器在基础坐标系下的简化运动方程可以写成如下的形式： 

  
























222

32

2

32

2

32

2

zyxr

Fz
r
G

dt
zd

Fy
r
G

dt
yd

Fx
r
G

dt
xd

z
m

y
m

x
m

                        （5-26） 

通常代价函数可以构造为： 

dtzzyyxxJ
t

t
 
2

1

])ˆ()ˆ()ˆ[(
2

222                 （5-27） 

其中 为常数（在本题中取为 1）， x̂ 、 x̂、 ẑ 代表观测值， x 、 y 、 z 代表数
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值模拟结果。 
利用 Lagrange 乘子法构造 Lagrange 函数，如下所示： 

 



































2

1

32

2

32

2

32

2t

t
z

m
y

m
x

m dtFz
r
G

dt
zdFy

r
G

dt
ydFx

r
G

dt
xdJL   

（5-28） 

我们的目的是寻求在满足方程组（5-26）及其对应的初边值条件下，代价函

数达到极小。为求得极小值，我们要求： 

0






L
， 0







L
， 0







L                        （5-29） 

0




x
L

， 0




y
L

， 0




z
L                         （5-30） 

0




xF
L

， 0




yF
L

， 0




zF
L                       （5-31） 

根据（5-30），能够得到伴随方程： 

     






























0)ˆ()(3)2(

0)ˆ()(3)2(

0)ˆ()(3)2(

5

222

2

2

5

222

2

2

5

222

2

2

zz
r

yxzzyxG
dt
d

yy
r

zxyyzxG
dt
d

xx
r

zyxxzyG
dt
d

m

m

m










         （5-32） 

利用梯度下降算法，对控制参数进行修正，根据上述推导得到的校正关系表

达式为： 





















zz

yy

xx

FF
FF
FF

~
~
~

                        （5-33） 

其中 xF~ 、 yF~ 和 zF~ 是优化前的值， xF 、 yF 和 zF 是优化后的值。 
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方程（5-26）的差分格式为： 

            

 

 

 
     







































222

32

11

32

11

32

11

2

2

2

nnnn

n
z

n
n
m

nnn

n
y

n
n
m

nnn

n
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n
n
m

nnn

zyxr

Fz
r
G

t
zzz

Fy
r
G

t
yyy

Fx
r
G

t
xxx

              （5-34） 

 
伴随方程（5-32）的差分格式为： 

      
 

 

      
 

 

      
 

 






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
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
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
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




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5
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222

2
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5
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nnnnnnnnn
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nnn
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nnnnnnnnn
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nnn
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nnnnnnnnn

m

nnn

zz
r

yxzzyxG
t

yy
r

zxyyzxG
t

xx
r

zyxxzyG
t










（5-35） 
利用伴随同化方法的工作流程如下： 

（1）给 xF 、 yF 和 zF 赋值（初始猜测）。 

（2）积分正向方程（5-34）。 

（3）计算表征模拟结果与观测结果差的平方和的代价函数： 

           d tzzyyxxJ
t

t
 
2

1

])ˆ()ˆ()ˆ[(
2

222
 

其中 为常数， x̂ 、 x̂、 ẑ 代表观测值， x 、 y 、 z 代表相应的模拟结果，

当代价函数下降到一定程度或者其变化率很小时，进入步骤(8)；如果不满足要

求，执行步骤(4)。 
（4）反向积分伴随方程。 

（5）计算代价函数关于 xF 、 yF 和 zF 的梯度。 

（6）校正 xF 、 yF 和 zF 。 

（7）返回步骤（1），利用改进后的 xF 、 yF 和 zF 开始下一次校正。 

（8）结束对 xF 、 yF 和 zF 的校正，得到与观测值充分靠近的数值模拟结果。 
 
利用伴随同化方法得到从 50 s 到 170s 间隔 10s 的采样点的位置和速度及位

置的估计残差，如表 2-4。图 7 和图 8 分别表示 0 号空间飞行器在采样时间范围

内的位置和速度曲线。 
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表 2   0 号空间飞行器的位置模拟值 

Time（s） X（m） Y（m） Z（m） 

50 -1.11202E+06 6.20027E+06 1.13305E+06 

60 -1.12054E+06 6.20787E+06 1.14326E+06 

70 -1.13074E+06 6.21595E+06 1.15539E+06 

80 -1.14259E+06 6.22459E+06 1.16960E+06 

90 -1.15630E+06 6.23364E+06 1.18602E+06 

100 -1.17195E+06 6.24312E+06 1.20482E+06 

110 -1.18968E+06 6.25299E+06 1.22614E+06 

120 -1.20962E+06 6.26322E+06 1.25015E+06 

130 -1.23194E+06 6.27378E+06 1.27705E+06 

140 -1.25681E+06 6.28469E+06 1.30704E+06 

150 -1.28429E+06 6.29591E+06 1.34027E+06 

160 -1.31487E+06 6.30747E+06 1.37718E+06 

170 -1.34803E+06 6.31933E+06 1.41750E+06 

 

表 3  0 号空间飞行器的速度模拟值 

Time（s） u （m/s） v（m/s） w（m/s） V （m/s） 
50 -6.96939E+02 8.17465E+02 9.40316E+02 1.42764E+03 

60 -9.53603E+02 7.66832E+02 1.11394E+03 1.65477E+03 

70 -1.09724E+03 8.42609E+02 1.31747E+03 1.91041E+03 

80 -1.27859E+03 8.84760E+02 1.53111E+03 2.18217E+03 

90 -1.46847E+03 9.27313E+02 1.76059E+03 2.47305E+03 

100 -1.66910E+03 9.68954E+02 2.00587E+03 2.78357E+03 

110 -1.88317E+03 1.00522E+03 2.26632E+03 3.11336E+03 

120 -2.11213E+03 1.03991E+03 2.54464E+03 3.46665E+03 

130 -2.36035E+03 1.07414E+03 2.84481E+03 3.84941E+03 

140 - 261877 E+03 1.10637 E+03 3.16143 E+03 4.25126E+03 

150 - 2.89380 E+03 1.13713 E+03 3.49719 E+03 4.68062E+03 

160 - 3.22708 E+03 1.17957 E+03 3.90042 E+03 5.19592E+03 

170 - 3.36689 E+03 1.15585 E+03 4.08279 E+03 5.42017E+03 
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表 4  0 号空间飞行器的位置估计残差 

Time（s） ΔX（m） ΔY（m） ΔZ（m） 

50 -4.14400E-01 -2.81300E-02 -4.11980E-01 

60 1.72815E+01 1.35528E+01 5.68476E+00 

70 -2.56023E+01 -2.04622E+01 3.25836E+00 

80 1.33891E+01 5.99139E+00 1.08001E+01 

90 1.38297E+01 6.07051E+00 3.87634E+00 

100 -1.07119E+01 -3.74736E+00 -2.52564E+01 

110 1.46210E-01 6.14745E+00 -1.05900E-01 

120 1.22921E+01 -5.42108E+00 3.62984E+00 

130 1.84681E+00 2.17123E+01 7.56858E+00 

140 -2.10827E+01 3.11782E+00 1.00273E+01 

150 5.31117E+01 5.64645E+00 -4.12539E+01 

160 -7.14229E+01 4.98970E-01 3.05004E+01 

170 4.15916E+02 -2.18496E+01 -2.90209E+02 

 

 

图 9  0 号空间飞行器在采样时间内的位置曲线 
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图 10  0 号空间飞行器在采样时间内的速度模拟值 

5.2.6 拟合方法确定空间飞行器的飞行轨迹 

本题中给出了观测卫星在 600 个时间采样点处对空间飞行器的观测数据，考

虑使用拟合方法[2]得出空间飞行器的飞行轨迹。 
根据上文的逐点交汇定位思路，结合观测卫星对空间飞行器的观测数据和

 ，可以推导出空间飞行器在上述时间采样点处的空间位置观测数据

 000 ,, ZYX 。分别对三个空间位置坐标分量进行多项式拟合可以得到空间位置分

量随时间变化的函数  tX 、  tY 和  tZ ，由此可以对空间飞行器在 50.0s 到 170.0s

采样时间点的位置进行估计。根据轨道参数的匹配原理[8]，空间飞行器的速度分

量变化分别是空间位置变化函数对时间的导数，即    tXtVx  ，    tYtVy  ，

   tZtVz  ，通过以上方程可以对空间飞行器在各采样点处的速度给出估计。 

将简化运动方程表示成坐标分量形式，以 x方向为例，原运动方程可表示为

如下等式（方便起见，令运动方程右端第二项  
 
 

 tF
tm
tmtv


 ）： 

 
     

   tFtX
tZtYtX

Gta x
m

x 



 3
222

          （5-36） 

其中，    tXtax  ，那么  tFx 的函数表达式可以求得，同样可以求出  tFy 和

 tFz ，则对应数据拟合结果的  tv 和  tm 关系式  tF


可以确定，这对研究不同空
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间飞行器之间的差异有重要意义。 
根据 06 号和 09 号观测卫星对 0 号空间飞行器的观测数据，由上述方法拟合

得到空间飞行器的位置变化函数分别为： 
 

 

  1135180400.6766602.13
6166030230.58388221.1

112750781.5362330.11

2

2

2







tttZ
tttY

tttX
          （5-37） 

对比观测数据变化趋势与拟合方程可以得到如下图像。 
 

 

图 11  0 号空间飞行器在采样时间内的位置曲线拟合结果 

 
从图像中可以看到，拟合结果与观测结果几乎完全吻合，二者之间的平均绝

对误差与平均相对误差见表 5。 

 

表 5  拟合结果的误差统计表 

分量 X Y Z 

平均绝对误差（×102） 6.97672 1.00821 8.56642 

平均相对误差（×10-4） 5.79295 0.161312 6.89172 

 

通过上表统计的误差可以看出，拟合结果的绝对误差在百米量级，相对于观

测数据的误差在万分之一量级。 
计算 0 号空间飞行器在各个采样时间点的位置，具体结果见表 6。 
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表 6  0 号空间飞行器在采样时间点的位置拟合值 
Time（s） X（m） Y（m） Z（m） 

50 -1.11399E+06 6.19990E+06 1.13551E+06 

60 -1.12098E+06 6.20780E+06 1.14378E+06 

70 -1.13022E+06 6.21608E+06 1.15477E+06 

80 -1.14170E+06 6.22473E+06 1.16850E+06 

90 -1.15543E+06 6.23377E+06 1.18496E+06 

100 -1.17140E+06 6.24317E+06 1.20415E+06 

110 -1.18962E+06 6.25296E+06 1.22607E+06 

120 -1.21009E+06 6.26312E+06 1.25072E+06 

130 -1.23281E+06 6.27366E+06 1.27811E+06 

140 -1.25777E+06 6.28457E+06 1.30823E+06 

150 -1.28498E+06 6.29586E+06 1.34108E+06 

160 -1.31443E+06 6.30753E+06 1.37666E+06 

170 -1.34613E+06 6.31957E+06 1.41498E+06 

 

分析在各个采样时间点的拟合结果和对应观测数据可以给出各个时间点的

位置估计残差 ΔX（m）、ΔY（m）和 ΔZ（m），具体数值见下表： 

表 7  0 号空间飞行器的位置拟合值残差 
Time（s） ΔX（m） ΔY（m） ΔZ（m） 

50 -1.97917 E+03 -3.69853 E+02 2.45956 E+03 

60 -4.30955 E+02 -6.05458 E+01 5.22928 E+02 

70 4.96079 E+02 1.12606 E+02 -6.14181 E+02 

80 8.99390 E+02 1.52668 E+02 -1.09027 E+03 

90 8.82551 E+02 1.31800 E+02 -1.06178 E+03 

100 5.39132 E+02 4.84698 E+01 -6.97452 E+02 

110 5.85129 E+01 -2.67036 E+01 -6.97895 E+01 

120 -4.59417 E+02 -9.98992 E+01 5.77507 E+02 

130 -8.61536 E+02 -1.00952 E+02 1.07006 E+03 

140 -9.79739 E+02 -1.09291 E+02 1.19917 E+03 

150 -6.29416 E+02 -3.70661 E+01 7.68599 E+02 

160 3.70579 E+02 6.59240 E+01 -4.83890 E+02 

170 2.30985 E+03 2.20154 E+02 -2.81579 E+03 

同样的可以给出采样时间点的速度变化，图 12 反映了三个速度分量在给定

时间范围内的变化趋势。 
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图 12  0 号空间飞行器在采样时间内的速度曲线 

很显然，三个方向的速度分量随时间变化的曲线都近似直线，其方程分别为： 

 
 
  400.6763204.27

230.583764424.3
781.5364660.22







ttw
tv

ttu
               （5-38） 

根据速度分量的方程可以得到空间飞行器在采样时间点处的速度，具体数值

见表 8。  

表 8  0 号空间飞行器的速度拟合值 
Time（s） u （m/s） v（m/s） w（m/s） V （m/s） 

50 -5.86518E+2 7.71451E+2 6.89624E+2 1.18942E+03 

60 -8.11178E+2 8.09095E+2 9.62829E+2 1.49656E+03 

70 -1.03584E+3 8.46739E+2 1.23603E+3 1.82146E+03 

80 -1.26050E+3 8.84383E+2 1.50924E+3 2.15611E+03 

90 -1.48516E+3 9.22027E+2 1.78244E+3 2.49658E+03 

100 -1.70982E+3 9.59671E+2 2.05565E+3 2.84080E+03 

110 -1.93448E+3 9.97315E+2 2.32885E+3 3.18754E+03 

120 -2.15914E+3 1.03496E+3 2.60206E+3 3.53606E+03 

130 -2.38380E+3 1.07260E+3 2.87526E+3 3.88589E+03 

140 -2.60846E+3 1.11025E+3 3.14847E+3 4.23669E+03 

150 -2.83312E+3 1.14789E+3 3.42167E+3 4.58825E+03 

160 -3.05778E+3 1.18554E+3 3.69488E+3 4.94041E+03 

170 -3.28246E+3 1.22318E+3 3.96808E+3 5.29304E+03 
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5.2.7 两种方法的比较 

通过伴随同化方法和数据拟合的方法都实现了对空间飞行器位置和速度的

估计，两个方法得到的最终结果十分接近，而且结果与观测之间的相对误差都小

于万分之一。但是这两个方法一种是数值模式计算，另一种则是数据拟合，二者

各有优势，下面对两种方法得到的结果进行比较。 
下图反映了伴随同化方法和数据拟合方法分别得到的 0 号空间飞行器的运

行速度比较。为方便比较，根据轨道参数的匹配原理，结合观测数据可以得到空

间飞行器的速度，将该速度作为两种方法所得结果的速度参考值，三者在同一坐

标系下进行比较。 

 

图 13  两种方法得到的速度比较 

从图 13 可以看到，两种方法得到的速度均与利用观测数据生成的速度接近，

下面分别给出两种方法结果的误差，分析伴随同化方法与数据拟合方法结果的精

度。 

表 9  两种方法速度结果的误差 
 速度 平均绝对误差(m/s) 平均相对误差(%) 

伴随同化方法 
u 3.39348E+01 2.076 

v 4.31213E+01 4.502 

w 4.24387E+01 2.081 

拟合方法 

u 7.58509E+01 4.757 

v 4.38668E+01 4.625 

w 9.28405E+01 4.853 

由上表可知，两种方法得到速度的结果误差都在 100m/s 以下，相对于观测

生成的速度数据相对误差均不超过 5%，伴随同化方法得到的各个速度分量的误

差均小于数据拟合方法得到的误差。因此，在第 3 和第 4 题的求解过程中，都采

用伴随同化方法求解。 
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5.3 问题三的建模与求解 

采用 5.2.1 节中的滤波方案可以消除随机误差。因此，在本节的讨论中，所

用到的数据是消除了随机误差的数据。设包含系统误差的观测为  11, ，即观测

卫星实际观测到的数据；不包含系统误差的观测为  00 , ，最终用于求解空间

飞行器轨道的数据。考虑到系统误差由两个平移误差 d 和 d ，一个旋转误差 d

组成，  00 , 和  11, 应当满足如下的关系： 













ddd
ddd

cossin
sincos

110

110               （5-39） 

又题目中指出， d 、 d 和 d 是三个常值小量，因此可以认为sin d和 dcos 满

足： 1cos d ，  dd sin 。于是公式（5-34）可以简化为： 













dd
dd

110

110                   （5-40） 

根据假设，可以计算出在  11, 的观测下计算得到的空间飞行器在基础坐标

系中的位置，不妨设为  ppp zyxP ,, 。同一时刻观测卫星的位置为  000 ,, zyxOs ，

那么可以得到  000 ,, zzyyxxPO ppps  ，利用 5.2.3 节中的观测坐标系的单

位方向向量 1v 、 2v 和 3v ，可以得到 POs 在观测坐标系中三个方向上的分量长度，

即 0sx 、 0sy 和 0sz ： 















30

20

10

vPOz
vPOy
vPOx

ss

ss

ss

                      （5-41） 

进而可以得到： 









ss

ss

xz
xy

000

000




                      （5-42） 

联立（5-40）、（5-41）和（5-42），就可以得到系统误差 d 、 d 、 d 与已

知量  000 ,, zyx 和  11, 的关系。根据已有的观测资料，利用最小二乘原理[2]，

可以求得 d 、 d 和 d 的大小。表 10 给出了在现有的观测下确定的 06 和 09

号卫星的系统误差。 
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表 10  06 和 09 号卫星的系统误差 

卫星 d  d  d  

06 2.89070E-04 3.23265E-04 -3.45788E-04 

09 -3.50795E-04 4.69959E-04 4.68311 E-04 

 

利用公式（5-35）去除观测中的系统误差后，采用 5.2.5 节中的方法重新计

算空间飞行器的位置和速度，结果如表 11~表 13、图 14、图 15 所示。 

 

表 11  0 号空间飞行器的位置模拟值 

Time（s） X（m） Y（m） Z（m） 

50 -1.11261E+06 6.19825E+06 1.13401E+06 

60 -1.12110E+06 6.20588E+06 1.14421E+06 

70 -1.13128E+06 6.21398E+06 1.15633E+06 

80 -1.14311E+06 6.22265E+06 1.17054E+06 

90 -1.15680E+06 6.23173E+06 1.18695E+06 

100 -1.17244E+06 6.24123E+06 1.20574E+06 

110 -1.19015E+06 6.25113E+06 1.22706E+06 

120 -1.21008E+06 6.26137E+06 1.25106E+06 

130 -1.23238E+06 6.27196E+06 1.27795E+06 

140 -1.25723E+06 6.28289E+06 1.30795E+06 

150 -1.28471E+06 6.29411E+06 1.34116E+06 

160 -1.31526E+06 6.30571E+06 1.37808E+06 

170 -1.34850E+06 6.31750E+06 1.41831E+06 

        

表 12   0 号空间飞行器的速度模拟值 

Time（s） u （m/s） v（m/s） w（m/s） V （m/s） 
50 -6.94405E+02 8.20350E+02 9.39552E+02 1.42756E+03 
60 -9.51274E+02 7.69492E+02 1.11319E+03 1.65415E+03 

70 -1.09502E+03 8.45235E+02 1.31678E+03 1.90982E+03 

80 -1.27650E+03 8.87302E+02 1.53045E+03 2.18152E+03 

90 -1.46652E+03 9.29765E+02 1.75997E+03 2.47237E+03 

100 -1.66727E+03 9.71317E+02 2.00527E+03 2.78287E+03 

110 -1.88146E+03 1.00749E+03 2.26574E+03 3.11263E+03 
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120 -2.11054E+03 1.04207E+03 2.54407E+03 3.46592E+03 

130 -2.35889E+03 1.07620E+03 2.84423E+03 3.84866E+03 

140 -2.61677E+03 1.10853E+03 3.16076E+03 4.25050E+03 

150 -2.89141E+03 1.14063E+03 3.49855E+03 4.67987E+03 

160 -3.23191E+03 1.17543E+03 3.89395E+03 5.19516E+03 

170 -3.31761E+03 1.19755E+03 4.11447E+03 5.41937E+03 

  表 13  0 号空间飞行器的位置估计残差 

Time（s） ΔX（m） ΔY（m） ΔZ（m） 

50 0.00000E+00 0.00000E+00 0.00000E+00 

60 1.76240E+01 1.36399E+01 6.09418E+00 

70 -2.56197E+01 -2.03003E+01 3.73633E+00 

80 1.33270E+01 6.28825E+00 1.11485E+01 

90 1.38857E+01 6.20722E+00 3.69574E+00 

100 -1.11122E+01 -3.65800E+00 -2.55865E+01 

110 4.27800E-01 6.10943E+00 -2.33830E-01 

120 1.25380E+01 -5.40120E+00 3.37566E+00 

130 1.75470E+00 2.19236E+01 7.21388E+00 

140 -2.14468E+01 3.56455E+00 9.82159E+00 

150 5.34231E+01 5.61784E+00 -4.15612E+01 

160 -7.11132E+01 7.12200E-02 3.07798E+01 

170 4.15679E+02 -2.21367E+01 -2.89952E+02 

 

图 14  0 号空间飞行器在采样时间内的位置曲线 
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图 15  0 号空间飞行器在采样时间内的速度曲线 

5.4 问题四设想 

5.4.1 单星定位问题 

根据空间飞行器的飞行特征，设出含有待定参数的空间飞行器轨道方程。利

用空间飞行器轨道和卫星轨道可以决定一个向量，而这个向量与观测值（去除白

噪声和系统误差的观测）存在转化关系，详见 5.2.3 节。最后利用观测和最小二

乘法确定轨道方程中的待定参数，从而可以得到空间飞行器的轨道方程和运动特

性。 

5.4.2 多星多空间飞行器联合估计系统误差 

对每一个空间飞行器而言，任意两颗卫星可对其实现定位（利用 5.2 节中的

方法），将所有卫星定位的结果取平均，所处的位置即被认为是卫星的实际位置。 
对于每颗卫星而言，共同时观测多颗空间飞行器。利用所有空间飞行器的实

际位置和 5.3 节中提供的最小二乘方法，就可以确定该卫星的系统误差。 
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