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题 目空间飞行器主动段轨道估计与误差分析

摘 要
本文通过微分方程组数值解法计算观测卫星的三维位置，在此基础上利用

双星逐点交汇思路得到空间飞行器的轨道及残差估计，并对存在的三轴指向误

差进行估计，最后给出单星观测的模型及多星观测的展望。

根据给定的观测卫星简化运动方程，利用惯性坐标系下 09 号观测卫星的位

置和速度初值，使用变步长 5 级 4 阶 Runge-Kutta 算法求解常微分方程组，计

算出 09 号卫星的绕地运行轨迹和速度，同理可以计算 06 号卫星的运行参数。

在计算 0 号空间飞行器参数的过程中，利用立体几何知识，推导出坐标转

换矩阵T，将观测坐标系转化为地球惯性坐标系。文中建立了 0 号飞行器的两

个轨迹模型：双星定位中值估计模型与双星定位优化模型。根据 meadata_09_00
和 meadata_06_00 得到双星观测飞行器的方向向量，并依据 T变换到惯性坐标

系下，得到各个时刻下的两条异面直线，确立它们的公垂线段，用公垂线段的

中点来建立空间飞行器轨道的中值估计模型，并给出此估计轨迹的位置半径作

为置信区间；建立 ( )rv t� 大小稳定、方向变化的模型及 ( )m t 单调递减的非负函数

模型，根据飞行器主动段简化运动方程，以飞行器空间轨迹点到两条异面直线

距离和最短来建立优化模型，对飞行器的速度及 ( )rv t� 、 ( )m t 的模型参数进行循

环降阶缩小区间算法优化，得到 50.0s、100.0s、150.0s、200.0s 以及 250.0s 五
个时刻空间飞行器轨迹的优化参数。其中 50.0s 时刻的三维坐标为

6 6 6(1.77381 10 ,8.16138 10 ,4.51670 10 )× × × 。对比估计模型与优化模型求得的参

数，给出 13 个采样点的估计残差。

将双星测量定位过程中的系统误差（三轴指向误差） , ,d d dα β θ 带入到 0
号空间飞行器的轨道计算中，在双星观测飞行器的两条方向向量异面直线之间
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最短距离的最小寻优下，得到两颗卫星的系统误差 , ,d d dα β θ 值。将求得的
, ,d d dα β θ 值代入双星定位中值估计模型与双星定位优化模型中，此为考虑系

统误差下的飞行器轨迹与残差估计。根据计算，09 号观测卫星的系统误差为

9 0.00309dα = ， 9 0.00365dβ = − ， 9 0.00033dθ = ，06 号观测卫星的系统误差为

6 0.00425dα = − ， 6 0.00139dβ = ， 6 0.00293dθ = ，并计算得到位置半径减小两

个数量级的更为精确的 0 号空间飞行器轨迹。

09 号卫星对 01 号空间飞行器进行单星定位时，首先根据卫星坐标以及其与

空间飞行器之间的方向向量，确定一条包含飞行器的直线，再根据飞行器主动

段简化运动方程确定一条空间飞行器的估计轨道，以同一时刻空间飞行器的轨

迹点与其对应的方向向量的距离最优，实现空间飞行器的定位。

本文结合立体几何原理建立了两个模型用以估计飞行器的轨迹及残差，其

中双星定位优化模型采用了循环缩小区间的算法和随机跳跃法达到了多决策变

量降阶的目的，并提出位置半径作为考虑系统误差下模型精度提高的判断标准。

关键词：逐点交汇法，轨道估计，位置半径，循环降阶优化，三轴指向误

差
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空间飞行器主动段轨道估计与误差分析

1.1.1.1.问题重述问题重述问题重述问题重述

从近日来中日钓鱼岛的紧张局势可以看出，即便身处和平年代，仍需提高国防

意识，时刻准备着为了保护自己的国家而战斗。为了维护国家安全，有些国家会发

射特殊目的的空间飞行器，如弹道式导弹、侦察卫星等，对他国发射的具有敌意的

空间飞行器实施监控并作出快速反应。

空间飞行器轨道一般可分为三段，依次为：靠火箭推进的主动段、在地球外层

空间的惯性飞行段和再入大气层后的攻击段。其中主动段又可细分为若干子段：垂

直上升段，程序拐弯段和重力斜飞段，而重力斜飞阶段的后半段是本文研究的主要

运动段。根据变质量质点的动力学，文献给出了空间飞行器在基础坐标系下的主动

段的简化运动方程以及不考虑质量时候的简化运动方程。在给定基础坐标系下的位

置和速度初值情况下，可以利用常微分方程组数值解方法计算空间飞行器的运动轨

迹。不同空间飞行器的 ( )rv t� 和 ( )m t 的模型是不同的， ( )m t 一般而言应为严格单调递

减的非负函数。

观测数据的观测误差主要包括随机误差和系统误差。本题假设随机误差为直接

叠加在观测数据上的白噪声，可能产生于背景辐射干扰与信息处理等多个方面。系

统误差也包括多种来源，如卫星定位误差、指向机构误差、图像校准误差、传感器

安装误差等等。在本题框架内，假定只考虑与卫星平台相关的系统误差，即不同观

测卫星的系统误差相互没有关联，同一观测卫星对于不同空间飞行器的系统误差是

一样的。经由适当的简化模型，各种系统误差最终可以折合为观测坐标系的原点位

置误差和三轴指向误差。根据工程经验，原点位置误差影响较小，而三轴指向误差

影响较大，对三轴指向误差进行估计对于提高估计精度很有帮助，本题只考虑三轴

指向误差。

本题以中低轨近圆轨道卫星为观测星座对假想的空间飞行器进行仿真观测，根

据生成的仿真观测数据，对假想空间飞行器的轨道参数进行估计。要求研究以下相

关问题：

1) 求解 09 号卫星在 50.0s、100.0s、150.0s、200.0s、250.0s 五个时刻的三维位

置。

2) 根据06号和09号观测卫星对0号空间飞行器形成了立体交叠观测，结合立体

几何知识按照逐点交汇定位的思路，选取适当的 ( )rv t� 和 ( )m t 的表示模型，

给出0号空间飞行器的轨道估计，并绘制0号空间飞行器的三个位置t-x、t-y、

t-z和三个速度t-vx、t-vy、t-vz曲线示意图。

3) 若 06 和 09 号两颗观测卫星均有可能带有一定的系统误差，对系统误差进

行正确的估计能够有效提高精度。利用上述的逐点交汇方法对系统误差进

行估计，若不能估计误差，尝试使用其他的思路估计系统误差与轨道，除

给出与第二问要求相同的结果外，还应分别给出两颗观测卫星的系统误差

估计结果，共六个数值，分别是两颗卫星的 , ,d d dα β θ 。

4) 对只有 09 号观测卫星单星观测的 01 号空间飞行器进行轨道估计，结果形

式要求同第三问，注意参考第三问的系统误差估计结果。并进一步考虑在

同时有多颗观测卫星观测多个空间飞行器的情况下联合进行系统误差估
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计。

2.2.2.2.问题分析问题分析问题分析问题分析

附件中给出了编号 00 到 027 的共计 28 颗观测卫星的在零时刻的位移及速度，

且观测卫星的简化运动方程式已知。在知道初始值以及运动方程的情况下，可以利

用常微分方程组进行数值求解 09 号卫星在任意时刻的三维坐标，06 号卫星同理。

考虑到观测卫星在任意时刻的位置计算是估计的前提，为提高估算精度，没有使用

会造成较大误差累加的欧拉公式求解，采用精度较高的高阶 Runge-Kutta 算法来计

算卫星的三维坐标。

09 号和 06 号观测卫星对于空间飞行器的观测数据α 和 β 值的时间点不一致，

需要进行时间坐标点的匹配，多点 Lagrange 插值产生龙格振荡且观察插值节点趋势

为多项式，因此选用三次样条插值。题目中存在两个坐标系，在计算时需要统一，

因此需要将 s s s sO X Y Z− 观测坐标系下的坐标换算到 c c c cO X Y Z− 惯性坐标系下。由于

误差的存在，惯性坐标系下，09 号卫星对 0 号飞行器以及 06 号卫星对 0 号飞行器

观测形成的方向矢量应该是异面直线，而空间飞行器应该在异面直线的垂线上，认

为垂线的中点坐标是空间飞行器的位置，就可以得到一条初步的估计轨道，此估计

用位置半径作为置信区间。由于 ( )rv t� 的方向一般应与飞行器的速度方向接近反向共

线，其大小一般较为稳定。因此在计算中，只考虑 ( )rv t� 的方向变化，而认为其值的

大小为一个常数 A，来建立飞行器速度 ( )fv t�
的模型。由于质量的减小主要为燃料的

消耗，而单位时间内燃料的消耗质量是相对稳定的，因此建立 ( )m t 的单调递减非负

函数模型。对比双星中值定位初步估计模型，空间飞行器的实际轨迹点可能并不在

公垂线上，而是在公垂线附近，即位置半径内，且使得到两条异面直线的距离之和

最小。通过循环缩小范围的优化降低决策变量的阶次，就可以得到 0 号空间飞行器

的一条优化轨道。由两模型求得的估计轨道和优化轨道，实现对残差的估计。

逐点交汇法确定空间飞行器轨道时，两组 ,α β 的测量值会存在一定的系统误差，

这就会导致最终空间飞行器的定位误差。因此在分析系统误差时，将系统误差
, ,d d dα β θ 代入到问题 2 的求解过程中，得到含有 6 个误差参数的异面直线之间距

离，给定一个搜索区间，就可以得到该区间上的参数优值，根据参数优值修改搜索

区间，不断迭代，最终可以确定系统的 6 个误差参数。将系统误差代入双星中值定

位与优化定位模型里可以实现对飞行器精度提高的轨道和残差估计，体现为位置半

径的缩小。

09 号观测卫星单星测量 01 号空间飞行器进行轨道估计，可以根据问题 2 计算

09 号卫星的轨迹。根据给定时刻卫星与空间飞行器之间的方向向量，可以确定一条

包含飞行器轨迹点的直线。设定一个空间飞行器的初始 sx 坐标，就可以确定空间飞

行器的初始坐标 ( , , )s s sx y z ，根据问题 3 可以粗略估算出一条空间飞行器的轨迹。通

过对粗略估算的轨迹上的点与包含空间飞行器的直线上的飞行器的坐标点的差值

进行优化，可以得到优化后的空间飞行器的轨迹。
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3.3.3.3.模型假设模型假设模型假设模型假设

在问题求解过程中，考虑到实际情况与简化计算的需要，提出了相关的假设，

如下所列：

1) 根据给定的资料，可知在重力斜飞阶段的后程卫星主要依靠二、三级火箭

相继完成，因此在这期间就会存在抛弃二级火箭的过程，这个动作会导致

火箭质量出现突变。因此，在计算过程中，忽略抛弃二级火箭带来的突变

现象，而只把卫星质量考虑为严格的单调递减函数。

2) 地球是南北半径和东西半径不一致的椭球形，文中在绘制相关轨迹图时，

为了简化计算，将地球近似为半径为 6400km 的球体。

4.4.4.4.变量及符号说明变量及符号说明变量及符号说明变量及符号说明

符号 符号意义 单位

mG
地球引力常数 3 2/m s

t 时间 s

( )r t� 空间飞行器的位置矢量

eF
� 飞行器所受的外力加速度之和 N

TF
� 表示火箭产生的推力 N

( )m t 瞬时质量 kg

( )m ṫ 质量的瞬时变化率

( )r t�̇̇ ( )r t� 对时间 t的二阶导数，即加速度 2/m s

5.5.5.5.模型建立及求解模型建立及求解模型建立及求解模型建立及求解

5.1．09 号观测卫星的三维位置计算

根据变质量质点的动力学，空间飞行器在基础坐标系下的主动段的简化运动方程

如下：

3

( )( ) ( ) ( )
| ( ) | ( )

m
e T r

G m tr t F F r t v t
r t m t

= + =− +
� � ̇� � �̇̇ �

（1）



- 7 -

其中向量 eF
�
表示飞行器所受的外力加速度之和， TF

�
表示火箭产生的推力加速度，

( )m t 为瞬时质量； ( )m ṫ 是质量变化率； ( )r t� 为空间飞行器在基础坐标系下的位置矢量；

( )r t�̇̇ 表示 ( )r t� 对时间 t的二阶导数，即加速度； mG 为地球引力常数（本题中地球引力

常数取 14 3 23.986005 10 /mG m s= × ），为了更明确地表示推力加速度的方向， ( )rv t� 取的是

燃料相对于火箭尾部喷口的喷射速度的逆矢量。

方程（1）中如果只保留右侧第一项，则可以表示观测卫星的简化运动方程：

3( ) ( )
| ( ) |

m
e

Gr t F r t
r t

= =−
�� �̇̇ � （2）

根 据 数 据 satinfo.txt ， 可 以 得 到 09 号 卫 星 的 初 始 位 移 为

0 ( ) (2043922.166765,8186504.631471,4343461 .714791)r t =
��

， 初 始 速 度 为

0 ( ) ( 5379.544693, 407.095342,3516.052656)r t = − −
�̇

，根据这两个初值条件，利用数值

方法求解常微分方程，可以得到相关的轨迹结果。公式（1）、（2）均为向量方程，

为了使计算过程简化，考虑将矢量方程转化为标量方程。

5.1.15.1.15.1.15.1.1矢量方程转化为标量方程

对公式（2）进行变形，转换为微分格式，如下
2

2 3

( ) ( )
| ( ) |

m
e

Gd r t F r t
dt r t

= =−
� � �

� （3）

其中 ( )r t xi yj zk= + +
�� ��
，根据 ( )r t� 的表达式，可以将公式（3）矢量形式的微分

方程转换为三组标量形式的微分方程，如下
2

2 3

2

2 3

2

2 3

( )
| ( ) |

( )
| ( ) |

( )
| ( ) |

m

m

m

Gd x t x
dt r t

Gd y t y
dt r t

Gd z t z
dt r t

⎧
=−⎪

⎪
⎪⎪ =−⎨
⎪
⎪

=−⎪
⎪⎩

�

�

�

（4）

微分方程组（4）不易解得解析解，因此本文考虑使用数值微分方法进行三维坐

标的求解。把二阶微分方程组降阶为一阶方程组，得到的方程组中共有 6 个参数，

分别为 , , , , ,x y zx y z v v v 。通过求解相应的 , , , , ,x y zx y z v v v ，就可以确定 09 号卫星任意

时刻的三维坐标。下面介绍应用数值方法求解卫星位置坐标和速度的过程。
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5.1.25.1.25.1.25.1.2微分方程组的数值求解

图 1真实值与数值解的比较

如图 1 所示，所求点为曲线 ( )y y x= 上的 Q 点，而利用欧拉公式进行数值求解

时，是利用直线 nP A和 nP B与 1nx x += 交点 A 和 B 近似代替 Q 点。欧拉法的表达式

为
2

3 2
1 1( ) "( ) ( ) ( )

2n n n
hy x y y x O h O h+ +− = + =

由上式知欧拉法为一阶精度。由于观测卫星在任意时刻的位置计算是估计的前

提，因此每一步产生的误差都会对结果产生较大影响。由于利用欧拉公式求数值解

时每一步都会产生误差，因此在求解微分方程时通常采用阶数较高的方法。

单从每一步看，步长越小，截断误差就越小，但随着步长的缩小，在一定求解

范围内所要完成的步数就增加了。步数的增加不但引起计算量的增大，而且可能导

致舍入误差的严重积累。因此同积分的数值计算一样，微分方程的数值解法也有个

选择步长的问题。改善数值求解质量的方法通常为选择适当的步长、改进近似算法

精度和采用变步长方法。综合这三种措施，本文采用变步长的 5 级 4 阶 Runge-Kutta
进行计算。

经典的定步长四阶 Runge-Kutta 公式

1 1 2 3 4

1

2 1

3 2

4 3

( 2 2 ),
6

( , ),

( , ),
2 2

( , ),
2 2

( , )

n n

n n

n n

n n

n n

hy y K K K K

K f x y
h hK f x y K

h hK f x y K

K f x h y hK

+
⎧ = + + + +⎪
⎪

=⎪
⎪⎪

= + +⎨
⎪
⎪

= + +⎪
⎪

= + +⎪⎩

（5）

从节点 nx 出发，先以 h为步长求出一个近似值 ( )
1
h

ny + 。由于公式的局部截断误差

为 5( )O h ，故有
( ) 5

1 1( ) ( )h
n ny x y O h+ +− ≈

然后将步长折半，即取
2
h
为步长从 nx 跨两步到 1nx + ，再求得一个近似值

( )
2

1

h

ny + ，
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每跨一步的截断误差是 5( )
2
hO ，因此有

( ) 52
1 1( ) 2 ( )

2

h

n n
hy x y O+ +− ≈

由上式看出步长折半后，误差减小了
1

16
。即有

( )
2

1 1
( )

1 1

( ) 1
( ) 16

h

n n
h

n n

y x y
y x y

+ +

+ +

−
≈

−
对上式化简后得到

( ) ( ) ( )2 2
1 1 1 1

1( ) [ ]
15

h h
h

n n n ny x y y y+ + + +− ≈ −

这样，可以通过检查步长，折半前后两次计算结果的偏差

( ) ( )2
1 1

h
h

n ny y+ +∆ = −

来判定所选的步长是否合适。对于给定的精度ε ，如果 ε∆ > ，反复将步长折半进行

计算，直至 ε∆ < 为止，这时取最终得到的
( )

2
1

h

ny + 作为结果[1]。

5.1.35.1.35.1.35.1.3 09090909号卫星的轨迹计算

根据 satinfo.txt 给定的数据作为初值条件，运用变步长 5 级 4 阶 Runge-Kutta 算

法，得到 09 号卫星的三维坐标点。绘制 09 号卫星的轨迹如下所示：

图 2 09 号卫星的轨迹图

图 2 中的虚线表示的是卫星绕地球的轨迹，箭头表示的是卫星的运行方向，黑

色箭头所指加粗段为 0s 到 250s 的运行轨迹。其中，09 号观测卫星在 50.0s、100.0s、

150.0s、200.0s、250.0s 五个时刻的三维坐标位置见下表所示（6 位有效数字）：

表 1 09 号观测卫星的三维坐标

时间（ s） x（ 610 m× ） y（ 610 m× ） z（ 610 m× ）

50.0 1.77381 8.16138 4.51670
100.0 1.50163 8.12676 4.68468
150.0 1.22770 8.08270 4.84722

0 时刻到 250s 的轨迹
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200.0 0.952349 8.02925 5.00413
250.0 0.675894 7.96650 5.15524

5.25.25.25.2．0000号空间飞行器轨道参数计算和残差估计

5.2.15.2.15.2.15.2.1观测坐标系和惯性坐标系之间的转换

本题基础坐标系为随地心平移的坐标系，取地球中心 cO 为原点，地球自转轴取

为 z轴，指向北极为正向， x轴由 cO 指向零时刻的 0 经度线，再按右手系确定 y轴，

建立直角坐标系 c c c cO X Y Z− 。地心 cO 在绕日椭圆轨道上运动，所以理论上 c c c cO X Y Z−

系是非惯性系。但地球公转周期远大于空间飞行器的观测弧段时长，故本题在短时间

内认定该系为惯性坐标系，该基础坐标系不随地球旋转。

图 3两个空间坐标系的对比

第二个坐标系是随卫星运动的观测坐标系
s s s sO X Y Z− ，见图 3，原点取为卫星中

心 sO ，
sX 轴沿

c sO O 连线，离开地球方向为正，
sZ 轴与

sX 垂直指向正北，
sY 轴按右

手系确定。由于一般测量卫星的轨道都不会严格经过南北极上空，所以这种坐标系

的定义是明确的。如此定义的观测坐标系也叫做 UEN 坐标系，因为三个坐标轴分

别指向上（UP）、东（EAST）和北（NORTH）三个方向。

sO 的坐标为 ( , , )x y z ，在 s s s sO X Y Z− 观测坐标系下的坐标为 ( , , )s s sx y z ，则其在

c c c cO X Y Z− 坐标系下的坐标为 ( , , )c c cx y z ，根据观测坐标系在惯性坐标系下的投影关

系，推导出如下变换公式：

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0

0 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0
2 2

2 2 2 2 2 2
0

s

s

s

x y xz
x y z x y x y x y z

x x
y x yzy y

x y z x y x y x y zz z
x yz

x y z x y z

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥+ + + + + +⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + + + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥

+⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

（6）

称矩阵
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2
0

x y xz
x y z x y x y x y z

y x yzT
x y z x y x y x y z

x yz
x y z x y z

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥+ + + + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
+ + + + + +⎢ ⎥

⎢ ⎥
+⎢ ⎥

⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

为转换矩阵。若将惯性坐标系换算到观测坐标系，则 [ , , ]Tc c cx y z 的表达式为

1[ , , ] [ ]T T
c c c s s sx y z T x y z−= 。

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0
s c

s c

s c

x y z
x y z x y z x y z

x x
y xy y

x y x yz z
x yxz yz

x y z x y x y z x y x y z

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + + + +⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥

+⎢ ⎥− −⎢ ⎥+ + + + + + + +⎣ ⎦

（7）

通过公式（6）、（7）就可以实现坐标在卫星观测坐标系和地球惯性坐标系之间

的转换。

5.2.25.2.25.2.25.2.2观测卫星对于空间飞行器观测数据的时间匹配

由于给定的数据 meadata_09_00 和 meadata_06_00 的时间点是不一致的，为了

确定某时刻的空间飞行器的位置，需要将两组时间数据统一，本文取 09 号卫星的

时间点作为全文的参考时间点，记为时间 t。因此考虑利用插值法确定时间点 t下的

09 号卫星和 06 号卫星与空间飞行器的位置关系，对 06 号卫星的数据进行插值，06
号卫星的α 随时间的变化趋势以及 β 随时间的变化趋势见下图：

图 4 α β、 随时间变化趋势

由于 600 组数据的量较大，如果使用 Lagrange 插值的话，会出现最高次为 600
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次的项，出现龙格震荡。且由图 4 可以看出变化趋势为多项式曲线，因此，使用三

次样条插值法进行插值：

给定区间[a , b]上的一个分划:

0 1 na x x x b= < < ⋅⋅⋅ < =

已知 ( ) , ( 0,1, 2 , )j jf x y j n= = ⋅⋅⋅ , 如果

1 0 1

2 1 2

1

( ), [ , ]
( ), [ , ]

( )

( ), [ , ]n n n

S x x x x
S x x x x

S x

S x x x x−

∈⎧
⎪ ∈⎪= ⎨
⎪
⎪ ∈⎩

⋯⋯⋯⋯

满足: (1) ( )S x 在 1[ , ]j jx x + 上为三次多项式;(2) "( )S x 在区间[ , ]a b 上连续; (3)

( ) , ( 0,1, 2 , )j jS x y j n= = ⋅⋅⋅ ，则称 S(x)为三次样条插值函数。如果有 n 各三次多项式，

则共存在 4n 个未知数，利用插值条件、连续性条件和边界条件，可以建立起 4n 个

方程，从而进行插值求解。

这样通过时间插值，可以得到在相同时刻，09 号观测卫星和 06 号观测卫星分

别与 0 号空间飞行器的测量数据 ( , )α β ，进而就可以对 0 号空间飞行器的轨道进行

估计。

5.2.35.2.35.2.35.2.3 0000号空间飞行器轨道中值估计模型

已知 06 号卫星和 09 号卫星在观测坐标系中对 0 号空间飞行器的观测数据

meadata_09_00 和 meadata_06_00，为了更方便处理此数据，将其转换为地球的惯性

坐标系中卫星指向飞行器的方向向量。已知观测数据 ( , , )t α β ，其中

;s s

s s

y z
x x

α β= =

在观测坐标下卫星观测的方向导数为

(1, , )cn α β=
�

根据坐标系变换公式（7）将方向导数变换到惯性坐标系下

(1, , )Tst t t tn T α β= ×
�

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
0 (8)

t t t

t t t t t t t t
xt

t t
yt t

t t t t
zt t

t tt t t t

t t t t t t t t t t t t

x y z
x y z x y z x y z

n
y xn

x y x yn
x yx z y z

x y z x y x y z x y x y z

α
β

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + + + +⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥

+⎢ ⎥
− −⎢ ⎥

+ + + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

同时根据 5.5.5.5.1111可求得任意时刻的 06 号卫星的坐标点 6 6 6( , , )t t tx y z 和 09 号卫星
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的坐标点 9 9 9( , , )t t tx y z ，因此在时刻 t，根据 06 和 09 卫星的坐标以及两个卫星分别

指向空间飞行器的方向向量 6 6 6( , , )xt yt ztn n n 和 9 9 9( , , )xt yt ztn n n ，就可以确定两条在惯性

坐标系 c c c cO X Y Z− 中的空间直线 6tL 和 9tL ，两条直线可表示为如下形式：

6 6 6
6

6 6 6

9 9 9
9

9 9 9

:

:

t t t
t

xt yt zt

t t t
t

xt yt zt

x x y y z zL
n n n

x x y y z zL
n n n

− − −
= =

− − −
= =

（9）

在理想情况下，这两条直线应该交汇于一点，即该时刻下的空间飞行器轨迹点。

但在实际情况中，由于观测存在的随机误差和测量精度的限制，两条空间直线必然

为异面直线，即如图 5 所示，其中 tQ 为轨迹点， tl 为垂直于两条异面直线 6tL 和 9tL 的

公垂线段，与 6tL 和 9tL 分别交于 tC 点和 tD 点，令 tQ 与 6tL 的距离为 t tQ A ，垂足为 tA ， tQ 与

9tL 的距离为 t tQ B ，垂足为 tB 。

图 5 异面直线与轨迹点示意图

虽然两条直线无法交汇出理想情况下的轨迹点，但是该时刻飞行器轨迹点应该

同时在两个直线附近，并且当飞行器轨迹点到两直线的距离和越近时，该点为飞行

器轨迹点的概率越大。而根据立体几何知识，两异面直线的最短距离即为垂直于两

条异面直线的的垂线段的长度，即 tl 的长度。故飞行器轨迹点只要在 tl 上，到两异

面直线的距离和就最短，其为真实轨迹点概率最大。假定两条直线偏离真实轨道的

方向和大小是随机的，因此选取垂线段 tl 的中点作为飞行器轨迹点的估计值。

令 垂 线 段
tl 与

6tL
的 交 点 为 ( , , )t xt yt ztC c c c= ， 垂 线 段

tl
与

9tL
的 交 点 为

( , , )t xt yt ztD d d d= ，则空间飞行器的位置坐标为：

0.5 ( , , )
2

t t
t xt xt yt yt zt yt

C DO c d c d c d+
= = × + + + （10）

tO
与

1tO +
之间的采样时间差 t∇ 为 0.2s，由于采样时间相对较短，本文假设在这

段时间内，空间飞行器的运动轨迹为一段直线。依此，可以估算出一组速度值

( ) ( ( ), ( ), ( ))i x y zv t v t v t v t=
� ，如下所示：

1 /t t tv OO t+= ∇
��������

（11）

其中 1 1t t t tOO O O+ +

�������
为 指向 的向量。这组速度随时间变化曲线如图 6 中折线所示，发现

曲线含有较多的噪点，因此首先对速度曲线进行去噪处理，本文采用的是回归去噪

法。在保证回归系数的置信区间具有统计意义的前提下，本文采用二次多项式回归
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去噪。去噪之后的拟合曲线见下图 6（a）、（b）、（c）图中的曲线所示，根据回归拟

合曲线，可以计算任意时刻的速度。

（a） ( )xv t 与 t的二次多项式去噪图

（b） ( )yv t 与 t的二次多项式去噪图

（c） ( )zv t 与 t的二次多项式去噪图

图 6 速度与时间的去噪图

图（a）中的去噪之后的曲线表达式为：

2( )  -0.0752 -6.0745 -304.6908xv t t t=

图（b）中的去噪之后的曲线表达式为：

2( ) -0.0106  6.1568 455.7301yv t t t= + +

图（c）中的去噪之后的曲线表达式为：

2( ) 0.0921 7.2342 355.4044zv t t t= + +
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由此估计出时间点 t下的飞行器的轨迹点和速度。

5.2.45.2.45.2.45.2.4 0000号空间飞行器的轨道优化模型

结合 5.2.35.2.35.2.35.2.3所讲，考虑到实际随机误差情况，轨迹点 tQ 不可能都在垂线段 tl 上，

同时飞行器轨迹点到两空间直线的距离和越近时，该点为飞行器轨迹点的概率就越

大，于是本文以所有时刻飞行器轨迹点到两空间直线的距离和的求和最小作为目标

函数，寻优得到不同时刻的飞行器轨迹点位置和速度，即

6 6 6
6

6 6 6

9 9 9
9

9 9 9

( )

. . :

:

t t t t
t

t t t
t

xt yt zt

t t t
t

xt yt zt

Min Q A Q B

x x y y z zs t L
n n n

x x y y z zL
n n n

+

− − −
= =

− − −
= =

∑

（12）

在空间坐标系下， t 时刻的轨迹点为 0 0 0 0( , , )t t t tM x y z ，观测卫星的轨迹点

1 1 1 1( , , )t t t tM x y z ，观测的方向导数 ( , , )t xt yt ztn n n n=
�

，则卫星观测方向向量所在直线可

以表示为

1 1 1: t t t
t

xt yt zt

x x y y z zL
n n n
− − −

= =

点 0tM 到直线 tL 的距离为

2 22
0 1 0 1 0 1 0 10 1 0 1

1
2 2 2

(13)

t t t t t t t tt t t t

yt zt xt ytzt xtt to t
t

t xt yt zt

y y z z x x y yz z x x
n n n nn nn M Md

n n n n

− − − −− −
+ +

×
= =

+ +

��������

于是，判定方程成为如下形式：

6 9

2 22
0 6 0 6 0 6 0 60 6 0 6

6 6 6 66 6
6 2 2 2

6 6 6

2 22
0 9 0 9 0 9 0 90 9 0 9

9 9 9 99 9
9 2 2

9 9

( )

. . (14)

t t
t

t t t t t t t tt t t t

yt zt xt ytzt xt
t

xt yt zt

t t t t t t t tt t t t

yt zt xt ytzt xt
t

xt yt

Min d d

y y z z x x y yz z x x
n n n nn n

s t d
n n n

y y z z x x y yz z x x
n n n nn n

d
n n

+

− − − −− −
+ +

=
+ +

− − − −− −
+ +

=
+

∑

2
9 ztn+
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其中 ktd 为 t时刻飞行器轨迹点到 k号观测卫星 t时刻方向向量所在直线 ktL 的距

离，k=6 或 9。而 t时刻飞行器的轨迹点 0 0 0 0( , , )t t t tM x y z 可根据如下飞行器运动学方

程（1）求得：

2

2 3

( ) ( )( ) ( )
| ( ) | ( )

m
e T r

Gd r t m tF F r t v t
dt r t m t

= + =− +
� � � ̇� �

�

由于
( )rv t�

的方向一般应与飞行器的速度方向接近反向共线，其大小一般较为稳

定。因此在计算中，只考虑
( )rv t�

的方向变化，而认为其值的大小为一个常数 A，即

为火箭喷射速度。用飞行器速度 ( )fv t�
的单位向量来表示其方向的变化，

( )
( )

f

f

v t
v t

�
� 。所

以
( )rv t�

在计算过程中采用的模型为

( )
( )

( )
f

r
f

v t
v t A

v t
= ⋅

�
�

� （15）

( )m t 为严格单调递减的非负函数，由于质量的减小主要为燃料的消耗，而单位

时间内燃料的消耗质量是相对稳定的，因此选取简单的线性单减函数，其衰减率为
k，即单位时间的燃料消耗质量。则空间飞行器的质量表达式如下：

0 0( ) ( ) ( )m t m t k t t= − ⋅ −
（16）

0 ( )m t
为给定的时间段开始时刻的空间飞行器质量值。

根据如上讨论，方程（1）的右边第二项可以化为

2

2 3
0 0

( )( ) ( )
| ( ) | ( ) ( )( )

fm
e T

f

v tGd r t AkF F r t
dt r t m t k t tv t

= + =− +
− −

�� � � �
� �

继续化简如下：

2
0

2 3
0 0

( ) ( )( ) ( )
| ( ) | 1 ( )( )( )

fm
e T

f

v tG Ak m td r t F F r t
dt r t k m t t tv t

= + =− +
− −

�� � � �
� �

令式中 0 ( )Ak m t a= ， 0 ( )k m t b= 。

2

2 3
0

( )( ) ( )
| ( ) | 1 ( )( )

fm
e T

f

v tGd r t aF F r t
dt r t b t tv t

= + =− +
− −

�� � � �
� � （17）

根据 ( )r t xi yj zk= + +
�� ��
，可以将矢量换转为三个坐标轴上的标量，其中，

( ) ( ) / ( ) / ( ) /
( )( )

f

rf

v t dx t dt i dy t dt j dz t dt k
v tv t

⋅ + ⋅ + ⋅
=

�� ��
�� 如下：
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2

2 3
0

2

2 3
0

2

2 3
0

( ) ( )( )
| ( ) | 1 ( )( )

( ) ( )( )
| ( ) | 1 ( )( )

( ) ( )( )
| ( ) | 1 ( )( )

m
ex Tx

f

m
ey Ty

f

m
ez Tz

f

Gd x t dx t aF F x t
dt r t b t tdt v t

Gd y t dy t aF F y t
dt r t b t tdt v t

Gd z t dz t aF F z t
dt r t b t tdt v t

⎧
= + =− +⎪

− −⎪
⎪
⎪ = + =− +⎨ − −⎪
⎪
⎪ = + =− +
⎪ − −⎩

� �

� �

� �

（18）

根据初始时刻的位置坐标
0 0 0( , , )x y z ，速度 ( , , )x y zv v v ，可以得到微分方程组（18）

的数值解。初始时刻位置坐标采用 5.2.3 轨道中值估计模型得到的初始时刻的位置

坐标
0 0 0 0( , , )x y zO O O O 。则最终得到优化模型下总方程：

6 9

2 22
0 6 0 6 0 6 0 60 6 0 6

6 6 6 66 6
6 2 2 2

6 6 6

2 22
0 9 0 9 0 9 0 90 9 0 9

9 9 9 99 9
9 2 2

9 9 9

( )

. .

t t
t

t t t t t t t tt t t t

yt zt xt ytzt xt
t

xt yt zt

t t t t t t t tt t t t

yt zt xt ytzt xt
t

xt yt z

Min d d

y y z z x x y yz z x x
n n n nn n

s t d
n n n

y y z z x x y yz z x x
n n n nn n

d
n n n

+

− − − −− −
+ +

=
+ +

− − − −− −
+ +

=
+ +

∑

2

2
0 0

02 3
0

2
0 0

02 3
0

2
0 0

02 3
0

0 0 0 0 0 0

(19)

| ( ) | 1 ( )( )

| ( ) | 1 ( )( )

| ( ) | 1 ( )( )

, ,

0, 0
, ,

t

t m t
t

f

t m t
t

f

t m t
t

f

x y z

x y z

d x G dx ax
dt r t b t tdt v t

d y G dy ay
dt r t b t tdt v t

d z G dz az
dt r t b t tdt v t

x O y O z O

a b
v v v

= − +
− −

= − +
− −

= − +
− −

= = =

> ≤

� �

� �

� �

从方程中得有 5 个优化参数 , , , ,x y za b v v v ，参数范围过大，而且参数变量多，直

接的迭代很难求出全局最优解。故先用 5.2.3 轨道中值估计模型得到的初始速度作

为微分方程的初始时刻速度，得到 ,a b的最优解，然后再此相对最优的五个参数下，

进行循环降阶优化算法。循环降阶优化算法流程如下图所示：
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由估计模型得位
置、速度初始值

和a,b初 始 区 间

飞行器运动方程数值法

求飞行器的轨迹参数

参 数 a,b

参 数 a,b及位置初始值代入运动

方程数值求解

M in ds u m 且

速 度 和 参 数 a,b的 有 效 数 字

为6位

运动方程数值法

得最优模型下的飞行器参数

循环优化提高有效位数

是

否

M in ds u m 否

是

飞行器位置、速度初始值和参

数a,b

二次寻优实现决策

变 量 降 阶

图 7 循环缩小区间降阶优化模型流程图

根据这个流程图以及空间飞行器的简化运动微分方程组，得到优化之后的空间

飞行器的初始位置坐标为 6 6 6(-1.11214 10 ,6.20040 10 ,1.13322 10 )× × × 、初始速度为
3 3 3(-0.795009 10 ,0.736339 10 ,0.945089 10 )× × × 以及参数 ,a b。在这组条件下，根据公

式（6），算得的距离之和为 61.33670 10 m× ，每时刻点平均距离为 32.22283 10 m× 。

其中 321.6000, 3.50000 10a b −= = × ，计算得到火箭喷射速度 36.17143 10 /A m s= × ，

将 ,a b的值带入到公式（15）、（17）中，可以得到 ( )rv t� 和 ( )m t 的表示模型：

3 ( )
( ) 6.17143 10

( )
f

r
f

v t
v t

v t
= × ⋅

�
�

� （20）

0

( ) 0.0035
( ) 1 0.0035( )

m t
m t t t

=
− −

̇
（21）

从 50.0s 到 170.0s 间隔 10s 进行采样，计算得到的 0 号空间飞行器的各个采样

点的位置和速度见下表所示：
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表 2 间隔 10s 的位置和速度采样结果

13 个时间点的残差估计见下表 3
表 3残差估计值表

位置半径的示意图见下图 8：

采样点 ( )s x 6( 10 )m× y 6( 10 )m× z 6( 10 )m× 3( 10 / )xv m s× 3( 10 / )yv m s× 3( 10 / )zv m s×

50.0 -1.11199 6.20027 1.13305 -0.792447 0.735387 0.941991
60.0 -1.12065 6.20788 1.14335 -0.940363 0.786415 1.12097
70.0 -1.13085 6.21599 1.15553 -1.10161 0.834471 1.31636
80.0 -1.14272 6.22456 1.16974 -1.27628 0.879620 1.52826
90.0 -1.15642 6.23357 1.18615 -1.46454 0.922009 1.75688
100.0 -1.17206 6.24299 1.20493 -1.66670 0.961850 2.00259
110.0 -1.18980 6.25280 1.22626 -1.88320 0.999411 2.26591
120.0 -1.20978 6.26297 1.25031 -2.11462 1.03501 2.54755
130.0 -1.23214 6.27349 1.27727 -2.36175 1.06902 2.84845
140.0 -1.25707 6.28435 1.30735 -2.62556 1.10184 3.16979
150.0 -1.28471 6.29553 1.34074 -2.90726 1.13391 3.51303
160.0 -1.31528 6.30703 1.37769 -3.20836 1.16575 3.87999
170.0 -1.34895 6.31884 1.41843 -3.53069 1.19789 4.27290

采样点 ( )s x ( )m y ( )m z ( )m ( / )xv m s ( / )yv m s ( / )zv m s
50.0 76.4623 126.261 12.1046 3.88678 -1.74638 -5.26804
60.0 -98.0486 36.020 104.595 -0.60055 -0.655736 0.106572
70.0 -135.941 40.0363 144.677 -3.38679 -0.421299 3.47851
80.0 -128.194 0.889663 151.989 -4.55634 -0.978213 4.94860
90.0 -106.691 -37.4230 133.121 -4.29074 -2.18140 4.73350
100.0 -124.636 -106.630 87.4606 -2.88958 -3.81826 3.19172
110.0 -119.062 -155.168 122.564 -0.789788 -5.61904 0.847592
120.0 -144.467 -215.030 170.473 1.41468 -7.26453 -1.58435
130.0 -201.756 -225.002 238.112 2.95082 -8.39097 -3.17234
140.0 -281.640 -292.652 320.887 2.84025 -8.59211 -2.73500
150.0 -371.835 -328.326 434.193 -0.133948 -7.41840 1.19903
160.0 -482.358 -390.209 546.388 -7.46980 -4.37323 10.4431
170.0 -517.805 -460.825 645.107 -21.0023 1.09420 27.2207

残差标准差 167.563 182.675 192.063 6.46600 3.32610 8.28770
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图 8 位置半径示意图

其中位置半径是指在公垂线段 il ，中点 iQ 的取值变化范围。

本文认为空间飞行器的位置是公垂线的中点，而实际上垂直线段上的任意一点

与公垂线段 il 的中点具有相同的概率值，这些点构成了置信区间，即位置半径。根

据公垂线段的参数得出飞行器的位置半径信息。13 个采样点的 01 号空间飞行器的

坐标 ( , , )x y z 的位置半径见下表：

表 4 坐标位置半径

根 据 估

计模型对微分方程组进行数值求解，最终得到的 0 号飞行器的 , ,t x t y t z− − − 以及

, ,x y zt v t v t v− − − 曲线示意图，见图 9 所示：

采样点 ( )s x ( )m y ( )m z ( )m
50.0 675.509 446.169 834.004
60.0 669.409 463.453 822.123
70.0 663.883 480.318 811.330
80.0 647.483 488.155 787.709
90.0 644.837 505.239 781.233
100.0 631.964 513.273 762.796
110.0 632.803 531.455 761.294
120.0 621.503 538.467 745.606
130.0 610.146 544.061 730.299
140.0 603.822 552.841 721.449
150.0 595.450 558.447 710.601
160.0 584.321 559.989 696.923
170.0 578.331 564.704 689.835
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图 9时间-位置和时间-速度的示意图

根据异面直线公垂线段的两个端点（图 5 中的 ,t tC D 点），和利用优化模型得到

的空间飞行器轨迹点绘制轨迹，如图所示：

图 10 0 号飞行器优化轨迹图
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图 10 中的星线轨迹为利用公垂线段两端点得到的轨迹，轨迹出现在这个区域

内，都认为是合理的。曲线为利用优化模型得到的轨迹点。优化得到的轨迹位于两

个端点形成的轨迹之间，由于距离较近，在空间图中重合，因此将图形分别向

, ,x y x z y z− − − 三个平面投影，并局部放大，得到图 10 中的轨迹对比图。从图中可

以得到飞行器的优化轨迹，均在位置半径内，可见优化轨迹具有很好的置信度。

5.35.35.35.3．考虑系统误差的 0000号空间飞行器轨道参数计算和残差估计

5.3.15.3.15.3.15.3.1系统误差的求解

在不考虑随机误差的情况下，如果仅考虑系统误差，即三轴指向误差，那么公

式（8）的计算结果应该为定值。因为系统误差是系统本身带有的，是恒定值，它

对测量结果的影响是恒定的。

经由适当的简化模型，各种系统误差最终可以折合为观测坐标系的原点位置误

差和三轴指向误差。根据工程经验，原点位置误差影响较小，而三轴指向误差影响

较大，对三轴指向误差进行估计对于提高估计精度很有帮助，本文只考虑三轴指向

误差。三轴指向误差在二维观测数据平面上表现为两个平移误差和一个旋转误差，

具体可以用三个常值小量 , ,d d dα β θ 来表示，分别表示第一观测量α 的平移量、第

二观测量 β 的平移量以及观测量在αβ 平面内的旋转量。αβ 平面的坐标示意图如

下：

图 11 误差示意图

图 11 中点 S表示的是准确值点，而点 'S 表示的是由于αβ 的平移误差以及旋转

误差作用之后的实际点。正是由于三轴指向误差以及随机误差的存在，使得在 5.25.25.25.2
节中，得到的两条直线是异面关系，而不是交于一点的相交直线。将三轴指向误差

代入到测量的 ( , )α β 中，得到 ( cos( ) , sin( ) )r d d r d dθ θ α θ θ β+ + + + ，这个就是考虑

了误差之后的测量数据，其中 ( , )α β 的平移误差 ( , )d dα β 是由于θ 的旋转误差引起

的。 r为点 S 到αβ 平面原点的距离，旋转误差 dθ 不会影响 r的大小，因此考虑误

差前后 r的大小保持不变。
2 2r α β= +

tan 0

tan 0

arc

arc

β
α

αθ
β

π α
α

⎧ >⎪⎪= ⎨
⎪ + <
⎪⎩

（22）

加进 误差 之后 ，则 06 号卫 星观 测 0 号空 间飞 行器 的方 向向 量为

6 6 6 6 6 6 6 6(1, cos( ) , sin( ) )r d d r d dθ θ α θ θ β+ + + + ，而 09 号卫星观测 0 号空间飞行器的
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方 向 向 量 为 09 号 卫 星 观 测 0 号 空 间 飞 行 器 的 方 向 向 量 为

9 9 9 9 9 9 9 9(1, cos( ) , sin( ) )r d d r d dθ θ α θ θ β+ + + + 。同时两颗卫星在任意时刻的坐标是确

定的，所以可以得到对应 t时刻的两条异面直线:
6 6 6

6
6 6 6

: t t t
t

xt yt zt

x x y y z zL
n n n
− − −

= =

9 9 9
9

9 9 9

: t t t
t

xt yt zt

x x y y z zL
n n n
− − −

= =

假定只考虑系统误差，那么在去除系统误差后，两直线应该相交于一点即飞行

器位置，但是实际情况下不可能去除所有误差，还是存在一定的随机误差和精度误

差，所以本文以所有时刻两空间直线的最小距离的求和最小作为目标函数，寻优得

到 06 号和 09 号卫星的系统误差 6 6 6 9 9 9, , , , ,d d d d d dα β θ α β θ 。

根据两条异面直线方程，可求出 t时刻两直线间的最短距离 Ltd ：
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9 6 9 6 9 6

6 6 6

9 9 9

2 2 2
6 6 6 6 6 6

9 9 9 9 9 9

t t t t t t

xt yt zt

xt yt zt
Lt

xt yt yt zt zt xt

xt yt yt zt zt xt

x x y y z z
n n n
n n n

d
n n n n n n
n n n n n n

− − −

=

+ +

（23）

则优化模型如下所示

9 6 9 6 9 6

6 6 6

9 9 9

2 2 2
6 6 6 6 6 6

9 9 9 9 9 9

6 6 6 9 9 9. . 0.5 , , , , , 0.5

Lt
t

t t t t t t

xt yt zt

xt yt zt
Lt

xt yt yt zt zt xt

xt yt yt zt zt xt

Min d

x x y y z z
n n n
n n n

d
n n n n n n
n n n n n n

s t d d d d d dα β θ α β θ

− − −

=

+ +

− ≤ ≤

∑

（24）

虽然优化模型已经建立，但是 6 个参数变化过多，范围过大，很难得到最优值，

因此先在大区间[-0.5 0.5]内实行随机跳跃法寻找相对最优值。根据给定的数据

meadata_09_00 和 meadata_06_00，各有 600 组数据，可以进行下述的优化求解。公

式（24）的表达式中含有六个参数 6 6 6 9 9 9, , , , ,d d d d d dα β θ α β θ ，这六个参数为 09 号

卫星和 06 号卫星的系统误差，在实际情况中，这 6 个参数的取值都是非常小的，

可以给定 6 个参数的搜索范围，依次进行搜索求取最优解，搜索算法流程图如下：
由随机跳跃法得

dα6,dβ6,dθ6和
dα9,dβ9,dθ9范 围

代 入 0 6 和0 9 号 卫 星 的 α和β值 中

两卫星的方向向量方程

M in dl t且

速度和参数 a,b的有效数字

为6位

dα6,dβ6,dθ6和dα9,dβ9,dθ9的 优 化 值

循环优化提高有效位数

是

否

M in dl t

否
是

较优飞行器位置、速 度 初 始 值

和 参 数 a,b

否

是

图 12 系统误差最优值搜索算法流程图

搜索得到最优值如下所示：

6 6 6

9 9 9

0.00425, 0.00139, 0.00293
0.00309, 0.00365, 0.00033

d d d
d d d
α β θ
α β θ

= − = =

= = − =

其中 dα 为无量纲量， dθ 的单位为 rad。
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5.3.25.3.25.3.25.3.2 0000号空间飞行器的轨道计算和残差估计

在已知系统误差情况下，对已知 06 号和 09 号卫星观测 0 号空间飞行器的方向

向量进行误差修正，得到在 t时刻去除系统误差的两条方向向量所在直线，之后基

于 5.2 的中飞行器轨道中值估计模型计算得到各个时刻的空间飞行器轨迹点。依据

飞行器轨迹点估算出一组速度与时间的速度值： ( ) ( ( ), ( ), ( ))i x y zv t v t v t v t=
�

，曲线如下

图所示，同样发现曲线含有较多的噪点，采用二次多项式回归去噪。去噪之后的拟

合曲线见下图 13（a）、（b）、（c）图中的曲线所示，根据回归拟合曲线，可以计算

任意时刻的速度。

（a） ( )xv t 与 t的二次多项式去噪图

（a） ( )yv t 与 t的二次多项式去噪图
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（a） ( )zv t 与 t的二次多项式去噪图

图 13 考虑误差之后的速度去噪图

图（a）中的去噪之后的曲线表达式为：

2( )  -0.0755 -6.06 -282.233xv t t t=

图（b）中的去噪之后的曲线表达式为：

2( ) -0.0103  6.2472 460.762yv t t t= + +

图（c）中的去噪之后的曲线表达式为：

2( ) 0.09321 7.2847 318.772zv t t t= + +

依据流程图算法以及常微分方程式（1），可以得到优化之后的空间飞行器的初

始 位 置 坐 标 为 6 6 6(-1.11053 10 ,6.17886 10 ,1.12364 10 )× × × 、 初 始 速 度 为
3 3 3(-0.773659 10 ,0.738728 10 ,0.920605 10 )× × × 以及参数 ,a b。在这组条件下，根据公

式（ 6 ），算得的距离之和为 52.14110 10 m× ，平均比例为 356.850m 其中
321.7000, 3.60000 10a b −= = × ，计算得到火箭喷射速度 36.02778 10 /A m s= × ，将 ,a b

的值带入到公式（15）、（17）中，可以得到 ( )rv t� 和 ( )m t 的表示模型：

3 ( )( ) 6.02778 10
( )
r

r
r

v tv t
v t

= × ⋅
��
� （25）

0

( ) 0.0036
( ) 1 0.0036( )

m t
m t t t

=
− −

̇
（26）

从 50.0s 到 170.0s 间隔 10s 进行采样，计算得到的 0 号空间飞行器的各个采样

点的位置和速度见下表所示：
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表 5 间隔 10s 的位置和速度采样结果

13 个时间点的残差估计见下表 6：
表 6 残差估计值表

13 个采样时间点的空间飞行器的位置坐标 , ,x y z的取值半径见下表 7 所示：

采样点 ( )s x 6( 10 )m× y 6( 10 )m× z 6( 10 )m× 3( 10 / )xv m s× 3( 10 / )yv m s× 3( 10 / )zv m s×

50.0 -1.12039 6.17873 1.13353 -0.771130 0.737732 0.917538
60.0 -1.12882 6.18638 1.13353 -0.917349 0.791410 1.09506
70.0 -1.13878 6.19455 1.14544 -1.07719 0.842486 1.28943
80.0 -1.15041 6.20322 1.15937 -1.25080 0.891029 1.50083
90.0 -1.16384 6.21236 1.17551 -1.43841 0.937193 1.72953
100.0 -1.17923 6.22196 1.19402 -1.64038 0.981208 1.97596
110.0 -1.19670 6.23198 1.21509 -1.85721 1.02336 2.24075
120.0 -1.21642 6.24242 1.23890 -2.08958 1.06401 2.52469
130.0 -1.23855 6.25326 1.26565 -2.33836 1.10355 2.82885
140.0 -1.26325 6.26449 1.29555 -2.60464 1.14244 3.15456
150.0 -1.29070 6.27611 1.32882 -2.88980 1.18118 3.50346
160.0 -1.32111 6.28811 1.36570 -3.19550 1.22035 3.87760
170.0 -1.35469 6.30052 1.40646 -3.52383 1.26059 4.27951

采样点 ( )s x ( )m y ( )m z ( )m ( / )xv m s ( / )yv m s ( / )zv m s
50.0 77.3239 129.123 10.9629 2.83134 -9.71712 1.47321
60.0 -98.8034 -34.5163 155.771 0.251999 -7.21467 3.59978
70.0 -119.569 -87.5612 215.621 -0.855639 -5.26086 3.93706
80.0 -79.2062 -165.680 212.988 -0.627901 -3.78633 2.64978
90.0 -12.7537 -221.021 158.018 0.698946 -2.63640 0.0219996
100.0 22.6013 -282.329 54.0952 2.76504 -1.58295 -3.51334
110.0 86.2304 -293.497 14.3730 5.06462 -0.334045 -7.34657
120.0 118.095 -283.377 -24.0602 6.92285 1.45920 -10.6625
130.0 111.473 -186.044 -47.5314 7.46975 4.19877 -12.4084
140.0 68.5515 -105.940 -53.1390 5.60855 8.33907 -11.2549
150.0 -6.49771 52.5382 -15.8019 -0.0239793 14.3896 -5.54710
160.0 -133.892 235.807 43.7057 -11.1091 22.9212 6.75793
170.0 -229.844 467.673 126.441 -29.7142 34.5769 28.1748

残差标准差 109.288 228.167 96.7760 9.89820 12.8442 10.6742
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表 7空间飞行器的位置坐标取值半径

对比表 4 和表 7 的两组相同时间点的空间飞行器的位置半径，可以发现考虑系

统误差之后，空间飞行器的位置半径衰减了 2 个数量级，极大提高了空间飞行器的

定位精度。

根据对微分方程的优化数值求解，最终得到的 0 号飞行器的 , ,t x t y t z− − − 以及

, ,x y zt v t v t v− − − 曲线示意图，见图 15 所示：

图 14 时间-位置和时间-速度的示意图

根据异面直线公垂线段的两个端点（图 5 中的 ,t tC D 点），和利用优化模型得到

的空间飞行器轨迹点绘制轨迹，如图所示：

采样点 ( )s x ( )m y ( )m z ( )m
50.0 1.44101 0.948290 1.78251
60.0 1.91878 1.32376 2.36105
70.0 3.58908 2.58787 4.39468
80.0 5.18276 3.89456 6.31746
90.0 0.285483 0.222960 0.346545
100.0 4.24894 3.44018 5.13865
110.0 5.22947 4.37857 6.30373
120.0 2.56464 2.21536 3.08284
130.0 0.146015 0.129819 0.175120
140.0 2.08834 1.90652 2.50013
150.0 2.05960 1.92613 2.46280
160.0 1.04710 1.00069 1.25138
170.0 0.479518 0.466920 0.573113
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图 15 考虑系统误差之后的轨迹图

图 15 中的星线轨迹为利用公垂线段两端点得到的轨迹，曲线为利用优化模型得

到的轨迹点。优化得到的轨迹位于两个端点形成的轨迹之间，由于距离较近，在空

间图中重合，因此将图形分别向 , ,x y x z y z− − − 三个平面投影，并局部放大，得到

图 15 中的轨迹对比图。与图 10 相比，考虑了系统误差之后，得到的轨迹的二维投

影图也几乎重合，精度较高。

根据所测数据，得到的双星定位三维立体图见图 16：

图 16 双星定位三维立体图

06 号卫星

09 号卫星

0号空间飞行器

N
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5.4．单星估计 01 号空间飞行器轨道

根据数据 meadata_09_01，利用 09 号单颗观测卫星和 01 号空间飞行器之间的测

量数据，估计 01 号飞行器的轨道。

图 17 单星测量示意图

09 号卫星的运动轨迹可以利用 5.15.15.15.1得到。确定卫星轨迹点确定之后，根据 09-01
的数据可以确定由 09 号卫星指向 01 号空间飞行器的方向向量，由此得到一条空间

直线 2kBB ，由于已消除系统误差，则认为空间飞行器必在这条直线上。利用简化运

动方程（1） 0t 时刻 01 号空间飞行器的轨迹点为 A， 0t t+ ∆ 时刻 01 号空间飞行器的

轨迹点为 2kB 。在本文中 0.2t s∆ = ，这期间空间飞行器转过的角度非常小，由 A点

向 2kBB 作垂线，垂直 2kBB 于点 B，可以用 AB
����

表示其转过的弧度。
AB
t∆

����
为 0t 时刻的

速度。在迭代优化过程中，可预先取定一个 x作为 A点的 x坐标初始值，则点 A的
初始坐标就可以完全确定。

在空间坐标系下，t 时刻的轨迹点为 0 0 0 0( , , )t t t tM x y z ，9 号观测卫星的轨迹点

9 9 9 9( , , )t t t tM x y z ，观测的方向导数 9 9 9( , , )t xt yt ztn n n n=
�

，则卫星观测方向向量所在直线

可以表示为

9 9 9

9 9 9

: t t t
t

xt yt zt

x x y y z zL
n n n
− − −

= =

点 0tM 到直线 9tL 的距离为

2 22
0 9 0 9 0 9 0 90 9 0 9

9 9 9 99 9
9 2 2 2

9 9 9

t t t t t t t tt t t t

yt zt xt ytzt xt
t

xt yt zt

y y z z x x y yz z x x
n n n nn n

d
n n n

− − − −− −
+ +

=
+ +

以对应时刻轨迹点到 9 号观测卫星方向所在直线的距离之和最小为优化目标，
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搜寻最优的起始时间的轨迹坐标点 0 0 0( , , )x y z 、速度 ( , , )x y zv v v 和 a、b值。

9

2 22
0 9 0 9 0 9 0 90 9 0 9

9 9 9 99 9
9 2 2 2

9 9 9

2
0 0

02 3
0

2
0 0

02 3
0

2

( )

(27)

| ( ) | 1 ( )( )

| ( ) | 1 ( )( )

t
t

t t t t t t t tt t t t

yt zt xt ytzt xt
t

xt yt zt

t m t
t

f

t m t
t

f

Min d

y y z z x x y yz z x x
n n n nn n

d
n n n

d x G dx ax
dt r t b t tdt v t

d y G dy ay
dt r t b t tdt v t

d

− − − −− −
+ +

=
+ +

= − +
− −

= − +
− −

∑

� �

� �

0 0
02 3

0

0 0 0

| ( ) | 1 ( )( )

. . 0, 0

, , , , ,

t m t
t

f

x y z

z G dz az
dt r t b t tdt v t

s t a b

x y z v v v

= − +
− −

> ≤

� �

上式中有 8 个变量值，虽然 0 0,y z 可以根据 0x ，但是仍然有 6 个变量，且相对于

前面双星定位， 0 , , ,x y zx v v v 已无法搜索到相对优值，导致其搜索区间非常大，大大

降低了最优值搜索效率。拟采用循环降阶优化，完成对参数值的优化。

在同时有多颗观测卫星观测多个空间飞行器的情况，因为每个观测卫星系统误

差认为恒定，故可以为空间飞行器分组，在每一组中，以两两方向导数所在的直线

最短距离和最优为目标值，搜索到在每一组下的最优系统误差值。之后再将各组的

同一个观测卫星最优误差值进行区间内二次搜索，以全部组的最短距离和的和最优

为目标值，搜索出该观测卫星的全局最优系统误差。

6.6.6.6.模型评价模型评价模型评价模型评价

利用精度较高的变步长四阶五级 Runge-Kutta 数值方法求解常微分方程，确定

了 09 号卫星的轨迹上的所有点的坐标，根据得到的数据绘制处卫星的轨迹图。

双星定位时，本文建立了两个模型：双星定位中值估计模型和双星定位优化模

型，并分别用两个模型求解 0 号空间飞行器的轨迹。利用效果较好的优化模型，算

得 13 个采样点的位置、速度以及残差估计。考虑系统误差之后，将系统误差参数

代入到优化模型中，利用循环降阶优化，得到 09 号卫星和 06 号卫星的系统参数，

且所得值非常小，符合系统误差的特点。将系统误差反代入到优化模型的求解中，

得到一个更加精确的轨迹。且优化模型得到的位置坐标和速度数据符合天文常识。

通过对比系统误差前后的位置半径，发现考虑系统误差之后的残差估计减少了两个

数量级，极大提高了空间飞行器的定位精度。

单星定位空间飞行器 01 时，通过参考双星定位的信息，给定一个初值以及迭代

范围，就可以利用运动方程迭代，得到单星定位的最优值，由于时间所限，文中只
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是详细阐述了单星定位的思想以及算法，并没有对最终结果进行计算。多颗观测卫

星观测定位多个空间飞行器的工作，可以在下一步的工作中，对此展开讨论。
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