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题 目         空间飞行器轨道估计与误差分析 

摘       要： 

卫星探测是当今空间飞行器观测与轨道估计的重要方式。论文针对空间飞行

器轨道估计及卫星无源探测的误差分析的问题，通过使用样条插值或拟合的方法

对有误差的数据进行光滑处理，然后基于交汇的思想建立了运动方程参数模型，

采用最小二乘法估计参数，得到了空间飞行器的轨道估计，并使用 LMF 法进行

了系统误差分析。 

对于问题一，利用卫星的初始位置和速度以及简化运动模型，将问题转化为
常微分方程组的初值问题，采用 4 阶龙格库塔积分求解得到结果。 

对于问题二，利用逐点交汇的思路，将 0 号空间飞行器在 06、09 号卫星观

测坐标系下的坐标转换到基准坐标系下，由于误差的存在，转换后的点并不交汇，

于是通过最小二乘法求解飞行器在惯性系下的近似交汇位置。随后使用差分法求
解飞行器在惯性系下的速度和加速度。在差分过程中，由于从观测量所得的飞行

器位置信息含有随机误差，所以通过拟合的方法将其中的随机误差进行消除，防
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止随机误差对差分的影响。 

为建立合理的空间飞行器运动方程，根据相关文献，设 ( )rv t


大小恒定，方向

与 ( )v t


相反； ( )m t 设为一次线性函数，质量变化率为固定值。将所求的飞行器位

置点带入其运动方程得到矛盾方程组，使用最小二乘法对模型参数进行估计，得
到飞行器轨道估计，相关结果符合相关文献中的记录。最后由估计值与观测值计

算 得 残 差 ： 3

6 0.9295 10
  ， 3

6 0.5001 10   ； 3

9 1.0696 10
  ，

3

9 0.2776 10   。 

对于问题三，由于三轴指向误差表现为二维观测数据平面上的两个平移误差
和一个旋转误差，分别设为d 、d和 d 。将这些误差量叠加到观测量 、

后再根据卫星同步观测逐点交汇的思路，利用 LMF 方法求解超定非线性方程组，

得 6 =d 0.0016， 5

6 =-4.75 10d  ， 6 =d 0.0395； 9 =d -0.0167， 9 =d -0.0241，

9 =d 0.04。 

对于问题四，对于单星观测的情况，通过添加约束和先验信息，可以得到大

致的轨道估计。一方面，认为飞行器轨道上的点共面且均在过地心的平面内，由

此增加约束，并结合已知的运动方程进行求解。另一反面，可以通过建立飞行器

轨道模版数据库与观测相对比，了解识别是何种飞行器。 

本文所使用的方法有效地建立了空间飞行器的运动参数模型，得到了一定精

度的轨道估计，分析出了系统误差，但部分方法存在求解复杂，结果不稳定的缺

点。 

 

关键词：样条插值，运动方程参数模型，最小二乘法，LMF 法 
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1 问题重述 

有些国家会发射特殊目的的空间飞行器，如弹道式导弹、侦察卫星等。对

他国发射具有敌意的空间飞行器实施监控并作出快速反应，对于维护国家安全

具有重要的战略意义。卫星居高临下，是当今探测空间飞行器发射与轨道参数

的重要平台。 

观测卫星按轨道特点，可分为高轨地球同步轨道卫星和中低轨近圆轨道卫

星。装置于卫星上的探测器包括有源和无源两类：有源探测器采用主动方式（如
雷达，激光）搜寻目标，同时具备定向和测距两种能力；无源探测器则被动接

收目标辐射。采用无源探测器的观测卫星常采用红外光学探测器，只接收目标

的红外辐射信息，可定向但不能测距。 

探测的目的是为了推断空间飞行器的轨道参数，推断是基于观测数据并通
过数学模型与计算方法作出的。当观测卫星飞行一段时间，探测器测得目标相

对于运动卫星的观测数据，以观测卫星和空间飞行器的运动模型和观测模型为

基础，对空间飞行器的轨道参数（包括轨道位置、速度初值和其他模型参数）

进行数学推断，为飞行器类别、飞行意图的判断提供信息基础。 

本题要求在仅考虑随机误差的条件下，处理以下问题： 

问题一、观测卫星在任意时刻的位置计算是估计的前提，请根据 satinfo.txt

和观测卫星的简化运动方程（2），计算 09 号观测卫星在 50.0s、100.0s、150.0s、

200.0s、250.0s 五个时刻的三维位置。结果保留 6 位有效数字。 

问题二、在本题给定的仿真数据下，06 号和 09 号观测卫星对 0 号空间飞行

器形成了立体交叠观测，请结合立体几何知识按照逐点交汇定位的思路，给出 0

号空间飞行器在公式（1）框架下的轨道估计，注意选取适当的 ( )rv t


和 ( )m t 的表

示模型。按照从 50.0s 到 170.0s 间隔 10.0s 进行采样，计算并列表给出 0 号空间

飞行器在各个采样点的位置和速度，并给出估计残差。结果保留 6 位有效数字。

同时绘制 0 号空间飞行器的三个位置 t-x、t-y、t-z 和三个速度 t-vx、t-vy、t-vz

曲线示意图。 

在同时考虑系统误差的条件下，进一步研究下列问题： 

问题三、若 06 和 09 号两颗观测卫星均有可能带有一定的系统误差，对系统

误差进行正确的估计能够有效提高精度。利用上述的逐点交汇方法能否同时对系

统误差进行估计？若不能，是否还有其他的思路能够同时估计系统误差与轨道？

给出你的解决方案与估计结果。在报告中除给出与第二问要求相同的结果外，还

应分别给出两颗观测卫星的系统误差估计结果，共六个数值，分别是两颗卫星的

, ,d d d   。 

时间允许条件下，还可考虑： 

问题四、对只有 09 号观测卫星单星观测的 01 号空间飞行器进行轨道估计，

结果形式要求同第三问，注意参考第三问的系统误差估计结果。并进一步考虑在

同时有多颗观测卫星观测多个空间飞行器的情况下能否联合进行系统误差估

计？ 
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2 符号说明 

符号 含义 

mG  地球引力常数 

( )r t


 空间飞行器在基础坐标系下的位置矢量 

( )r t
  ( )r t


对时间 t 的二阶导数，即加速度 

( )m t  瞬时质量 

( )m t  质量变化率 

( )rv t


 燃料相对于火箭尾部喷口的喷射速度的矢量 

 

3 问题背景及分析 

3.1 问题背景 

空间飞行器轨道一般可分为三段，依次为：靠火箭推进的主动段、在地球外

层空间的惯性飞行段和再入大气层后的攻击段。主动段通常由多级火箭相继推

进，前一级火箭完成推进后脱落，由后一级火箭接力。惯性飞行段在空气阻力极

小的大气层外，靠末级火箭关机前获得的速度在椭圆轨道上作无动力惯性飞行。

攻击段则根据任务需求，受控制后再入大气层，飞向目标。对于卫星而言，在其

寿命结束前一直绕地飞行，故无攻击段。 

 

 

图 3-1  空间飞行器主动段轨道的示意图 

图 3-1 是空间飞行器的主动段示意图（未按实际比例）。主动段又可细分为

若干子段：垂直上升段，程序拐弯段和重力斜飞段。按最优轨道设计，为节约燃

料，箭体应尽快穿过稠密大气层，故火箭一般先垂直发射。设 A 点为地面发射

点，AB 为垂直上升段，BC 弧段为程序拐弯段，CD 弧段为重力斜飞段，DE 弧

CX

CY

CZ

o

北极

A

B
C P

南极

纬线

经线

赤道平面
赤道

垂直段

D

E

椭圆轨道

v


( )rv t


)(tr


Q
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段为椭圆轨道。程序拐弯段连接垂直上升段与重力斜飞段，在外力矩控制下使箭

体转过一定角度，该段完成后外加力矩撤销，进入斜飞状态。第一级火箭通常负

担“垂直段+程序拐弯段（加外力矩）+重力斜飞段的前段”的推进（视发动机

的特性），重力斜飞段的后程则靠第二、第三级火箭相继完成。由于斜飞状态下

地球引力与推力不在同一直线，所以箭体质心的运动轨迹为带一定弧度的光滑曲

线。 

为描述观测卫星和空间飞行器的运动，需要建立适当的坐标系。本题基础坐

标系为随地心平移的坐标系，取地球中心
cO 为原点，地球自转轴取为 z 轴，指向

北极为正向，x轴由
cO 指向零时刻的 0 经度线，再按右手系确定 y 轴，建立直角

坐标系
c c c cO X Y Z 。地心

cO 在绕日椭圆轨道上运动，所以理论上
c c c cO X Y Z 系是

非惯性系。但地球公转周期远大于空间飞行器的观测弧段时长，故本题在短时间

内认定该系为惯性坐标系，该基础坐标系不随地球旋转。 

 

 

图 3-2  观测坐标系示意图 

第二个坐标系是随卫星运动的观测坐标系
s s s sO X Y Z ，见图 3-2，原点取为

卫星中心 sO ，
sX 轴沿

c sO O 连线，离开地球方向为正，
sZ 轴与

sX 垂直指向正北，

sY 轴按右手系确定。由于一般测量卫星的轨道都不会严格经过南北极上空，所以

这种坐标系的定义是明确的。如此定义的观测坐标系也叫做 UEN 坐标系，因为

三个坐标轴分别指向上（UP）、东（EAST）和北（NORTH）三个方向。 

记飞行器在惯性系中的位置向量为   ( ( ), ( ), ( ))r t x t y t z t


，速度向量为：

( ) ( )v t r t
  ；燃料相对于火箭尾部喷口的喷射速度的矢量用 ( )rv t


表示，其方向一

般应与飞行器的速度方向接近反向共线，其大小一般较为稳定； 0m 为飞行器初

始总质量， ( )m t 为瞬时质量，而 ( )m t 是质量变化率。 

由牛顿第二定律知，飞行器在惯性坐标系中的运动方程可表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )e Tm t r t F t F t 
                   （3-1） 

其中 ( )eF t


为火箭受到的外力之和； ( )TF t


为火箭推力，由相对于火箭喷口高速燃

烧喷射物的动量产生。 

假设 eF

只包含指向地心的地球引力（不考虑空气阻力和太阳引力等），则有 

3 3

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

m
e

G m tkM
F t m t r t r t

r t r t
   

  
             （3-2） 
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其中M 为地球质量，k 为万有引力常数，
mG kM ，取 14 3 23.986005 10 /mG m s  。 

火箭推力 ( )TF t


主要受以下两个因素的影响[1]： 

1、发动机的质量变化率：单位时间内消耗的燃料质量，用
( )

( )
dm t

m t
dt

  表示，

为负值。 

2、喷射物在分离时对火箭尾部喷口的相对速度 ( )rv t


，方向与飞行器的速度

方向接近反向共线。 

则
TF

可表示为： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )T r r

dm t
F t m t v t v t

dt
 

  
                （3-3） 

将（3-2）与（3-3）式代入（3-1）式，可得 

3

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

m
e T r

G m t
r t F F m t r t v t

m tr t
    

              （3-4） 

上式即为空间飞行器在惯性坐标系下主动段的简化运动方程，可以看出，

飞行器的运动受 ( )rv t


和 ( )m t 的影响。不同空间飞行器的本质差异就在于 ( )rv t


和

( )m t 的模型不同， ( )m t 一般而言应为严格单调递减的非负函数。 ( )rv t


的方向一

般应与飞行器的速度方向接近反向共线，其大小一般较为稳定。 

对观测卫星来讲， ( ) 0TF t 


，则其简化运动方程为： 

3
( ) ( )

| ( ) |

m
e

G
r t F r t

r t
  

                      （3-5） 

观测卫星对于空间飞行器的观测数据通过化简可以由观测坐标系下的两个

无量纲比值确定： 

;s s

s s

y z

x x
                       （3-6） 

其中 , ,s s sx y z 为空间飞行器在观测坐标系中的坐标。 

观测数据不可避免地带有各种误差，观测误差包括随机误差和系统误差。
本题假设随机误差为直接叠加在观测数据上的白噪声，可能产生于背景辐射干

扰与信息处理等多个方面。系统误差也包括多种来源，如卫星定位误差、指向

机构误差、图像校准误差、传感器安装误差等等。在本题框架内，我们假定只

考虑与卫星平台相关的系统误差，即不同观测卫星的系统误差相互没有关联，
同一观测卫星对于不同空间飞行器的系统误差是一样的。经由适当的简化模型，

各种系统误差最终可以折合为观测坐标系的原点位置误差和三轴指向误差。根

据工程经验，原点位置误差影响较小，而三轴指向误差影响较大，对三轴指向

误差进行估计对于提高估计精度很有帮助，本题只考虑三轴指向误差。三轴指

向误差在二维观测数据平面上表现为两个平移误差和一个旋转误差，具体可以
用三个常值小量 , ,d d d   来表示，分别表示第一观测量 的平移量、第二观测

量  的平移量以及观测量在 平面内的旋转量。 
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3.2 问题分析 

对 于 问 题 一 ， 已 知 卫 星 零 时 刻 在 基 础 坐 标 系 下 的 位 置 和 速 度

0 0 0 0 0 0( , , , , , )x y z x y z   ，利用运动方程（3-5），问题就转化常微分方程初值问题，之

后利用四阶龙格库塔法，可数值积分出卫星的运动轨迹。 

对于问题二，首先根据第一问求出卫星在各时刻的位置，也即观测坐标系

的原点 sO 。进而求出观测坐标系和基础坐标系的在 sO 处的转化关系。逐点交汇

的思路为：将 06 号和 09 号卫星对 0 号空间飞行器的观测坐标分别转化到惯性

坐标系，理想情况下为同一点。由此构建方程，利用最小二乘法求解，可求得

空间飞行器在各观测时刻的三维坐标  r t


。通过  r t


进行一阶和二阶差分，可

得观测时刻点的 ( )r t
 和 ( )r t

 ，作为已知条件并代入飞行器的运动方程（3-4），对

( )rv t


和 ( )m t 建立适当模型，并利用最小二乘法，。这样就得到了式（3-4），问题

就转化为如问题一的常微分方程的初值问题，从而获得 0 号空间飞行器的轨道

估计。将估计值与之前求得的观测坐标求标准差，即获得估计残差。 

对于问题三，设三轴指向误差表现为二维观测数据平面上的两个平移误差和

一个旋转误差，分别用 d 、d和 d 表示，分别代表第一观测量 、第二观测

量  的平移量以及观测量在 平面内的旋转量。将这些误差量叠加到观测量

和  后再根据卫星同步观测逐点定位的原则，利用最小二乘法求解出d 、d 和

d 。 

对于问题四，单星观测时，认为空间飞行器轨道上任意三点的位置向量在过

地心的平面内，由此增加约束，并结合已知的运动方程进行求解。另外，还可以

通过建立飞行器轨道模版数据库与观测相对比，了解识别是何种飞行器。 

4 基本假设 

本文基于以下基本假设： 

1、基础坐标系以地球中心
cO 为原点，由于地球公转周期远大于空间飞行器

的观测弧段时长，在短时间内认定该系为惯性坐标系。 

2、假设随机误差为直接叠加在观测数据上的白噪声。 

3、只考虑与卫星平台相关的系统误差，即不同观测卫星的系统误差相互没

有关联，同一观测卫星对于不同空间飞行器的系统误差是一样的；系统误差只考
虑三轴指向误差。 

4、 假设被研究的空间飞行器处于重力斜飞段的后程段。 

5 问题 1  

已知卫星在基础坐标系下的零时刻初始位置和速度为 0 0 0 0 0 0( , , , , , )x y z x y z   ，简

化运动方程为： 

3
( ) ( )

| ( ) |

m
e

G
r t F r t

r t
  

  
                   （5-1） 

其 中 ， mG 为 地 球 引 力 常 数 （ 本 题 中 地 球 引 力 常 数 取
14 3 23.986005 10 /mG m s  ）； ( )r t


为空间飞行器在基础坐标系下的位置矢量； ( )r t


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表示 ( )r t


对时间 t的二阶导数，即加速度。 

问题就转化为求解二阶常微分方程的初值问题。利用四阶龙格库塔法分别积
分求解 09 号观测卫星在 50.0s、100.0s、150.0s、200.0s、250.0s 五个时刻的三维

位置，结果如表 5-1 所示。 

表 5-1  09 号观测卫星在规定时刻的三维坐标 

坐标（m） 
时刻(s) 

x  y  z  

0 2.04392E+06 8.18650E+06 4.34346E+06 

50 1.77381E+06 8.16138E+06 4.51670E+06 

100 1.50163E+06 8.12676E+06 4.68468E+06 

150 1.22770E+06 8.08270E+06 4.84722E+06 

200 9.52349E+05 8.02925E+06 5.00413E+06 

250 6.75894E+05 7.96650E+06 5.15524E+06 

 

6 问题 2  

6.1 观测位置求解 

6.1.1 数据处理 

由于 06 号卫星和 09 号观测卫星的观测数据不同步，无法逐点交汇，所以需

要对数据进行处理。为方便起见，利用三次样条插值 求得 50s 到 170s 的观测数

据 ( )t 、 ( )t ，间隔为 0.2s。  

已知 t时刻空间飞行器的卫星观测数据 ( )t 、 ( )t ，设该时刻空间飞行器在

观测坐标系下的位置为 ( ) = ( ( ) , ( ) , ( ) )s s s sr t x t y t z t


，基础坐标系下的位置为

0 ( )cr t


= ( , , )X Y Z ，则 

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )s s s st y t x t t z t x t    

6.1.2   坐标系的转换 

利用问题 1 的方法，可分别求出 06 号卫星和 09 号卫星在 t 时刻的位置 6 ( )r t


、

9 ( )r t


。观测坐标系到基础坐标系的转换关系包括坐标原点的平移和坐标系的旋

转，其中旋转矩阵 ( )t6R 、 ( )t9R 。 ( )t6R 、 ( )t9R 分别为： 

6
6

6

6
6

6

6 6 6

( )
( )

( )

( )
( ) (0,0,1)

( )

( ) ( ) ( )

c
c

c

r t
i t

r t

k r t
j t k

k r t

k t i t j t





 

 



 






  
 

  

           （6-1） 
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9
9

9

9
9

9

9 9 9

( )
( )

( )

( )
( ) (0,0,1)

( )

( ) ( ) ( )

c
c

c

r t
i t

r t

k r t
j t k

k r t

k t i t j t





 

 



 






  
 

  

           （6-2） 

6 6 6 6

6 6 6 6 6 6 6

66 6 6

( ), ( ), ( ) ( )

( ) [ ( ), ( ), ( )] ( ), ( ), ( ) ( )

( )( ), ( ), ( )

x x x x

T T T

y y y y

zz z z

i t j t k t R t

t i t j t k t i t j t k t R t

R ti t j t k t

   
   

     
   

   

6R

 

    

 
， 

9 9 9 9

9 9 9 9 9 9 9

99 9 9

( ), ( ), ( ) ( )

( ) [ ( ), ( ), ( )] ( ), ( ), ( ) ( )

( )( ), ( ), ( )

x x x x

T T T

y y y y

zz z z

i t j t k t R t

t i t j t k t i t j t k t R t

R ti t j t k t

   
   

     
   

   

9R

 

    

 
。 

则
6 6 0( ) ( ) ( ) ( )T T T

s ct r t r t r t 6R
  

, 故
0 6 6( )( ( ) ( )) ( )T T T

c st r t r t r t -1

6R
  

， 同 理 有 ，

0 9 9( ) ( ( ) ( ) ) ( )T T T

c st r t r t r t -1

9R
  

。 

6.1.3 观测位置的计算 

方程组化简为： 

1

6

0 61

66

1

66 0 6

1

9

0 91

99

1

99 0 9

( )
( ( ) ( ))

( )( )

( )( )( ( ) ( ))

( )
( ( ) ( ))

( )( )

( )( )( ( ) ( ))

y T T

c

z

T T

x c

y T T

c

z

T T

x c

R t
r t r t

tR t

tR t r t r t

R t
r t r t

tR t

tR t r t r t





















 
 

       
  


 

 
         

 

 

 

 

             （6-3） 

至此建立了基础坐标系下，以探测器的位置向量
0 ( )T

cr t


为未知量的线性矛盾

方程组，利用最小二乘法求解，得到空间飞行器在各插值时刻的位置，也即飞行

器从 50s 到 170s，以 0.2s 为间隔的位置观测数据。 

6.2 飞行器运动方程中参数的确定 

6.2.1   参数确定的模型 

 一般认为，对一个确定的火箭发动机，火箭的质量变化率 m 不随时间变化，

而是由发动机本身确定的常量。燃料相对于火箭尾部喷口的喷射速度 ( )rv t


与飞行

器的速度方向相反，大小保持不变[1]。因此，本文建立如下模型： 

0

( )

( )

rv t yB

m t m mt

 


 




                        （6-4） 
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其中，B

为单位矢量，方向与飞行器速度 ( )v t


方向相反，

( )

( )

v t
B

v t
 


 ；y 为 ( )rv t


的

模值；
0m 表示初始观测时刻

0t 的飞行器质量，m 为质量变化率， 0m  。因此空

间飞行器主动段的简化运动方程（3-4）可以改写为： 

3

0

( ) ( )
| ( ) |

mG m
r t r t yB

r t m mt
  



   


             （6-5） 

令 0 0
m

x
m

 


，化简可得： 

3
( )[ ( ) ( )]

| ( ) |

mG
x t r t r t yB

r t
  

                  (6-6) 

由于插值间隔为 0.2s,在时间段 50~170s 中可以近似为无限小量。对 ( )r t


进行

一阶差分得到速度 ( )v t


，二阶差分得到 ( )r t
 ，则上式就可以转化为自变量为 x,y

的矛盾线性方程组，利用最小二乘法即可求解。 

6.2.2   计算方法与结果 

差分的具体过程如下：已知任意时刻 t , t t  及 2t t  的飞行器位置

1 2 3, , ,n n n nr r r r  

   
,则有 

2
1

2

n n
n

r r
v

t










                      (6-7) 

    + 2 1
1 2

2n n n
n

r r r
r

t




 




                   (6-8) 

      

这里需要说明的是，在差分过程中时，差分节点间距 t 的大小会对结果产

生很大影响。经过多次仿真和分析，认为主要原因是，当 t 过大时，差分结果

不能很好反映当前节点的速度及加速度；当 t 过小时，差分产生的结果抖动明
显，含噪很大。因此应选择合适的 t 进行差分。 

方程（6-6）的求解过程为，在确定时刻 t ， ( )r t
 与 B


可通过差分求出，令

3
( ) ( )

| ( ) |

mG
A r t r t

r t
 

    ，方程进一步化简为： 

( )
x

A B tA
y

 
   

 

 
                   （6-7） 

利用最小二乘法求解得，x-206.925105， y  5886.253179。其中 x 表示火箭发

动机的最大工作时间， y 表示火箭发动机的推进速度。相关资料表明，火箭发动

机的工作时间一般在 100 s ~500 s之间，推进速度在 310 /m s数量级，说明该结果

是合理的。 

因此方程（3-4）可化简为： 

3

( )
( ) ( )

( ) ( )

m r

s

G v r t
r t r t

t tr t r t
   



   
                    (6-8) 



 

13 

 

其中
st  206.925105 s , 

rv  5886.253179 /m s 。 

6.3 飞行器轨迹结果 

此时问题转化为同第 5 节相同的求解二阶常微分方程初值问题。求解方法同

第 5 节。表 6-1 和 6-2 分别给出了 0 号空间飞行器在各采样时刻的位置和速度。 

表 6-1  0 号空间飞行器在各采样时刻的位置 

( )t s  ( )x m  ( )y m  ( )z m  

50 -1114753.0 6202829.5 1136326.5 

60 -1123658.0 6210740.7 1147147.6 

70 -1134065.4 6219129.5 1159830.3 

80 -1146097.3 6227965.5 1174528.7 

90 -1159883.5 6237224.4 1191406.4 

100 -1175564.0 6246888.3 1210639.5 

110 -1193292.2 6256946.2 1232420.7 

120 -1213238.4 6267394.6 1256963.2 

130 -1235594.1 6278238.8 1284506.9 

140 -1260578.1 6289493.7 1315324.8 

150 -1288443.7 6301185.8 1349733.3 

160 -1319489.3 6313355.3 1388104.4 

170 -1354072.9 6326059.7 1430884.0 

表 6-2 0 号空间飞行器在各采样时刻的位置 

( )t s  ( / )xv m s  ( / )yv m s  ( / )zv m s  

50 -819.2868 766.1121 993.9704 

60 -963.6419 815.5523 1172.687 

70 -1119.878 861.6939 1366.420 

80 -1288.662 905.1001 1575.983 

90 -1470.897 946.3836 1802.480 

100 -1667.752 986.2090 2047.349 

110 -1880.723 1025.303 2312.431 

120 -2111.701 1064.469 2600.062 

130 -2363.083 1104.620 2913.204 

140 -2637.919 1146.805 3255.636 

150 -2940.144 1192.276 3632.230 

160 -3274.906 1242.567 4049.371 

170 -3649.094 1299.625 4515.605 

 

图（6-1）~（6-3）分别为 0 号空间飞行器的三个位置曲线示意图；图（6-4）
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~（6-6）分别为 0 号空间飞行器的三个速度曲线示意图。 

 

图 6-1  0 号空间飞行器的 x t 曲线示意图 图 6-2  0 号空间飞行器的 y t 曲线示意图

 

 

图 6-3  0 号空间飞行器的 z t 曲线示意图 

 

 

图6-5  0号空间飞行器的 yv t 曲线示意图 

 

图6-4  0号空间飞行器的 xv t 曲线示意图 

 

 

图6-6  0号空间飞行器的 zv t 曲线示意图 

6.4 计算估计残差 

由 6.1 中得到的位置观测数据和 6.3 中得到的估计数据，计算估计残差 。

设观测数据为 ( )t ，估计数据为 ( )t ，共有 n601 个观测数据。则  的计算公

式： 

 
170

2

50, 0.2

( ) - ( )
t t

t t

n

 

   






                (6-9) 
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计算结果为如表 6-3 所示。 

表 6-3  估计残差 

残差 06 号卫星 09 号卫星 

  30.9295 10  
-30.107 10  

  30.5001 10  
-30.277 10  

 

观察分析可知，估计残差在 310 上，而且 09 号观测卫星的估计残差要小于 06

号。已知的观测数据在 310 数量级，而且已知数据本身含有随机误差，因此该估

计残差是可以接受的。 

7 问题 3 

7.1 系统误差模型的推导 

上文中卫星的观测数据均带有一定的系统误差，而对系统误差进行正确的估

计能够有效提高定位精度。假定只考虑与卫星平台相关的系统误差，即不同观测

卫星的系统误差相互没有关联；同一观测卫星对不同空间飞行器的系统误差相
同，并且将系统误差简化为观测坐标系的三轴指向误差（忽略原点位置误差）。

由于无源探测器的观测卫星只能定向不能测距，其观测数据只有三维坐标间的角
度关系，如上文所述，用、 表示。因此，我们可将观测卫星的系统误差在二

位观测数据平面上用两个平移误差 d 、d和一个旋转误差d 表示，其中d 、

d和 d 对同一卫星来说是常值小量。 

 

 

图 7-1 观测坐标系与参照坐标系转化示意图 

为了修正观测值的系统误差，现定义“参照坐标系”：即无系统误差的观测

坐标系。下面利用几何关系推导参照坐标系和观测坐标系之间的转化关系。如图
7-1 所示，O x y  为参照坐标系，Oxy为观测坐标系，由图可知，参照坐标系在 x、

y分别向负方向平移 d 、d，然后顺时针旋转 d 得到观测坐标系。已知点 A

在观测坐标系Oxy中的观测坐标 ( , )  ，证明 A在参照坐标系O x y  的真实坐标
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 ,   有： 

sin cos

cos sin

d d d

d d d

     

     

   


   
            （7-1） 

推导过程如下： 

如图 7-1 所示，已知OB  ， AB  ； 

则  O N O D d     ； 

tan
cos

( ) tan
cos

OF FD d AD d d
d

d d d
d


   




   



      

   

        （7-2） 

( ) cos

( tan )cos

cos sin

O M AD d

AB BF d d

d d d

d d d

 

 

    

    

   

  

  

  

              （7-3） 

将（7-3）式代入（7-2），化简得： sin cosd d d         。 

由推导得知，系统误差修正的思路为，将 ( , )  用d 、d 和d 进行修正，

也就是将观测坐标 ( , )  转换到参照坐标系下，得到的新坐标 ( , )   认为就是不

包含系统误差的观测值。 

根据第二问的假设，认为估计值只包含随机误差，这里就利用第二问的结果

作为无系统误差的参考点，将 ( , )  修正为与第二问的估计值对应的观测坐标

( , )   上。 

7.2  系统误差估计 

利用上面思路，进行系统误差的估计。将系统误差引入观测数据 、 ，根

据方程（6-3），有： 

1

1

1

( )
( ( ) ( ))

( )( )

( )( )( ( ) ( ))

y T T

g s

z

T T

x g s

R t
r t r t

tR t

tR t r t r t











 
 

        

 

                 (7-4) 

 

其中 ( )T

sr t


为观测卫星的位置，将代入上一节估计得到的飞行器位置 ( )gr t


代

入上式，则该方程组 的未知数就为 d 、d  d 。由于含有 cos sind d 、 等非

线性项,方程为超定非线性方程组，无法直接利用最小二乘法求解，本文采用

LMF(Levenberg-Marquardt-Fletcher)算法[2]求解该方程。两颗卫星的系统误差见下

表： 
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表 7-1 系统误差 

 d  d  d  

6 号星 0.0016 -5-4.75 10  0.04 

9 号星 -0.0167 -0.0241 0.04 

 

因为观测值的数量级最小为 1e-2，系统误差的最大数量级为 1e-3，比观测值

至少小一个数量级，所以计算结果比较合理。将两颗观测卫星的系统误差估计值

引入观测数据，得到的和  即为修正系统误差后的观测数据。 

7.3 飞行器轨道估计 

7.3.1   观测位置的计算 

空间飞行器在 t 时刻的修正观测数据 ( )t 和 ( )t ，满足如下关系式: 

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )s s s st y t x t t z t x t                  (7-5) 

其中， ( ) ( ) ( )s s sx t y t z t（ ， ， ）为飞行器在观测坐标系下的位置。设该时刻空间飞行

器在基础坐标系下的位置为 0 ( )cr t


= ( , , )X Y Z 。利用逐点交汇准则，将 06 号卫星

和 09 号卫星对空间飞行器的观测数据转化到基础坐标系中时，都为 0 ( )cr t


，则得

到方程组： 

1

6

0 61

66

1

66 0 6

1

9

0 91

99

1

99 0 9

( )
( ( ) ( ))

( )( )

( )( )( ( ) ( ))

( )
( ( ) ( ))

( )( )

( )( )( ( ) ( ))

y T T

c

z

T T

x c

y T T

c

z

T T

x c

R t
r t r t

tR t

tR t r t r t

R t
r t r t

tR t

tR t r t r t





















 
 

         

 

 
         

 

 

 

 

                 (7-6) 

将 6 6 9 9( ), ( ), ( ), ( )t t t t       代入以上方程，则未知量为飞行器在基础坐标系中的

位置向量，方程组为线性矛盾方程组，利用最小二乘法求解得到修正系统误差后

的飞行器位置观测数据。 

7.3.2  运动方程的确定 

沿用问题二中的假设 

0

( )

( )

rv t yB

m t m mt

 


 




                        （7-7） 

然后，对修正观测位置求二阶差分求得 ( )r t
 ，化简得到形如（6-7）的方程

组，利用最小二乘法求解： x -182.3， y  4915.6。 

x 表示火箭发动机的工作时间，y 表示火箭发动机的推进速度。该结果也是
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合理的。 

因此方程（3-4）可化简为： 

3

( )
( ) ( )

( ) ( )

m r

s

G v r t
r t r t

t tr t r t
   



   
                    (7-8) 

其中
st  182.3 s , 

rv  4915.6 /m s 。 

7.3.3   飞行器轨迹结果 

至此问题转化为同第 5 节相同的求解二阶常微分方程初值问题。求解方法同

第 5 节。表 7-2 和 7-3 分别给出 0 号空间飞行器在各采样时刻的位置和速度。 

表 7-2  0 号空间飞行器在各采样时刻的位置 

  ( )t s  ( )x m  ( )y m  ( )z m  

50 -1113608.1 6201800.7 1134950.3 

60 -1122192.1 6209694.3 1145454.3 

70 -1132202.1 6218047.3 1157740.9 

80 -1143769.4 6226841.9 1171976.6 

90 -1157036.6 6236066.6 1188342.3 

100 -1172160.8 6245717.1 1207036.9 

110 -1189318.3 6255798.2 1228282.9 

120 -1208710.3 6266324.6 1252333.9 

130 -1230569.6 6277323.4 1279483.2 

140 -1255171.7 6288836.7 1310077.1 

150 -1282848.9 6300926.2 1344533.1 

160 -1314012.2 6313678.4 1383366.6 

170 -1349184.4 6327215.5 1427233.6 

表 7-3  0 号空间飞行器在各采样时刻的速度 

   ( )t s    ( / )xv m s    ( / )yv m s     ( / )zv m s  

50 -791.2335 765.6369 966.5470 

60 -927.5902 812.6748 1136.851 

70 -1076.597 857.6321 1323.238 

80 -1239.238 901.0978 1526.926 

90 -1416.803 943.7620 1749.516 

100 -1610.966 986.4272 1993.087 

110 -1823.887 1030.032 2260.329 

120 -2058.365 1075.691 2554.733 

130 -2318.067 1124.759 2880.872 

140 -2607.863 1178.928 3244.830 

150 -2934.378 1240.384 3654.887 

160 -3306.892 1312.076 4122.640 
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170 -3738.917 1398.170 4664.990 

 

图（7-2）~（7-4）分别为 0 号空间飞行器的三个位置曲线示意图；图（7-5）

~（7-7）分别为 0 号空间飞行器的三个速度曲线示意图。 

 

  

图 7-2  0 号空间飞行器的 x t 曲线示意图 图 7-3  0 号空间飞行器的 y t 曲线示意图 

  

图 7-4  0 号空间飞行器的 z t 曲线示意图 图 7-5  0 号空间飞行器的 xv t 曲线示意图 

  

图 7-6 0 号空间飞行器的 yv t 曲线示意图 图 7-7 0 号空间飞行器的 zv t 曲线示意图 

由以上得到图表与第二问得到的结果基本保持一致，说明系统误差修正的合

理性，下面进行估计残差的分析，进一步说明模型的正确性。 

7.4 计算估计残差 

由 7.2 中得到的位置观测数据和 7.3 中得到的估计数据，计算估计残差  ，
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计算公式同（6-9）。 

计算结果如表 7-4 所示。 

表 7-4  估计残差 

残差 06 号卫星 09 号卫星 

  0.0041  -30.547 10  

  0.0021  
-30.956 10  

 

此处得到的估计残差要大于第二问得到的估计残差，已知的观测数据在
310

数量级，而且已知数据本身含有随机误差，因此该估计残差是可以接受的。 

 

8 问题 4 

对于只有 09 号观测卫星单星观测的 01 号空间飞行器进行轨道估计，得到的
数据只有观测坐标系下的两个观测量 、 ，仅由此是无法对 01 号空间飞行器

进行轨道估计的，因此必须利用一定的先验信息或其它约束条件。 

为了在单星观测的情况下对 01 号空间飞行器进行粗略轨道估计，根据相关

文献[3]中的说明，弹道式导弹、侦查卫星等空间飞行器一般均可认为其弹道曲线

在过地心坐标系的平面内，根据此约束，再利用空间飞行器的主动段运动方程，

就可进行轨道估计。 

首先，利用 7.2 中获得的 09 号观测卫星的系统误差 d d d  、 、 对观测量

 、 进行修正，得到修正后的  、 （仍用相同的符号表示），假设卫星观测

坐标系中的点为 ( , , )s s sx y z ，则利用   、 可表示出仅含未知量 sx 的点

( , , )s s sx x x   ，即： 

[ ] [ ]T T

s s s s s sx y z x x x       

随后利用基础坐标系与观测坐标系的变换关系，将观测坐标系中的点转换到

基础坐标系中，得到点 ( , , )X Y Z 。 

s

s

s

x X

R x r Y

Zx





   
     
   
      

 

对于不同的时刻就可得到不同的 [ ]T

i i i iA X Y Z   。 

由于空间飞行器的轨道在过地心的同一平面内，因此轨道上的任意 3 个点在
在基础坐标系中的混合积为 0，即 ( ) 0i j kA A A   ，由此可以得到一个约束。由

于每个点都包含一个未知量，为能求解方程组中的未知量，再结合空间飞行器的

动力学方程（6.5），就可以得到估计的运动方程中的未知参数。 

另外，在单星观测的情况下，要想对空间飞行器进行轨道参数模型，还可以

通过调研，利用当前各种空间飞行器的相关参数等建立模版数据库，通过将观测
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得到的轨道与数据库中的模版进行比较，识别不同的飞行器，并由此得到更加准

确的轨道。 

若有多颗观测卫星同时对多个空间飞行器进行观测，很可能出现数据冗余，

因此通过对信息的融合处理，可以提高定位精度。通过同一观测卫星对多个空间

飞行器和多个观测卫星对同一空间飞行器的观测，联合得到系统误差的估计。 

9 总结与展望 

基于无源双星同步探测的空间飞行器轨道估计与误差分析是本文的研究中

心。文章主要基于逐点交汇原则和空间飞行器的运动方程进行建模分析和计算。
仅考虑随机误差时，利用逐点交汇原则求解观测值，并对 m 和 ( )rv t


的模型做大

胆假设与估计，进而根据运动方程预测飞行器轨道。同时考虑系统误差时，将三

轴指向误差作合理转化后求解。引入系统误差后利用同样的方法进行轨道预测。

比较两种情况下的结果发现，系统误差的消除能明显提高轨道估计精度。而在单

星观测条件下，利用一定的约束条件可求解运动方程，进而预测飞行器轨道。由

于时间关系，文中只给出了求解方法，应当能够实现求解。 

文中认为 ( )rv t


为一常量，其实设 ( )r rv t v at 


更接近实际假设，如果将

( )rv t


设为线性函数求解运动方程，预测轨迹应该能精度更高。 
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