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第第九九届届““华华为为杯杯””全全国国研研究究生生数数学学建建模模竞竞赛赛  

  

       
 

题 目    基于卫星无源探测的空间飞行器主动段的 

轨道估计与误差分析  

摘       要 
本文通过坐标转换、力学分析、拟合、最小二乘、微分方程的数值解法、误差

分析等方法，建立了基于卫星无源探测的空间飞行器在主动段的交汇定轨优化模型

和运动方程模型，对卫星的系统误差、飞行器轨道进行了估计。 

针对问题一：直接通过卫星的初始状态和运动方程，应用微分方程的数值解法

估计了卫星的轨道，并探讨了进行迭代时时间步长的稳定域。 

针对问题二：首先对 06 号和 09 号卫星进行了时间配准，根据坐标转换，建立

了双星交汇定位的优化模型，得到了飞行器的初步轨道；其次通过力学分析，建立

了飞行器的质量模型，通过交汇定轨结果，对飞行器质量进行了多项式和指数拟合；

然后结合质量模型、喷气速率的假定和飞行器运动方程建立了微分方程模型；最后

通过数值求解，得到了所求的采样点的轨道和速率，并作了误差分析。 

针对问题三：首先根据误差分析理论对系统误差的存在性进行了判定；其次借

助系统误差含义，建立了 ,α β 的真值和观测值的转换公式；然后将问题二中得到飞

行器计算轨道视为基准轨道，通过坐标转换，得出它在测试坐标系下的坐标；最后

通过系统误差的转换公式，建立了最小二乘优化模型，用 Matlab 求解得到了 06 号

和 09 号卫星的系统误差，并通过误差修正了原基础坐标，对轨道重新估计，误差

平方和达到 7.5821 米。 

针对问题四：对单星、单飞行器定轨情况，提出了一个合理的假定，建立了优

化模型，并对 01 号飞行器的轨道进行了估计，得到了相应结果；对多星、单飞行

器定轨情况，提出了一个定轨的最小二乘优化模型；对多星、多飞行器的定轨情况

提出了首先要研究的两个难点，才能联合进行系统误差估计。 

关键词：卫星 飞行器 轨道 系统误差 参数估计 
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1、问题重述 

2、问题假设与符号说

对具有敌意的空间飞行器实施监控对于维护国家安全具有重要的战略意义。卫

星是当今探测空间飞行器发射与轨道参数的重要平台。 
采用红外光学无源探测器的观测卫星，只接收目标的红外辐射信息，可定向但

不能测距。红外技术对火箭尾部喷焰的高度敏感性，但易受气候影响与云层干扰。

观测误差会影响对空间飞行器轨道参数的估计，进而影响对飞行器类型、飞行意图

的判断。分析观测误差（包括随机误差和系统误差）如何影响飞行器轨道估计精度

具有重要意义。 
本文拟解决以下问题： 
(1) 根据附件数据和观测卫星的简化运动方程，计算出观测卫星在任意时刻的

位置。 
(2) 建立观测坐标系与基础坐标系之间的坐标转换关系，选取适当的喷气速度

与火箭质量模型，根据逐点交汇定位思路，实现对飞行器运行轨道估计。 
(3) 实现对飞行器轨道和系统误差的估计。 
(4) 利用单星或者多星观测数据进行飞行器轨道估计和误差分析。 

明 

2.1 问题假设 

1. 问题 1、2 中只考虑随机误差，认为测试数据不含系统误差；但在问题 3 和

4 中认为同样的测试数据含有系统误差。 
2. 在重力斜飞段后程，视重力加速度为定值； 
3. 在重力斜飞段后程，空间飞行器所受外力仅为重力和推力，不考虑空气阻力； 
4. 作用于空间飞行器上的外力都通过质心，即不考虑飞行器在飞行过程中绕其

质心的转动； 
5. 不考虑空间飞行器的质心因燃料消耗而产生的偏移； 
6. 假设测试数据的随机误差是零均值的正态分布。 

2.2 符号说明 

给出用到的部分符号说明，其余见正文： 
( )r t ( ( ), ( ), ( ))x t y t z t=  空间飞行器在 时刻基础坐标系下的位置矢量 t
( )rv t  燃料相对于火箭尾部喷口的喷射速度的逆矢量 
( )m t  飞行器瞬时质量 

( , , )s s sx y z  空间飞行器在观测坐标系 s s s sO X Y Z− 中的坐标 
( , , )c c cx y z  空间飞行器在基础坐标系 c c cO X Y Zc− 中的坐标 

0 0 0( , ,i i i )x y z  i 号观测卫星在基础坐标系 c c cO X Y Zc− 中的坐标 
( ) ( ) ( )( , ,i i i
js js js )x y z  i 号观测卫星对 j 号空间飞行器在观测坐标系

s s s sO X Y Z− 中的坐标 
,d dα β  观测值 ,α β 的平移系统误差 

dθ  观测值 ,α β 的旋转系统误差 
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3、问题分析 

题目要求对基于卫星无源探测的空间飞行器主动段轨道进行轨道参数估计与

误差分析。 
问题一要求计算特定时刻观测卫星的位置。由于观测卫星在基础坐标系下的简

化运动方程和初始条件已给出，可直接通过微分方程的数值解法计算出观测卫星在

任意时刻的位置。因数值计算的迭代步长会影响计算精度，故需给出较优步长或步

长区间。 
问题二要求在仅考虑随机误差情况下对 0 号空间飞行器的轨道进行估计，给出

各采样点的位置、速度和估计残差，以及飞行器的位置和速度对时间的函数曲线。

首先，在所给数据中，两颗卫星的观测时刻不同步，因此建模前需对观测数据进行

同步处理。其次，由于飞行器运动方程是以基础坐标系为参照，而所给观测数据在

卫星观测坐标系下测量所得，故首先要建立观测坐标系与基础坐标系之间的转换关

系。然后，将 06 号和 09 号卫星在同一时刻对 0 号飞行器的观测值转换成基础坐标

系下的坐标值，两组坐标值理应相等，此即交汇定位原理，据此列出方程组，获得

观测数据 ,α β 与飞行器在基础坐标系下的坐标关系，估计出大致轨道曲线。在飞行

器运动方程中，喷气速度 与火箭质量 未知，需要建立它们的表示模型。喷

气速度大小一般较稳定，可视为定值。因燃料消耗，火箭质量递减，可选用单调递

减的质量函数，函数参数由大致的轨道进行估计。至此，可根据飞行器运动方程与

初始参数，进行数值计算，从而计算出飞行器的较精确的轨道。由估计轨道与计算

轨道误差较小时，实现对火箭质量模型参数与喷气速度值的优选。至此，即可完成

题目所有要求。 

rv ( )m t

问题三要求在同时考虑系统误差的条件下，实现对空间飞行器轨道和系统误差

估计。依题意，只考虑由各种系统误差最终折合而成的三轴指向误差。在二维观测

数据平面上，三轴指向误差表现为两个平移误差和一个旋转误差。根据假设 1 认为

在该问题中卫星观测数据中包含系统误差，将问题二中由飞行器运动方程得到估计

轨道视为其基准轨道，通过空间坐标转换关系，将其轨道空间坐标转换成卫星观测

坐标，作为基准观测坐标。通过比较基准观测坐标和实际观测坐标，可获得三轴指

向误差的三个常值，即系统误差。 
问题四要求利用单颗卫星观测数据进行飞行器轨道估计和误差分析。在同一时

刻只有两个观测值，要估计空间的三维轨道，这在一般情况下是行不通的，因此必

须补充条件，比如假设在极短时间内，把空间飞行器认为在基础坐标系下是不动的，

没有位置变化等，建立等式。对于多颗卫星对飞行器进行轨道估计，只要卫星没有

太大的系统误差，测量数据可靠，在同一时刻，空间飞行器的轨道是固定的，可以

联立不同卫星对空间飞行器同一空间的点进行联立求解。对于多个空间飞行器的观

测，存在时间配准和轨道配准问题，涉及到更多的数据融合算法。 

4、 模型准备 

4.1 数据分析 
问题给出了 28 个观测卫星在零时刻基础坐标系下的位置坐标和速率分量，但

所求问题中只需要 6 号和 9 号卫星数据，见下表 1。 
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表 1  6 号和 9 号卫星在零时刻的状态参数  

序号 横坐标 纵坐标 竖坐标 横坐标速度 纵坐标速度 竖坐标速度

6 号 7345767.764738 5627233.486330 -1215187.241963 -2264.234366 4147.452231 4533.747072

9 号 9092044.771852 1732113.220573 1732113.220573 -1566.513180 4453.807606 4453.807606

它们到地心距离分别为 9332.885 千米和 9416.247 千米，速度大小为 6548.51m/s 和
6490.514m/s，属于近地轨卫星。 

6 号卫星和 9 号卫星对 0 号飞行器有 600 个观测点，时间跨度为[50,170]秒之

间,观测值( , , )t α β 的散点图为 

40 60 80 100 120 140 160 180
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40 60 80 100 120 140 160 180

-0.63

-0.62
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-0.59
0.46

0.48

0.5

0.52

0.54

0.56

t
α

β

 

            图 1   6 号和 9 号卫星对 0 号飞行器的观测值 

显见，散点基本连成一条光滑曲线，未有异常数据，说明测试数据基本是可靠的。

9号卫星对 1号飞行器所测观测值也有同样的结果。 

 
4.2  坐标转换 

不同空间直角坐标系之间的坐标转换，需要求出坐标系统之间的转换参数。空

间坐标转换的方法很多，如布尔萨模型等[1]，考虑到本题观测坐标系与基础坐标系

的特殊关系，本文根据两坐标系的空间几何关系，用基础坐标系的基向量表示参考

坐标系的基向量，从而得到两坐标系之间的转换矩阵。 

cx

cy

cz

sxsysz

xn
yn

zn

cO

sO

( ), ,s s sx y z

( ), ,c c cx y z

( ), ,c c cx y z

 
图 2  坐标转换示意图 

如图 2 所示， 是基础坐标系，c c cO X Y Z− c s s s sO X Y Z− 为观测坐标系。根据题意，
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观测坐标系原点 sO 是卫星坐标， sX 轴沿 连线，离开地球方向为正，c sO O sZ 轴与 sX
垂直指向正北， sY 轴按右手系确定，从而 , ,s s cX Z Z 共面。 

设基础坐标系下的卫星坐标为 ( )0 0 0, ,x y z ，基础坐标系的基向量为( , , )x y zn n n ，

观测坐标系的一组过原点 sO ，且相互垂直的基向量为 ( , , )s s sx y z ，则可取

( )0 0 0, ,sx x y z= 。由 , ,s s cX Z Z 共面， sy 垂直该平面，所以 sy 可取为该面的法向量

， 因 此 令 。 又 因0 0( , ,0 )y x− 0 0( , ,0sy y x= − ) ,s s s sz x z y⊥ ⊥ ， 可 取
2 2
0 0

0 0
0

( , ,s )x yz x y
z
+

= − − 。 

在三维空间中，有两组坐标基( , , )x y zn n n 和( , , )s s sx y z ，根据线性代数的基变换

知识，可得变换矩阵为 

0 0 0

0 0
2 2
0 0

0 0
0

0
x y z
y x

x yx y
z

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

+⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

标准化后为坐标变换矩阵： 

0 0
2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
2 2 2 2
0 0 0 0

2 2
0 00 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0

x y
x y z x y z x y z

y xP
x y x y

x yx y

0z

x y x y z x y x y z z x y z

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥

⎢ ⎥
+⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
+ + + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

设转换矩阵 1R P−= ，则坐标变换公式为 

          
0

0

0

c s

c

c s

s

x x x
y y R y
z z z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                      （1） 

其中( , , )c c cx y z 为 c c cO X Y Zc− 下的坐标，( , , )s s sx y z 为 s s s sO X Y Z− 的坐标。 

4.3 误差平方和 

对 任 意 两 个 空 间 点 列 ， 设 坐 标 分 别 为 ( , , ) 1,2, ,i i ix y z i n= 和

' ' '( , , ) 1, 2, ,i i ix y z i n= 。定义它们的误差平方和为 

' 2 ' 2 ' 2( ) ( ) (i i i i i i )x x y y z z
Q

n
− + − + −

=  
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5、模型建立与求解 

5.1 问题一：观测卫星在任意时刻的位置计算 

观测卫星的位置矢量是估计空间飞行器运动轨道的前提，因此，需首先计算出

观测卫星在任意时刻位置。题目要求计算 09 号观测卫星在特定时刻的三维位置，

且已给出观测卫星的简化运动方程，以及基础坐标系下观测卫星的位置和速度初

值，因此可直接利用常微分方程组数值解方法，对观测卫星的位置进行计算。 

5.1.1 观测卫星运动方程 
根据题意，观测卫星一般没有火箭推力，其运动方程可以简化为： 

''
3( ) ( )

| ( )|
m

e
Gr t F r t

r t
= =−                         （2） 

其中 为观测卫星在基础坐标系下的位置向量。由矢量分解，

得各坐标轴上的运动方程 

( ) ( ( ), ( ), ( ))r t x t y t z t=

''
3

2 2 2 2

''
3

2 2 2 2

''
3

2 2 2 2

( )
( )

( )
( )

( )
( )

m

m

m

G xx t
x y z

G yy t
x y z

G zz t
x y z

⎧
⎪ = −⎪

+ +⎪
⎪⎪ = −⎨
⎪ + +
⎪
⎪ = −⎪
⎪ + +⎩

                      （3） 

降阶处理：求高阶常微分方程组的数值解时，通常需经变量代换进行降阶处理。

为便于计算，现将观测卫星的二阶微分运动方程转化为一阶方程。记 1x z= ， '
2x z= ，

3y z= ， ，'
4y z= 5z z= ， ，则方程（3）转化为 '

6z z=

'
1 2

' 1
2 3

2 2 2 2

'
3 4

' 3
4 3

2 2 2 2

'
5 6

' 5
6 3

2 2 2 2

( )

( )

( )

m

m

m

z z
G zz

x y z
z z

G zz
x y z

z z
G zz

x y z

⎧ =
⎪
⎪ = −
⎪

+ +⎪
⎪ =⎪
⎪
⎨ = −
⎪

+ +⎪
⎪ =⎪
⎪

= −⎪
⎪ + +⎩

                         （4） 
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5.1.2 数值求解 

对式（4）进行数值求解，根据表 1 中 09 号观测卫星的位置和速度为初始条件，

利用 Matlab 编程，采用 od45 算法，取步长 0.1s，在 [ 秒内进行数值计算，

得到 09 号观测卫星轨道的散点图见图 3。 

0,250 ]

0.5
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2.5

x 10
6
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x 10
6

4.2

4.4

4.6

4.8

5

5.2

x 10
6

Z

 

图 3 秒内 09 号观测卫星运动轨道 [ 0,250 ]

从数值解中抽取 5 个特定时刻的观测卫星三维坐标如表 2。 

表 2  09 号观测卫星在 5 个特定时刻的三维位置 

 50.0s 100.0s 150.0s 200.0s 250.0s 
x  1.773806E+06 1.501626E+06 1.227700E+06 9.523491E+05 6.758945E+05
y  8.161384E+06 8.126764E+06 8.082699E+06 8.029253E+06 7.966502E+06
z  4.516700E+06 4.684680E+06 4.847216E+06 5.004127E+06 5.155238E+06

xv  -5.424026E+03 -5.462132E+03 -5.493837E+03 -5.519125E+03 -5.537987E+03

yv  -5.975671E+02 -7.870537E+02 -9.753467E+02 -1.162240E+03 -1.347531E+03

zv  3.412822E+03 3.305779E+03 3.195055E+03 3.080783E+03 2.963100E+03

若延长观测时间，即扩大时间的计算区间，可得 09 号观测卫星的完整运动轨

道，如图 4 所示，为一绕基础坐标系原点的椭圆。 
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图 4  09 号观测卫星的完整运动轨道 
 

5.1.3 步长稳定域分析 
在进行微分方程的数值求解时，迭代步长对计算精度影响较大，因此需要分析

迭代步长的稳定域。 
以步长取 0.01 时的估计轨道为基准轨道，在一定区间内以较小间隔对迭代步长

进行搜索，分别计算不同步长的估计轨道与基准轨道的差异程度，依次判断步长的

稳定域。定义描述轨道间的差异程度为 

( ) ( ) (2 2
0 02

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i iS x t x t y t y t z t z t
T

⎡ ⎤= − + − + −⎣ ⎦)
2

0

)
 

其中 ( ( ), ( ), ( )i i ix t y t z t 是 t 时刻观测卫星在第 i 个步长计算出的轨道上的坐标，T
为观测时间。 

当 变化较小时，认为在该步长下，估计轨道与基准轨道相似，即观测卫星运

动方程对该步长是稳定的；反之，则认为不稳定。 
iS

在间隔 0.2s 内，依次增加 0.01s，计算出各步长下观测卫星运动轨道。根据 的

定义，在
iS

[ 0,250 ] s内，计算出各步长间的轨道均方和如图 5 所示 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

0.5

1

1.5

2

2.5
x 10-5

时间

均
值

平
方

 
图 5 轨道间均方和 

其中横轴为间隔时间，总计为 0.2 秒。由图可知，步长间隔在[0,0.04]秒范围内变化

时，观测卫星轨道变化较小，可认为观测卫星运动方程的步长稳定域，以此间隔内

数值计算时，卫星的轨道变化非常小。 
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5.2 问题二：空间飞行器的轨道估计 

要估计飞行器轨道，首先要建立观测坐标系与基础坐标系之间的转换关系，并

对两颗卫星的观测数据进行时间配准。然后，根据逐点交汇定位原理，在同一时刻，

飞行器在不同卫星观测下的基础坐标系的坐标相同，可建立方程组，解得飞行器在

基础坐标系下的坐标。然后，根据空间飞行器的轨道，建立喷气速度 与火箭质量

的表示模型，其中由估计轨道与实际观测坐标的残差最小，实现对火箭质量

模型参数与喷气速度值的优选。最后，根据飞行器运动方程与初始参数，通过数值

计算得到飞行器的轨道估计。建模流程如下： 

rv
( )m t

坐标转换

时间配准

交汇定位

火箭质量

模型

轨道估计 残差计算

观测坐标

喷气速

度模型

是否最小

输出估计轨
道、采样点位

置和速度信息

否

是

图 6  问题二建模流程 
 

5.2.1 时间配准 
观察给定的仿真数据可以发现，06 号和 09 号卫星对 0 号飞行器的观测时间不

一致，而采用逐点交汇定位思路进行轨道估计，需要知道同一时刻两颗卫星对同一

目标飞行器的观测值。由于空间飞行器和观测卫星均处于高速运动状态，尽管有较

小的时间差异，也可能带来较大的位置差异。因此，在交汇定位前，需先对观测时

间进行配准。 
时间配准最简单有效的方法是以时间为变量对观测值 ,α β 进行插值或者拟合，

如果采用拟合，根据拟合的 ,α β 对时间 t的函数关系，就可以提取两卫星在同一时

刻的观测值。 
在显著性水平为 0.05 的条件下，对 ,α β 进行多项式拟合结果见图 7、图 8 所示。

对于 06 号卫星 
(6) 6 2

(6) 6 2

( ) 2.5622 10 0.0012 0.02177
( ) 3.4716 10 0.00118 0.0136
t t t
t t t

α

β

−

−

⎧ = − × + +⎪
⎨

= − × + +⎪⎩
 

两个拟合方程的可决系数分别为 ， ，误差平方和分别为

，和1.

(6) 0.9999αρ = (6) 0.9997βρ =
8.52 6E − 1 5E − ，说明拟合效果非常好。 
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40 60 80 100 120 140 160 180
0.06

0.08
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时间(S)

β

06号卫星 β预测值和实际值

 

 

 β拟合值

 β实际值

 α拟合值

 α  实际值

 
图 7  06 号观测卫星的观测值 ,α β 对时间的拟合曲线 

对于 09 号卫星 
(9) 6 2 4

(9) 6 2

( ) 3.7513 10 9.2572 10 0.6645
( ) 1.6610 10 0.0010 0.4163
t t t
t t t

α

β

− −

−

⎧ = − × + × −⎪
⎨

= − × + +⎪⎩
 

可决系数分别为 ， ，误差平方和分别为 1. ，和

，误差也非常小。  

(9) 0.9951αρ = (9) 0.9999βρ = 52 5E −

4.96 6E −

40 60 80 100 120 140 160 180
-0.63

-0.62

-0.61

-0.6

时间 (S)

α

09号卫星 α预测值和真实值

 

 

40 60 80 100 120 140 160 180
0.46

0.48

0.5

0.52

0.54

0.56

时间 (S)

β

09号卫星 β预测值和真实值

 

 

β预测值

β实际值

α预测值

α实际值

 
图 8  09 号观测卫星的观测值 ,α β 对时间的拟合曲线 

 
5.2.2 交汇定位 

利用两颗卫星对空间飞行器进行定位，可采用交汇定位法，其基本思想是利用
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空间坐标变换，将两颗卫星在各自观测坐标系下对空间飞行器的观测数据，转换成

基础坐标系下的飞行器坐标，由于某时刻同一飞行器的空间位置是固定的，因此两

组坐标为同一值，从而通过解方程组可计算出飞行器坐标，实现交汇定位。 
根据题意，观测卫星对于空间飞行器的观测数据定义为 

;s s

s s

y z
x x

α β= =                             （5） 

其中 , ,s s sx y z 为空间飞行器在观测坐标系中的坐标。由式(5)有， s sy xα= ， s sz xβ= ，

则空间飞行器在观测坐标系中的坐标为( , , ) ( 1, ,s s s sx y z x )α β= 。 

设
( )i
sx 为第 i 颗观测卫星对 0 号空间飞行器的观测坐标参数，则在同一时刻，06

号和 09 号观测卫星对 0 号空间飞行器的观测坐标分别为： 

( )( 6 ) ( 6 ) ( 6 )1, ,sx α β ， ( )( 9 ) ( 9 ) ( 9 )1, ,sx α β  

对 06 号观测卫星，根据空间坐标转换，有 
( 6 ) ( 6 )

0
( 6 ) ( 6 ) ( 6 ) ( 6 ) ( 6 )

0
( 6 )( 6 ) ( 6 )

0

1c

c s

c

x x

y y R x

z z

α

β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

             （6） 

同理，对 09 号观测卫星有 

                   （7） 

( 9 ) ( 9 )
0

( 9 ) ( 9 ) ( 9 ) ( 9 ) ( 9 )
0

( 9 )( 9 ) ( 9 )
0

1c

c s

c

x x

y y R x

z z

α

β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

因为( )( 6 ) ( 6 ) ( 6 ), ,c c cx y z 和( )( 9 ) ( 9 ) ( 9 ), ,c c cx y z 均为 0 号空间飞行器在基础坐标系下

的坐标，故两者相等。由式（7）减去式（6）得 
( 9 ) ( 6 )
0 0
( 9 ) ( 6 ) ( 6 ) ( 6 ) ( 6 ) ( 9 ) ( 9 ) ( 9 )
0 0

( 6 ) ( 9 )( 9 ) ( 6 )
0 0

1 1

s s

x x

y y R x R x

z z

α α

β β

⎡ ⎤− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

该方程组是含 3 个方程，两个未知数
( 6 ) ( 9 ),s sx x 的超定方程，利用最小二乘建立优化

模型 

模型 1：      
3

( 6 ) ( 9 ) 2

1
min[ ( ) ]i i s i si

sum z x x y x
=

− −

其中

( 9 ) ( 6 )
0 01 1 1
( 9 ) ( 6 ) ( 6 ) ( 9 ) ( 9 )

2 0 0 2 2
( 6 ) ( 9 )( 9 ) ( 6 )

3 3 30 0

1 1
, ,

x xz x y
z y y x y R
z x yz z

α

β β

⎡ ⎤−

α
⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎤

⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = =⎢ ⎥
⎥

⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎥⎣ ⎦ ⎣⎣ ⎦ ⎦

。通过该模型可得最
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优解
(6) (9),s sx x ，代入 ( )( 6 ) ( 6 ) ( 6 )1, ,sx α β 或者 ( )( 9 ) ( 9 ) ( 9 )1, ,sx α β ，得到飞行器的两条

轨道见图 9，两条轨道的平均误差平方和为 88.71 米，总的来说，两个轨道非常接

近，可以将坐标分量取平均后作为飞行器的最终坐标，从而实现空间飞行器的定位。 

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

x 106

6.2 6.22 6.24 6.26 6.28 6.3 6.32

x 106

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

1.35

1.4

1.45

x 106

 

Y

X

 

Z

9号卫星

6号卫星

 
图 9  0 号飞行器在 6 号和 9 号卫星交汇对接的轨道误差 

取 0 号飞行器的轨道部分采样坐标见表 3。 

表 3  逐点交汇求解计算得到的轨迹采样点 

时间（秒） X 坐标 Y 坐标 Z 坐标 

50 -1.114000E+06 6.201300E+06 1.135600E+06 

60 -1.121000E+06 6.208100E+06 1.143800E+06 

70 -1.130200E+06 6.215700E+06 1.154800E+06 

80 -1.141700E+06 6.224100E+06 1.168400E+06 

90 -1.155400E+06 6.233100E+06 1.184900E+06 

100 -1.171300E+06 6.242800E+06 1.204100E+06 

110 -1.189600E+06 6.252900E+06 1.226000E+06 

120 -1.210100E+06 6.263400E+06 1.250700E+06 

130 -1.232800E+06 6.274100E+06 1.278200E+06 

140 -1.257800E+06 6.285100E+06 1.308300E+06 

150 -1.285000E+06 6.296200E+06 1.341200E+06 

160 -1.314400E+06 6.307300E+06 1.376600E+06 

170 -1.345900E+06 6.318300E+06 1.414700E+06 

 
5.2.3 飞行器质量模型 

空间飞行器依靠火箭推进，需要消耗大量燃料，从而其质量不断随时间不断变

化物体。其质量相对于时间的变化规律，与空间飞行器载荷、推进火箭类型等因素

有关。 
根据工程实践和题意，火箭尾部喷口的燃气喷射速度大小一般较为稳定，其数

量大概在 2000m/s~3000m/s 之间，本文认为火箭燃气喷射速度大小为一常数，通过

建立搜索算法来确定常数。 
（1）模型建立 

根据题意和模型假设３，在重力斜飞段后程，空间飞行器所受空气阻力远小于
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重力，可忽略不计。在任意时刻空间飞行器受力情况如图 10 所示。 为飞行器燃

料燃烧产生的推力，其大小设为定值，方向与飞行器运动轨道的切线方向一致，
TF

θ
为 与TF sx 的夹角，显然 始终成立。 0 9θ≤ ≤ 0

( )0 0 0, ,x y z

TF

θ

 
图 10  空间飞行器受力图 

设飞行器坐标 ( )0 0 0, ,P x y z= ，将 沿重力方向与垂直于重力方向分解，得TF
cosTF θ 和 sinTF θ 。根据牛顿第二定律和力的合成原理，有 

( ) ( )2 2cos sinT TF mg Fθ θ− + = ma          （8） 

其中 为空间飞行器合成加速度，a , ,m aθ 均为随时间变化的变量。 
整理式（８），并进行化简，可得 的一元二次方程： m

( )2 2 2 22 cosT Tg a m gF m Fθ− ⋅ − ⋅ + = 0  

若 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 22 cos 4 4 sinT T TgF g a F F a gθ θ− ⋅ − ⋅ = − ≥ 0 ，即 sina g θ≥ ，则该方程

具有两个非零解，分别为 
2 2 2

2 2

cos sin
T

a g
m F

g a
θ θ± −

=
−

 

由于 一般而言应为严格单调递减的非负函数，且m sina g θ≥ ，因此飞行器质量模

型为 

模型２     
( ) ( )2 2 2

2 2

cos ( ) ( ) sin ( )
( )

( )T

t a t g t
m t F

g a t
θ θ− −

=
−

 

其中 g 为重力加速度， ( )tθ 为 与TF sx 的夹角，由向量余弦可知 

( )0 0 0

2 2
2 2 2
0 0 0

, , , ,
( ) c

c

dx dy dzx y z
O P v dt dt dtt

dx dy dzO P v x y z
dt dt dt

θ
→ →

→ →

⎛ ⎞⋅⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠= =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + + ⋅ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
 

( )a t 为合成加速度，其值等于位移的二阶导数，即 
2 22 2 2

2 2 2( ) d x d y d za t
dt dt dt

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

 

- 14 - 



在模型中推力 是一个未知参数。在设计飞行器时，推力和质量存在一定的关

系，只要推力足够提供加速度，它的大小并不影响飞行器轨道的设计，通过后面搜

索发现，本文取 。 

TF

610TF N=

（2）模型求解 
根据 06 号和 09 号卫星观测数据计算出的飞行器坐标，代入上述质量模型，得

到观测时间内飞行器的质量变化曲线如图 11、图 12 所示。 
    由图 11 和图 12 可见，空间飞行器质量是严格单调递减，这是由于在飞行过程

中不断消耗燃料导致质量减少；一定时间后，飞行器质量趋于稳定，质量变化曲线

收敛于一定值，这是因为一定时间后燃料耗尽，空间飞行器质量仅为有效负载，如

发射的卫星质量、弹道导弹的弹头质量等。为得到空间飞行器的一般表示模型，可

根据已知的质量变化数据进行拟合。本文分别采用多项式模型和指数模型描述空间

飞行器质量变化情况。 
采用多项式模型拟合，根据多项式拟合结果，发现用 3 次多项式效果最好，拟

合效果见图 11，拟合方程为 
3 2( ) 0.0033 1.4450 227.2288 1.7916 10m t t t t= − + + + × 4  

其误差平方和为 1.4332。 
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图 11 多项式模型拟合的质量变化曲线  图 12 指数模型拟合的质量变化曲线 

 
采用指数模型拟合，若用指数拟合，拟合方程为 

0.020153( ) 14694 4372.6tm t e−= +  
其误差平方和为 1.7292，拟合效果也很好。 
 
5.2.4 轨道估计 

由题意，根据变质量的质点动力学，空间飞行器在基础坐标系下的主动段简化

运动方程如下： 
''

3

( )( ) ( ) ( )
| ( )| ( )

m
e T r

G m tr t F F r t v t
r t m t

= + =− +                    （9） 

其中向量 表示飞行器所受的外力加速度之和，eF TF 表示火箭产生的推力加速度，

为空间飞行器在基础坐标系下的位置矢量，( )r t '' ( )r t 表示 ( )r t 对时间 t的二阶导数，

即加速度， 为燃料相对于火箭尾部喷口的喷射速度矢量，由题意，它可以表示

为 
( )rv t
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2 2 2 2 2 2 2 2
( ) ( )r r

dx dy dz
dt dt dtv t v t

dx dy dz dx dy dz dx dy dz
dt dt dt dt dt dt dt dt dt

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+ + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2

     若飞行器质量按三次多项式模型变化，则 
2

1 2 3
3 2

1 2 3

3 2( )
( )

k t k t km t
m t k t k t k t k

+ +
=

4+ + +
 

则按式（9）进行矢量分解，空间飞行器在基础坐标系下各轴的主动段运动轨道方

程为 
模型 3： 

2
'' 1 2 3

3 3 22 2 2
2 2 2 1 2 32

2
'' 1 2 3

3 3 22 2 2
2 2 2 1 2 32

3 2( ) ( )
( )

3 2( ) ( )
( )

m
r

m
r

dx
G x k t k t kdtx t v t

k t k t k t kdx dy dzx y z
dt dt dt

dy
G y k t k t kdty t v t

k t k t k t kdx dy dzx y z
dt dt dt

+ +
= − + ⋅

4

4

+ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ +
= − + ⋅

+ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
'' 1 2 3

3 3 22 2 2
2 2 2 1 2 32

3 2( ) ( )
( )

m
r

dz
G z k t k t kdtz t v t

k t k t k t kdx dy dzx y z
dt dt dt

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪ + +

= − + ⋅⎪
4+ + +⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

 

若飞行器质量按指数模型变化，则 
2

2 2
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对于上述空间飞行器轨道方程，只需初始飞行器的坐标和速率，便可进行数值求解，

得到估计的运动轨道。 
 

5.2.5 模型求解 
首先依据飞行器质量按多项式模型或指数模型变化，分别进行数值求解，得到

两条估计轨道。然后，提取各采样点的位置和速度值，以交汇定位所求得轨道作为

基准轨道，计算两条估计轨道的残差，同时给出位置和速度相对于时间的函数曲线。 

（1）飞行器质量按多项式模型变化时的计算轨道 
以第 50 秒的观测值作为初始条件，对轨道模型进行数值求解，得到计算轨道

如图 13 所示。由图可见，在短时间内，计算轨道与基准轨道吻合较好，误差在 1km
以内，这是由于数值求解的初始值取自基准轨道。但随着时间的增加，估计误差增

大，这是因为数值求解过程是通过迭代运算完成的，迭代运算导致了误差累积。在

最后第 600 个观测点时，计算轨道与基准轨道的空间距离为 46285.4188 米，约为轨

道长度 9485627.7781 米的 0.49%，即估计误差是轨道长度的 0.49%，因此可认为计

算结果是有效的。 
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图 13  在模型 3 下 0 号空间飞行器的计算轨道 

（2）飞行器质量按指数模型变化时的计算轨道 
类似可得在模型 4 下 0 号空间飞行器的估计轨道 
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图 14  在模型 4 下 0 号空间飞行器的计算轨道 

（3）各采样点的位置、速度 
间隔 10.0s 对观测数据进行采样，采样范围[ ，各采样点的位置和50.0,170.0]s
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速度，可直接根据计算轨道直接抽取，结果见表 4 和表 5。 

表 4 多项式质量模型下计算轨道在各采样点的位置和速度 

时间 X(m) X 速度(m/s) Y(m) Y 速度(m/s) Z(m) Z 速度(m/s) 

50 -1.114100E+06 -5.890000E+02 6.201300E+06 6.276400E+02 1.135600E+06 6.870500E+02

60 -1.121300E+06 -8.558900E+02 6.208600E+06 8.199600E+02 1.144100E+06 1.001400E+03

70 -1.131100E+06 -1.106100E+03 6.217600E+06 9.713100E+02 1.155600E+06 1.297100E+03

80 -1.143300E+06 -1.333300E+03 6.227900E+06 1.084500E+03 1.169900E+06 1.566300E+03

90 -1.157700E+06 -1.533300E+03 6.239200E+06 1.162400E+03 1.186800E+06 1.803900E+03

100 -1.173900E+06 -1.704100E+03 6.251100E+06 1.208200E+03 1.205900E+06 2.007700E+03

110 -1.191700E+06 -1.846700E+03 6.263200E+06 1.226500E+03 1.226900E+06 2.178400E+03

120 -1.210700E+06 -1.964300E+03 6.275500E+06 1.222500E+03 1.249400E+06 2.319800E+03

130 -1.230900E+06 -2.062900E+03 6.287600E+06 1.202300E+03 1.273200E+06 2.438900E+03

140 -1.252000E+06 -2.150500E+03 6.299500E+06 1.172100E+03 1.298100E+06 2.545100E+03

150 -1.273900E+06 -2.237000E+03 6.311100E+06 1.138100E+03 1.324100E+06 2.650100E+03

160 -1.296700E+06 -2.334200E+03 6.322300E+06 1.106400E+03 1.351100E+06 2.767900E+03

170 -1.320700E+06 -2.456000E+03 6.333200E+06 1.082700E+03 1.379500E+06 2.915100E+03

表 5 指数质量模型下计算轨道在各采样点的位置和速度 
时间/s X(m) X 速度(m/s) Y(m) Y 速度(m/s) Z(m) Z 速度(m/s) 

50 -1.114100E+06 -5.890300E+02 6.201400E+06 6.273400E+02 1.135600E+06 6.869900E+02

60 -1.121300E+06 -8.543200E+02 6.208600E+06 8.184300E+02 1.144100E+06 9.993500E+02

70 -1.131100E+06 -1.099400E+03 6.217600E+06 9.649800E+02 1.155500E+06 1.288900E+03

80 -1.143200E+06 -1.321500E+03 6.227800E+06 1.073800E+03 1.169800E+06 1.552100E+03

90 -1.157400E+06 -1.519700E+03 6.238900E+06 1.149900E+03 1.186500E+06 1.787600E+03

100 -1.173500E+06 -1.693900E+03 6.250700E+06 1.197900E+03 1.205400E+06 1.995300E+03

110 -1.191200E+06 -1.845100E+03 6.262800E+06 1.221700E+03 1.226300E+06 2.176100E+03

120 -1.210300E+06 -1.974400E+03 6.275100E+06 1.225000E+03 1.248900E+06 2.331300E+03

130 -1.230700E+06 -2.083600E+03 6.287300E+06 1.210900E+03 1.272800E+06 2.463000E+03

140 -1.252000E+06 -2.174600E+03 6.299200E+06 1.182500E+03 1.298000E+06 2.573200E+03

150 -1.274100E+06 -2.249300E+03 6.310900E+06 1.142200E+03 1.324200E+06 2.664200E+03

160 -1.296900E+06 -2.309600E+03 6.322000E+06 1.092400E+03 1.351300E+06 2.738300E+03

170 -1.320200E+06 -2.357400E+03 6.332700E+06 1.034900E+03 1.379000E+06 2.797500E+03

（4）计算轨道的误差分析 
根据计算轨道，以交汇定位轨道为基准，进行误差分析，得到结果见表 6 

表 6 计算轨道与定位轨道的残差分析 

多项式质量模型 指数质量模型 
时间/s xΔ  yΔ  zΔ  xΔ  yΔ  zΔ  

50 0.54418 -0.4241 -0.63987 -25.666 9.2976 -2.8733 
60 265.5897 -545.784 -257.773 -287.17 551.09 248.36 
70 898.8939 -1944.8 -846.717 -878.21 1910 785.44 
80 1673.276 -3892.9 -1513.09 -1556 3769.3 1335.7 
90 2317.136 -6114.97 -1947.61 -2068.2 5871.8 1612.4 
100 2536.675 -8368.06 -1812.73 -2165.3 8008.8 1330.1 
110 2040.812 -10449.7 -772.399 -1609.7 10015 215.98 
120 567.4067 -12207.4 1476.737 -181.8 11763 -1983.1 

- 18 - 



130 -2091.21 -13545.7 5174.838 2315.8 13162 -5495 
140 -6065.22 -14430.9 10471.31 6055.5 14148 -10519 
150 -11387.2 -14891.2 17400.75 11184 14686 -17224 
160 -17974.2 -15015.2 25860.98 17822 14765 -25750 
170 -25286.5 -14952.6 35181.02 25703 14415 -35750 

通过误差平方和的计算，指数模型和多项式模型的计算轨道与交汇定位轨道的

误差平方和分别为 718.06 和 725.09，说明指数模型相对较优，飞行器轨道与基准轨

道更接近，即指数质量模型相对于多项式质量模型更好。 
实际上，空间飞行器质量随燃料燃烧逐渐减小，当燃料燃尽时，飞行器质量即

为有效载荷质量，此后飞行器质量稳定。负指数函数相对于多项式函数来说，随着

自变量增加，末端更加平缓，因此指数质量模型从一般经验来说会更好。而我们的

计算结果与此相吻合，从另一方面说明了前文建模与计算的正确性。 
 
（5）飞行器的位置—时间曲线和速度—时间曲线 

依照问题要求，提取指数模型的计算轨道数据，依照坐标轴分别画出坐标分量

与时间的变化曲线见图 15 和速度变化曲线见图 16。 
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图 15  0 号飞行器的速度—时间曲线   图 16  0 号飞行器的位置—时间曲线图  

5.3 问题三：观测卫星系统误差估计 

第二问中 0 号飞行器按指数模型下的计算轨道是在仅考虑正态随机误差条件下

经过计算得到的，可视为不存在系统误差的基准轨道。根据此基准轨道坐标值，利

用空间坐标转换方程可以反推出观测卫星对空间飞行器的观测值的估计值。然后，

通过与实际观测值的比较分析和计算，实现系统误差的估计。 
5.3.1 系统误差存在性判定 

在理论上，将 06 号和 09 号卫星在同一时刻对同一飞行器的观测值，转换到基

础坐标系后应相等。然而由图 9 可知，实际中两颗卫星的观测值在基础坐标系下并

不相等，这是因为观测数据存在误差。由于观测误差直接影响到对空间飞行器的观

测定位、预警、拦截等一系列后续动作，因此必须予以考虑。而不同类型的误差有

不同的特征和修正方式，因此首先要对观测数据是否存在误差以及误差类型进行判

定。 
根据误差分析与处理理论，可通过参与误差观测法判定观测数据是否存在系统

误差。计算 06 号和 09 号卫星观测数据在基础坐标系下的差值向量，即残余误差向

量。根据各个残余误差的大小和符号变化规律，观察残余误差曲线图形来判断有无
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系统误差。该方法主要适用于发现有规律变化的系统误差。 
作出 06 号和 09 号卫星观测数据在基础坐标系下的差值向量随时间变化关系

（见图 17）可知，每个分量都有规律波动，说明 06 号观测卫星和 09 号观测卫星组

成的观测网存在系统误差。 
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图 17  三个坐标分量差值向量随时间变化关系 

5.3.2 观测值与其估计值的转换关系 
依题意，可将各种系统误差折合为三轴指向误差。在 ,α β 二维观测数据平面上，

三轴指向误差表现为两个平移误差 ,d dα β 和一个旋转误差 dθ ，如图 18 所示。记

A ( , )α β 是根据基准轨道计算所得理论位置，A′ ( , )α β′ ′ 为实际观测位置，包含系统

误差 , ,d d dα β θ 。 

dθ

α

β

o

A′

A
( , )α β

( , )α β′ ′

( ,d d )α α β β+ +

 
图 18  系统误差的转换关系 

通过空间几何关系可知，在二维平面 ,α β 内，根据坐标旋转，有 
cos sin
sin cos

d d d
d d d

α θ θ α α
β θ θ β
′ − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦β

              （10） 

即可得方程组 
( ) cos ( )sin
( )sin ( )cos

d d d d
d d d d

α α α θ β β θ
β α α θ β β
′ = + − +⎧

⎨ ′ = + + +⎩ θ
              （11） 

高次超定非线性方程组通常很难得到确切解，可先进行简化。由于旋转误差 dθ 的

值通常较小，因此可作如下近似：cos 1dθ ≈ ， sin d dθ θ≈ 。对式（11）进行化简，

整理得： 
d d d d
d d d d

α α β θ α β θ
β β α θ β α θ
′ = − + −⎧

⎨ ′ = + + +⎩
                       （12） 

若已知 ( , )α β 向量和它的观测值向量 ( , )α β′ ′ ，式（12）只有 , ,d d dα β θ 三个未知量，

可以通过最小二乘求得最优解，即得系统误差。 

5.3.3 基准 ( , )α β 向量的计算 
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将第二问的计算轨道视为基准轨道，取任意时刻的坐标值，利用空间坐标转换

方程，反演计算观测值的真值α ， β 。 

对 i（ ）号观测卫星有 6 ,9i =

( ) ( )
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

( )( ) ( )
0

1i i
c

i i i i
c

ii i
c

x x

y y R x

z z

α

β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

i
s                   （13） 

将计算轨道上各点坐标值与观测卫星坐标代入上述方程组，对每一空间坐标点

可列出 3 个方程，每个方程有 3 个未知数 ,α β 及 sx ，因此，可解得卫星观测轨道上

所有点对应的真值α ， β 。 
5.3.4 系统误差估计 

模型一：非线性规划模型 
由于系统误差 , ,d d dα β θ 通常为定值，又 ( , )α β ， ( , )α β′ ′ 已知，则可建立非线

性规划模型，利用 Lingo 软件求解。设目标函数为 

( ) (
600 600

2 2

1 1

min
i i

Q d d d d d dα α β θ α β θ β β α θ β α θ
= =

⎛ ⎞′ ′= − + − + + − − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ )d d  

模型二：线性回归模型 
根据式（10）和cos 1dθ ≈ ， sin d dθ θ≈ 得 

'1
1

d d
d d

α α θ α
β β θ β
+ − ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
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即
'

'

d d
d d

α α α β θ
β β α θ β

′⎧ + = −
⎨ ′+ = +⎩

。令

x d
y d
z d

α
β
θ

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

得
'

'

x z
y z

α α β
β α β

′⎧ + = −
⎨ ′+ = +⎩

，利用 号观测卫星的i ( , )α β ，

( , )α β′ ′ 进行回归可得系统误差。 
经过计算，两种模型得到的结果近似。 
由模型二得到的结果为 

卫星编号 系统误差dα  系统误差 dβ  系统误差dθ  
06 -0.015 0.008 0.133 
09 1.36E-4 1.39E-4 1.4E-4 

 
5.3.4 修正系统误差后的飞行器轨道估计 

根据二维平面 ,α β 内的坐标旋转公式（12），可得卫星观测数据的修正公式： 
1cos sin

sin cos
d d d
d d d

α θ θ α α
β θ θ β

− ′−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦β

 

对卫星观测数据的系统误差进行修正后，飞行器的轨道估计与第二问方法一致。得

到的 06 号和 09 号卫星对 0 号飞行器的轨道如下图 19 所示。 
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图 19  经过系统误差修正后两个卫星对 0 号飞行器的估计轨道 

从上图可以得出结论，经过系统误差修正后，两个卫星对 0 号飞行器估计的轨道基

本完全一致，其误差平方和为 7.5821 米。提出相应抽样点的坐标见下表 7。 

表 7 修正误差后 0 号飞行器轨道坐标 

 06 号卫星 09 号卫星 
时间(s) X(m) Y(m) Z(m) X(m) Y(m) Z(m) 

50 -1113879 6201761 1136275 -1113797 6201817 1136170 
60 -1121063 6208412 1144347 -1120906 6208522 1144153 
70 -1130424 6215935 1155116 -1130239 6216068 1154890 
80 -1141993 6224237 1168616 -1141815 6224371 1168400 
90 -1155795 6233223 1184872 -1155644 6233341 1184690 
100 -1171844 6242798 1203897 -1171732 6242889 1203762 
110 -1190148 6252865 1225697 -1190077 6252924 1225612 
120 -1210705 6263325 1250266 -1210673 6263353 1250227 
130 -1233507 6274081 1277590 -1233505 6274083 1277588 
140 -1258538 6285036 1307647 -1258555 6285020 1307667 
150 -1285773 6296094 1340405 -1285797 6296071 1340433 
160 -1315182 6307161 1375824 -1315199 6307144 1375845 
170 -1346726 6318144 1413856 -1346726 6318145 1413856 

分别绘出 06 号和 09 号卫星的位置—时间曲线，见图 20。 
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图 20  系统误差修正后 0 号飞行器的位置—时间曲线 

 

5.4 问题四：单星或者多星定轨模型与误差分析 

5.4.1 单星对一个飞行器的定轨 
如果仅有 09 号卫星对 01 号空间飞行器进行轨道估计，一般情况下，由于测量

值仅有 ' , 'α β 和 09 号卫星的系统误差 , ,d d dα β θ ，利用转换公式 
1 '

'

cos sin
sin cos

d d d
d d d

α θ θ α α
β θ θ β

− ⎡ ⎤−
β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
                 （14） 

可以得到真值 ,α β 。 
根据基础坐标 与观测坐标系c c cO X Y Z− c s s s sO X Y Z− 的转换方程 

0

0

0

1c

c

c

x x
y y R
z z

α
β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤

sx
⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                         （15） 

如果仅有 09 号卫星的坐标 0 0 0( , , )x y z 和它的转换矩阵 R ，但未给出 sx ，无法确定 01
号空间飞行器的基础坐标( , , )c c cx y z 。因此必须知道 01 号空间飞行器的一些先验信

息，如它的轨道特殊性、本身质量等参数，或者对它进行较强的轨道假定。 
一般来说，飞行器在极短时间内，如远小于0.2 内，飞行距离并不大，相对地

面来说，可以假定它的空间位置没有变化。于是在这个较强的假定下，建模流程见

图 21。 

s
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图 21  单星定轨建模流程 
 

设 09 号观测卫星在极短时间内测得 01 号空间飞行器的两个观测值为

，由（14）可得' '( , ), 1,2i i iα β = ( , ), 1,2i i iα β = ，则在 s s s sO X Y Z− 坐标下它的两个坐标

为 (1, , ) , 1,2i i isx iα β = ，另外已知 09 号观测卫星的对应的基础坐标分别为

。于是，01 号空间飞行器在0 0 0( , , ), 1,2i i ix y z i = c c cO X Y Zc− 下的两个坐标为 

0

0

0

1
, 1,2

ic i

ic i i i is

ic i i

x x
y y R x i
z z

α
β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                   (16) 

假定
1 1 1 2 2 2( , , ) ( , ,c c c c c c )x y z x y z= ，得 

               
10 20

10 1 1 1 20 2 2 2

1 210 20

1 1

s s

x x
y R x y R x
z z

α α
β β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

该三个方程中仅有两个未知量 , 1,2isx i = ，如同问题 2 中两个观测卫星对同一空间飞

行器测得坐标方程组联立求解一样，通过最小二乘求解得到 1sx 和 2sx ，通过（16）
式得到观测卫星在 的初始时刻的两个坐标坐标，取平均进行修正。 c c cO X Y Z− c

同理，可以联立下两个观测点得到空间飞行器在基础坐标中的下一个坐标，以

此类推。根据所给 meadata_9_1.txt 数据得到 01 空间分析器的估计轨道，如图 22 所示。 
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图 22  09 号卫星对 01 号飞行器轨道估计 

抽取部分抽样点的的坐标见表 8。 

表 8  09 号卫星对 01 号飞行器的轨道估计坐标 

时间(s) X(m) Y(m) Z(m) 
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70.2 1639514 8292144 4720203 
80 1600530 8192584 4667351 
90 1549417 8163687 4680717 
100 1496353 8146576 4705108 
110 1442573 8133260 4733140 
120 1388428 8121485 4762727 
130 1334054 8110374 4793058 
140 1279518 8099517 4823752 
150 1224857 8088689 4854599 
160 1170094 8077766 4885482 
170 1115243 8066666 4916323 
180 1060316 8055339 4947074 
190 1005319 8043750 4977700 
200 950261.3 8031873 5008177 

位置—时间曲线，见图 23。 
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图 23  09 号卫星对 01 号飞行器估计轨道位置—时间曲线 

结合空间飞行器在 坐标下的简化方程 c c cO X Y Z− c

''
3

'( )( ) ( ) ( )
| ( )| ( )

m
e T r

G m tr t F F r t v t
r t m t

= + =− +

) i

 

类似问题 2 的解法，选取适当的质量模型，可以得到 01 空间分析器的更精确的轨

道。 
 

5.4.2 多星对一个飞行器的定轨 
对于 个观测卫星，已知它们的系统误差为( 3n n ≥ ( ) ( ) ( ), ,i id d dα β θ ，首先可以

通过测得 组数据 和式（14）得到( , )n ' '( , ), 1,2, ,i i iα β = n , 1,2, ,i i i nα β = 。 
设空间飞行器在 s s s sO X Y Z− 观测坐标下的坐标为(1, , )i i isxα β ，则在 坐

标系下的坐标为 
c c cO X Y Z− c

n

)

0

0

0

1
, 1,2, ,

ic i

ic i i i is

ic i i

x x
y y R x i
z z

α
β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

               (17) 

由于空间飞行器在同一时刻下的基础坐标( , ,ic ic icx y z 总相同，因此可以建立

个方程的方程组，但却只有 个未知数

23 nC×
n 2( 3 nn C< × ) , 1,2, ,isx i n= ，因此根据最小二

乘法可以得到 , 1,2, ,isx i n= ，从而可以确定空间飞行器在该时刻下在这n个观测卫

星下的基础坐标。 
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由于采用最小二乘法近似计算，在不同观测卫星下，空间飞行器的坐标可能略

有不同。但是，如果观测卫星数越多，样本点越大，求得的飞行器的基础坐标差别

会越小，会更精确。另外，如果 个观测卫星在多个时刻同时测得数据，通过数据

融合方法，可以得到更精确的飞行器轨道曲线。 
n

显然，多星共同轨道测试时不需要单星轨道测试那样强的假设条件，测得效果

应该会更准确。另外，不管是单星还是多星轨道测试，可以根据上一刻测试结果，

通过卡尔曼滤波等方法预测飞行器下一时刻的轨道。 
5.4.3 多星对多个飞行器的定轨 
多星对多个飞行器的定轨估计可以归结到多星对一个飞行器的定轨问题，但是

这涉及到两个难点。 
难点一：时间配对，即现实情况是多个卫星是在不同时刻对不同飞行器进行测

试的，需要筛选在同一时刻，有几个测试卫星在对同一飞行器进行测试。 
难点二：轨道配对，如果有多个飞行器，不易分清多个测试卫星测得的数据是

否是同一个飞行器的，需要数据融合，确定测的是同一个飞行器的状态参数。 
 

6、模型评价 

6.1 模型的优点 
（1）在建立模型过程中思路清楚，计算方法得当，计算过程详实，计算结果

可信。 
（2）在编程过程中，对参数的选取不断优化，模型的推导严谨。 
（3）对不同的情况能有针对性建模。 
（4）从误差分析上看，不管是拟合误差，还是轨道的误差都比较小，说明我

们的模型是可靠的。 
  
6.2 模型的缺点 
（1）由于问题 1,2 中没有考虑系统误差，问题 3,4 考虑了系统误差，但是解决

问题 3,4 时用到了问题 1,2 中相关结果，难免使得系统误差的估计不够准确。题目

本身使得使用所给数据在求解过程中犯了逻辑错误。 
（2）由于卫星实际测轨时情况多样，不同过程参数估计不够精确，简化假设

太多，造成模型的实用性降低。 

7、模型进一步推广 

为了保证多个卫星对多个空间飞行器测量数据的精度，通过信息融合可以有效

提高短时信号的频率估计精度，从而提高测距精度。如在雷达非线性度校正等过程

中，采样所得信号中往往包含大量的噪声和干扰信号，并且其中一些干扰信号的频

率往往与被测频率相近（将这类干扰信号简称为“邻近频率信号”）。当信噪比较低

时，邻近频率信号和冲击噪声等对频率估计精度有严重影响。例如，为测量图 24 中

物体α 的 X 坐标 ，雷达 重复测量了 5次，得到的采样信号如图 25 所示，其中包

括频率为

1c 1A
fx 、幅度为 2 的回波信号（如图 25 中的灰色直线）、幅度分别为 4 和 3 的

两个邻近频率信号（如图 25 中的两条黑色直线）、幅度为 10、分别出现于第 1“伪

平稳”时间 
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图 24  多段采样信号示例 
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图 25 包含邻近频率信号的采样信号示例图表 

段和第 5“伪平稳”时间段的两段冲击噪声（如图 25 中的两个黑色圆圈）。此时，使

用现有频率估计方法较难检测出被测频率 fx 。例如，基于 DFT 的频谱校正类方法均

不能反映局部时域信息，所以不能区分出冲击噪声。再例如，短时傅立叶变换（STFT）

因为多段正弦信号具有数倍于单段信号的信息量，从信息论观点来看，对多段正弦

信号进行信息融合能有效提高信号处理精度。例如图 26 所示，在相同采样频率和相

同信噪比条件下对同一被测频率信号分别进行五次采样，得到五段采样信号，对应

的幅频响应依次如曲线 1～5所示。其中，前四次采样过程的持续时间相同，而第五

次采样过程的持续时间为前四次之和。可以看出，由于前四段采样信号的持续时间

短，所以各段采样信号中包含的信息量较少，导致曲线 1～4的主瓣较宽，抗噪性差。

将此四段采样信号构成一个多段同频等长信号并进行信息融合处理之后，则得到的

功率谱将类似于曲线 6所示，其主瓣宽度应比曲线 1～4都窄，甚至接近于曲线 5的

主瓣宽度（注：由于第五段采样信号和多段同频等长信号长度相等，所以曲线 6 的

主瓣宽度不可能小于曲线 5）。 

多段信号融合方法研究具有必要性。由于被测频率持续时间短，即使采用频谱

校正等方法也难以克服单段信号长度不足对频率估计精度的限制。而多段信号十分
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易于获取，包含信息量大，能够从源头上为频率估计精度的改善提供良好的条件。 

 

 
图 26  频率持续时间对功率谱主瓣宽度的影响 
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