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题 目       基于卫星无源探测的空间飞行器主动段 

轨道估计与误差分析 

摘       要： 
本文主要研究了卫星无源探测空间飞行器主动段的轨道估计及误差分析问题，

根据 4 个问题的不同要求，建立了相应的数学模型并求解，实现了卫星轨道估计、
飞行器轨道估计、系统误差估计以及联合轨道估计和误差分析等。主要工作包括： 

（I）问题 1：对描述观测卫星轨道的简化运动方程这个二阶微分方程进行了降
阶，继而提出了一种自适应定点的四阶龙格库塔算法求解运动微分方程，估计了 09
号卫星轨迹，该星在 50s、100s、150s、200s、250s 时刻的位置分别为（ 61.77381 10× ，

68.16138 10× ， 64.51669 10× ）、（ 61.50163 10× ， 68.12676 10× ， 64.68468 10× ）、
（ 61.22770 10× ， 68.08270 10× ， 64.84722 10× ）、（ 59.52349 10× ， 68.02925 10× ，

65.00413 10× ）、（ 56.75894 10× ， 67.96650 10× ， 65.15524 10× ）。 
（II）问题 2：针对卫星观测的数据时间异步问题，提出了一种基于样条插值拟

合的数据同步算法。因卫星对飞行器的量测所在的观测坐标系与数据处理所在的基

础坐标系不一致，推导了观测坐标系与基础坐标系的转换关系，将数据信息统一到

基础坐标系下。根据空间飞行器在卫星观测坐标系下的约束关系，建立了双星无源

逐点交汇定位的算法模型，并利用同步后的数据解算出双星观测条件下的飞行器空

间轨迹，继而基于中心差分理论得到飞行器各时刻的速度、加速度。根据 ( )rv tG
和 ( )m t

的物理意义和变化规律，对二者分别建立了含有未知参量的近似模型，完善了主动

段空间飞行器的运动方程，直接将飞行器的轨迹、速度和加速度数据代入运动方程

可实现模型中未知参数的估计，为简化参数估计，提出了一种基于级数理论的多项

式模型来拟合 ( ) ( ) / ( )rv t m t m tG � 这一整体，给出了对多项式各阶次系数的估计方法，并

对不同阶次多项式模型的性能进行了分析对比。空间飞行器的运动数据同（I）用四



 

阶龙格库塔法解算运动方程得出。基于上述模型解算出了 0 号飞行器在各个采样点

的位置和速度，各位置分量的残差分别为： 21.60681 10× 、 21.19288 10× 、 21.97124 10× ，

各速度分量的残差分别为：6.78000、4.03933、8.33612 。 
（III）问题 3：根据坐标转换模型和观测坐标系下的量测方程，确定系统误差、

飞行器空间位置和卫星量测数据的关系，建立方程组，通过对方程组未知量个数与

自由度关系的分析，发现不能利用逐点交汇方法估计系统误差；进而提出了一种系

统误差估计的滑窗四点交汇方法，该方法通过相邻四点的滑动，实现了系统误差动

态 估 计 。 估 计 出 的 系 统 误 差 为 -3
06 1.35166 10α = ×d ， -3

06 1.30491 10β = ×d ，
-4

06 8.96365 10θ = ×d ， -4
09 8.38309 10α = ×d ， -4

09 5.15881 10β = ×d ， -3
09 1.17204 10θ = ×d 。

通过求解的系统误差对附件的观测数据进行修正，利用修正后的数据，采用（II）
的方法对飞行器进行轨道估计和误差分析。 

（IV）问题 4：针对单星单飞行器无源轨道估计问题，结合短时间内飞行器的

运动特征，建立了联合序贯多点轨道估计模型、无约束最优化轨道估计模型和基于

轨道平面约束的轨道估计模型。利用（III）求得的系统误差对卫星观测数据进行修

正，继而基于联合序贯多点轨道估计模型解算出飞行器的轨道参数，实现了单卫星

对 1 号飞行器的轨道估计和误差分析。根据坐标转换模型、观测坐标系下的量测方

程，通过讨论关于轨道参数和系统误差值的方程组是否可解来确定多星多飞行器联

合轨道与误差估计的可行性。通过比较方程组自由度和待估计的轨道参数和系统误

差的个数，得出了可估计系统误差的条件：在观测卫星个数 M 与空间飞行器数目 P
满足 2 3 2≥ +MP P M 时，系统误差可估计。 

 
关键词：轨道估计，系统误差，四阶龙格库塔算法，滑窗四点交汇，基于级数

理论的多项式模型，联合序贯多点 
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一、问题重述 

对他国发射具有敌意的空间飞行器实施监控并做出快速反应，对于维护国家安全具

有重要的战略意义。发现发射和探测飞行器轨道参数是实现监控和做出反应的第一步，

没有观测，后续的判断与反应都无从谈起。卫星居高临下，是当今探测空间飞行器发射

与轨道参数的重要平台。 
装置于卫星上的探测器包括有源和无源两类：有源探测器采用主动方式（如雷达，

激光）搜寻目标，同时具备定向和测距两种能力；无源探测器则被动接收目标辐射。采

用无源探测器的观测卫星常采用红外光学探测器，只接收目标的红外辐射信息，可定向

但不能测距。对于火箭尾部喷焰的高度敏感性是红外技术的长处，但易受气候影响与云

层干扰则是其缺点。探测的目的是为了推断空间飞行器的轨道参数，推断是基于观测数

据并通过数学模型与计算方法做出的。当观测卫星飞行一段时间，探测器测得目标相对

于运动卫星的观测数据，以观测卫星和空间飞行器的运动模型和观测模型为基础，对空

间飞行器的轨道参数（包括轨道位置、速度初值和其他模型参数）进行数学推断，为飞

行器类别、飞行意图的判断提供信息基础。空间飞行器轨道一般可分为三段，依次为：

靠火箭推进的主动段、在地球外层空间的惯性飞行段和再入大气层后的攻击段。主动段

通常由多级火箭相继推进，前一级火箭完成推进后脱落，由后一级火箭接力。惯性飞行

段在空气阻力极小的大气层外，靠末级火箭关机前获得的速度在椭圆轨道上作无动力惯

性飞行。攻击段则根据任务需求，受控制后再入大气层，飞向目标。对于卫星而言，在

其寿命结束前一直绕地飞行，故无攻击段。 
主动段又可细分为若干子段：垂直上升段，程序拐弯段和重力斜飞段。按最优轨道

设计，为节约燃料，箭体应尽快穿过稠密大气层，故火箭一般先垂直发射。程序拐弯段

连接垂直上升段与重力斜飞段，在外力矩控制下使箭体转过一定角度，该段完成后外加

力矩撤销，进入斜飞状态。第一级火箭通常负担“垂直段+程序拐弯段（加外力矩）+
重力斜飞段的前段”的推进（视发动机的特性），重力斜飞段的后程则靠第二、第三级

火箭相继完成。由于斜飞状态下地球引力与推力不在同一直线，所以箭体质心的运动轨

迹为带一定弧度的光滑曲线。 
单个红外光学探测器不具备测距能力，但借助多颗（含两颗）观测卫星的同步观测

能够进行逐点定位，再结合空间飞行器的运动模型，可以进行轨道参数估计。在单星观

测条件下，利用空间飞行器轨道的特殊性，结合较强的模型约束也可得到一定精度轨道

参数估计。由于受大气影响，垂直上升段的火箭尾焰不易观测，程序拐弯段的运动方程

又较为复杂，所以本题重点关注重力斜飞段的后程段，本题的研究集中于此段。 
观测数据不可避免地带有各种误差，观测误差包括随机误差和系统误差。假设随机

误差为直接叠加在观测数据上的白噪声，可能产生于背景辐射干扰与信息处理等多个方

面。经由适当的简化模型，各种系统误差最终可以折合为观测坐标系的原点位置误差和

三轴指向误差。根据工程经验，原点位置误差影响较小，而三轴指向误差影响较大，对

三轴指向误差进行估计对于提高估计精度很有帮助，本题只考虑三轴指向误差。三轴指

向误差在二维观测数据平面上表现为两个平移误差和一个旋转误差。 
现以中低轨近圆轨道卫星为观测星座对假想的空间飞行器进行仿真观测，生成仿真

观测数据，要求利用仿真观测数据，对假想空间飞行器的轨道参数进行估计。在仅考虑

随机误差的条件下，研究下列问题： 
问题1：观测卫星在任意时刻的位置计算是估计的前提，请根据附件satinfo.txt和观
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测卫星的简化运动方程（2），计算09号观测卫星在50.0s、100.0s、150.0s、200.0s、250.0s
五个时刻的三维位置。结果保留6位有效数字。 

问题2：在本题给定的仿真数据下，06号和09号观测卫星对0号空间飞行器形成了立

体交叠观测，请结合立体几何知识按照逐点交汇定位的思路，给出0号空间飞行器在公

式（1）框架下的轨道估计，注意选取适当的 ( )rv tG
和 ( )m t 的表示模型。按照从50.0s到170.0s

间隔10.0s进行采样，计算并列表给出0号空间飞行器在各个采样点的位置和速度，并给

出估计残差。结果保留6位有效数字。同时绘制0号空间飞行器的三个位置t-x、t-y、t-z
和三个速度t-vx、t-vy、t-vz曲线示意图。 

问题3：若06和09号两颗观测卫星均有可能带有一定的系统误差，对系统误差进行

正确的估计能够有效提高精度。利用上述的逐点交汇方法能否同时对系统误差进行估

计？若不能，是否还有其他的思路能够同时估计系统误差与轨道？给出你的解决方案与

估计结果。在报告中除给出与第二问要求相同的结果外，还应分别给出两颗观测卫星的

系统误差估计结果，共六个数值 , ,d d dα β θ ，分别是两颗卫星的 。 
问题4：对只有09号观测卫星单星观测的01号空间飞行器进行轨道估计，结果形式

要求同第三问，注意参考第三问的系统误差估计结果。并进一步考虑在同时有多颗观测

卫星观测多个空间飞行器的情况下能否联合进行系统误差估计？ 

二、问题假设 

根据题意，可以进行如下假设： 
1、地球公转周期远大于空间飞行器的观测弧段时长，故本题在短时间内认定基础

坐标系为惯性坐标系，该基础坐标系不随地球旋转； 
2、目标运动具有连续性和渐进性； 
3、假设随机误差为直接叠加在观测数据上的白噪声，可能产生于背景辐射干扰与

信息处理等多个方面； 
4、假设利用两个平移误差可以代表三轴误差； 
5、 ( )m t 一般而言应为严格单调递减的非负函数， ( )rv tG

的方向一般应与飞行器的速

度方向相同，其大小稳定； 
6、题目仅关注飞行器的重力斜飞段的后程段； 
7、不考虑空间飞行器各点的速度差异； 
8、不考虑空间飞行器因火箭燃料消耗而产生的位移； 
9、作用于飞行器上的所有外力都通过质心，即不计空间飞行器在飞行过程中绕质

心的转动。 
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三、符号说明 

论文中涉及到的符号说明如下： 

符号 含义 单位 备注

mG  地球引力常数 143.986005 10mG = ∗  3 2/m s  

( )cr tG  为空间飞行器在基础坐标系下的位置矢量 m 

( )cr tG��  空间飞行器在基础坐标系下的加速度 2m s  

( )m t  瞬时质量 kg 

( )m t�  质量变化率 kg s  

( )mc tα  t时刻 m 号卫星对某一飞行器的估计比值
y
x

α =   

( )mc tβ  t时刻 m 号卫星对某一飞行器的估计比值
z
x

β =   

( )m tρG  t时刻 m 号卫星位置 ( )r tG 在 c c cX O Y 面得投影向量  

(t)xr
G��  空间飞行器在基础坐标系下位置矢量在 s sO X 方 m 

(t)yrG��  空间飞行器在基础坐标系下位置矢量在 s sO Y 方向 m 

(t)zr
G��  空间飞行器在基础坐标系下位置矢量在 s sO Z 方 m 

( )iR t
G

 i 号卫星在基础坐标系下的位置矢量 m 

( )ix tG  i 号卫星位置矢量 ( )iR t
G

在 s sO X 方向上的分量 m 

( )iy tG  i 号卫星位置矢量 ( )iR t
G

在 s sO Y 方向上的分量 m 

( )iz tG  i 号卫星位置矢量 ( )iR t
G

在 s sO Z 方向上的分量 m 

(t)isrG��  i 号卫星观测的飞行器加速度 2m s  

( )isr tG
 i 号卫星观测的飞行器速度 m s  

XseG  观测坐标系的单位方向向量 c cO X
JJJJJG

   

XyeG  观测坐标系的单位方向向量 c cO Y
JJJJG

  

XyeG  观测坐标系的单位方向向量 c cO Z
JJJJJG

  

为方便理解，其余符号将在文中陆续引出。 
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四、问题分析 

现阶段，太空战略已成为各个国家竞相发展的一个方面，而卫星无源探测系统是太

空预警探测系统的重要组成部分，它不仅关系到导航、定位、气象、测绘等民用的各个

方面，还关系到了国家领空安全，更是一个国家国防预警能力的体现。与有源探测相比，

无源探测具有探测距离远、频率分配受限少、抗电子干扰和抗毁能力强等优势。在太空

成为新战场的今天，卫星无源探测技术已成为取得太空优势的关键技术之一。 

无源探测器就是不主动辐射电磁波，只是被动接收目标辐射。这使其可定向但不能

测距，从而导致定位比较困难。目前卫星无源探测是卫星探测研究的热点，难点问题之

一。因为无源探测常采用红外光学探测器，只接收目标的红外辐射信息，对于火箭尾部

喷焰的高度敏感性是红外技术的长处，但易受气候影响与云层干扰则是其缺点，所以无

源探测的主要任务之一就是对弹道导弹等空间飞行器的轨道进行估计，推断该类空间飞

行器的轨道参数。当观测卫星飞行一段时间，探测器测得目标相对于运动卫星的观测数

据，以观测卫星和空间飞行器的运动模型和观测模型为基础，对空间飞行器的轨道参数

（包括轨道位置、速度初值和其他模型参数）进行数学推断，为飞行器类别、飞行意图

的判断提供信息基础。 

该类空间飞行器轨道一般包含三个阶段：火箭推进的主动段、地球外层空间的惯性

飞行段和再入大气层后的攻击段。主动段又可细分为若干子段：垂直上升段，程序拐弯

段和重力斜飞段。由于重力斜飞段的特殊性，因此对其研究成为了基于卫星无源探测的

空间飞行器轨道估计的重点。 

该类空间飞行器在基础坐标系下的主动段的简化运动方程如下： 

3

( )( ) ( ) ( )
| ( ) | ( )

m
e T r

G m tr t F F r t v t
r t m t

= + = − +
G G �G G G�� G                    (4-1) 

观测卫星的简化运动方程为： 

3( ) ( )
| ( ) |

m
e

Gr t F r t
r t

= =−
GG G�� G

                          (4-2) 

通过两颗卫星进行无源探测的空间飞行器主动段轨道估计过程如图 4.1 所示。红色

阴影（模块一）完成了卫星的轨迹估计，绿色阴影（模块二）表示了通过逐点交汇方法

对空间飞行器定位，并对所建的 ( )rv tG
和 ( )m t 模型进行参数估计，得出飞行器的运动方

程进一步估计飞行器轨道，并估计残差。蓝色阴影（模块三）代表通过时间段交汇方法

求解系统误差，然后在提高精度的前提下，对空间飞行器的轨道进行估计。 
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( )G
rv t ( )m t

 
图 4.1  基于卫星无源探测的空间飞行器轨道估计 

问题一需要解决的问题是：根据题目给出的卫星观测简化运动方程，结合初始条件

卫星的位置矢量和速度矢量，利用常微分方程组的数值解析方法计算出卫星的轨迹，同

时确定几个整数时刻的位置矢量及速度矢量。需注意的一点是卫星的运动方程是二阶常

微分方程，还需要进行降阶。 
问题二需要解决的问题可以分为四个方面：一是卫星观测数据同步问题（对应图

4.1 中的双星同步模块），即对于不同卫星表示同一目标位置的时刻集合扩大为一致，使

得所有观测轨迹的采样数据同步可利用样条插值的方法，将各卫星观测数据进行同步；；

二是通过坐标转换和双星无源逐点交汇方法，计算得到双星观测条件下的飞行器实际空

间轨迹；三是通过对所给 ( )rv tG
和 ( )m t 的建模，利用双星无源逐点交汇方法得到的轨迹

对模型中的参数进行估计；四是结合所得到的估计参数，利用飞行器运动方程，通过微

分方程组的解出估计出空间飞行器的轨迹，比较通过双星观测的飞行器空间轨迹和通过

微分方程组解出空间飞行器的轨迹，求解残差，形成对比。 
问题三需要解决的问题是：确定双星无源逐点交汇方法的系统误差估计的可行性，

使用滑窗四点交汇法估计出系统误差，通过求出的系统误差对附件给出的 06 与 09 号卫

星观测数据进行修正，利用修正后的数据，采用第二问的解法对飞行器进行逐点交汇定

位和轨道估计，并计算出相应的残差。 
问题四需要解决的问题可以分为两个方面：一是研究单星无源探测定位的特殊性，

寻求建立综合多时刻观测集合的单星定位模型，通过利用第三问求出的系统误差对 09
号卫星的观测数据进行修正，利用修正后的观测数据对 01 号飞行器进行定位和轨道估

计。二是对多卫星多飞行器无源跟踪问题进行研究，将系统误差估计转化到方程是否可

解的问题上来。通过对方程个数与未知量的个数的分析比较，得出可以估计系统误差的

条件。 
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五、模型的建立与求解 

5.1  问题一的建模与求解 

卫星轨道的精确估计是空间飞行器轨道估计的基础，该问题的目的便是对卫星的轨

道参数进行估计。在已知卫星初始时刻的轨道参数及其运动方程的条件下，通过解常微

分方程即可得到卫星轨道的参数。在对常微分方程进行降阶之后，采用了一种自适应定

点的四阶龙格库塔算法，得到卫星轨道的数值解，为空间飞行器的轨道估计奠定基础。 

5.1.1  卫星轨道模型及算法 

根据题中所给的观测卫星的简化运动方程及其初始条件建立卫星轨迹的常微分方

程组： 

( )
( )

2
09

092 3

09

09 0 0 0

( ) ( )
| ( ) |

( ) ( )

(0) , ,

(0) (0), (0), (0)

m
e

T

x y z

d R t GF R t
dt r t

dR t v t
dt

R x y z

v v v v

⎧
= = −⎪

⎪
⎪
⎪ =⎨
⎪
⎪ =
⎪
⎪ =⎩

G�� G G
G

G�

G
                  (5.1-1) 

代入 ( )09 ( ) ( ), ( ), ( ) TR t x t y t z t=
G

和 ( )( ) ( ), ( ), ( )
T

x y zv t v t v t v t=
G

于公式(5.1-1)得到模型： 

2

3/22 2 2 2

2

3/22 2 2 2

2

3/22 2 2 2

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

⎧
⎪ = − =
⎪ ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦⎪
⎪⎪ = − =⎨

⎡ ⎤+ +⎪ ⎣ ⎦
⎪
⎪ = − =⎪ ⎡ ⎤+ +⎪ ⎣ ⎦⎩

m
x

m
y

m
z

Gd x t dx tx t v t
dt dtx t y t z t

Gd y t dy ty t v t
dt dtx t y t z t

Gd z t dz tz t v t
dt dtx t y t z t

          (5.1-2) 

式(5.1-2)构成了基本的运动轨道模型，进一步联合初始时刻卫星的初值，采用自适应定

点的四阶龙格库塔算法[1](Adaptive Fixed Point-4-Optical Step Runge-Kutta, AFP-4-OSRK)
求解出卫星轨迹的数值解。 

表 5.1  09 号卫星的初始时刻位置与速度 

位置/m 数值 速度/m/s 数值 

( )x t  2043922.166765  ( )xv t  5379.544693−  

( )y t  8186504.631471 ( )xv t  407.095342−  

( )z t  4343461.714791 ( )xv t  3516.052656−  
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由于卫星轨道的确定是空间飞行器轨道估计的基础，因此很有必要在卫星轨道估计

中保持较高的精度，同时确定采样点时刻卫星轨道估计值。为此在传统定步长的基础上

提出了 AFP-4-OSRK 算法，该算法既保持了步长的自适应能力，同时提高了算法的精

度。具体的 AFP-4-OSRK 算法如下： 

Step1：根据动力学规律有
( ) ( ) ( )( ) , ( ) , ( )= = =x y z

dx t dy t dz tv t v t v t
dt dt dt

则 

2 2 2

2 2 2

( ( ))( ( )) ( ( ))( ) ( ) ( ), ,= = =yx z
d v td v t d v td x t d y t d z t

dt dt dt dt dt dt
 

根据动力学规律有 ( ) dxv t
dt

= ，则
2

2

( )( ) xdv td x t
dt dt

= 。进而将模型(公式(5.1-2))降阶变换

为如下式的常系数微分方程组; 

3/22 2 2

3/22 2 2

3/22 2 2

( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

⎛ ⎞
⎛⎜ ⎟ −⎜⎜ ⎟ ⎡ ⎤+ +⎜ ⎣ ⎦⎜ ⎟
⎜⎜ ⎟
⎜ −⎜ ⎟
⎜⎜ ⎟ ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦⎜ ⎟

= =⎜ ⎟ −⎜ ⎟ ⎡ ⎤+ +⎜ ⎟ ⎣ ⎦
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
m

y

m

z

m

x

y

z

dv t
G x tdt

x t y t z tdv t
Gdt y t

dv t x t y t z t
dtG t Gdx t z t

x t y t z tdt
dy t v t

dt v t
dz t v t

dt

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎠

            (5.1-3) 

Step2：在步长 h条件下建立如下的模型公式： 

1 2 3 4

1

2 1

3 2

4 3

( 1) ( ) ( 2 2 )
6

( ( ))

( ( ) )
2

( ( ) )
2

( ( ) )

hG t G t K K K K

K f G t
hK f G t K

hK f G t K

K f G t hK

⎧ + = + + + +⎪
⎪

=⎪
⎪⎪ = +⎨
⎪
⎪ = +⎪
⎪

= +⎪⎩

            (5.1-4) 

Step3：尝试以 / 2h 为步长积分一次，结果记为{ }1/2
, /2 1

Nt
i h i

Y +

=
，再将步长连续计算三步

得到同一点的值记为{ }1/2
, /6 1

Nt
i h i

Y +

=
； 

Step4：记
1/2 1/2

, /6 , /2max
( )

t t
i h i hY Y

Er
Yal iε

+ +−
=

⋅
，利用 St.1 和 St.2 计算出 Er ，其中ε 为误差限，
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( )( ) ,t t
i i kYal i Y h f G Y= + ⋅ ； 

Step5：判断 1Er ≤ 是否成立，若成立则表示满足精度要求，此步积分成功；否则缩

小步长
0.25

2
s h Erh

−⋅ ⋅
= ，重新带入进行 St.3 计算。 

Step6：在截断中考虑到四阶方法的截断误差，利用两次的计算结果做周期外插，

得到 1/2tY + 和 1/2t tY Y +与 之间得 1/2
, /3
t

i hY + 、 1/2
, /6
t

i hY + 值。 ( )( 1/2) 1/2 1/2 1/2
, /6 , /3 , /6

1

1
15

N
t t t t

i h i h i h
i

Y Y Y Y+ + + +

=

⎧ ⎫= + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

Step7：计算 ( )( 1) ( 1/2) 1/2 1/2 1/2
, /6 , /3 , /6

1
15

t t t t t
i h i h i hY Y Y Y Y+ + + + += + + − 。这一结果能达到 5 阶的精度要

求。为了选取下一步的尝试积分步长，算法中要选取误差界 0Er 。 

Step8：判断 0Er Er> 是否成立，成立则取
0.25

2
s h Er−⋅ ⋅

，否则步长为3 2h 。 

Step9：通过表 5.1 的初值；依次通过 St.1- St.7 迭代解得微分方程的解。 
利用 AFP-4-OSRK 算法保持了采样时刻的取得更精确的值，从而通过卫星轨迹的

更精准的估计为空间飞行器的无源探测做好较高精度的铺垫。 

5.1.2  计算结果及分析 

根据初始数据表 5.1 和步长 0.2h = ， 6
0 1 10Er −≤ × 条件， 0Er 的取值来源于题目所要

最终结果保留 6 位有效数字。利用 Matlab 编程求得在 50s、100s、150s、200s、250s 的
三维位置，具体结果如表 5.2 所示。 

表 5.2   50s、100s、150s、200s、250s 的三维位置 

时刻/s X 方向大小/m Y 方向大小/m Z 方向大小/m 

50 61.77381 10×  68.16138 10×  64.51669 10×  

100 61.50163 10×  68.12676 10×  64.68468 10×  

150 61.22770 10×  68.08270 10×  64.84722 10×  

200 59.52349 10×  68.02925 10×  65.00413 10×  

250 56.75894 10×  67.96650 10×  65.15524 10×  

 

利用 AFP-4-OSRK 算法求解卫星运动微分方程模型，得到 09 号卫星的轨迹（从 t=0s
至 t=250s）如图 5.1(a)所示，其对应时刻的速度如图 5.1(b)所示。从图 5.1(a)可以看出 09
号卫星的空间轨迹近似一空间连续曲线。而从图 5.1(b)和图 5.1(d)可以看出 09 号卫星的

速度随时间是连续变化的，速度沿 X 轴方向上变化最小，沿 Y 轴变化的幅度最大。图

5.1(c)表明卫星在 Y 轴方向上的分量几乎不变，即卫星的运动轨道平面近乎平行于 XOZ
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面。 
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(a)   空间轨迹                                (b)   速度曲线 
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x 106 卫星随时间的位置变化
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分
量

/m
/s

卫星随时间的速度变化

 

 

x轴方向分量

y轴方向分量

z轴方向分量

 
(c)  位置随时间的变化                        (d)速度随时间的变化 

图5.1  09号卫星从t=0s至t=250s间隔1s的空间轨迹和速度曲线 

5.2  问题二的建模与求解 

利用 5.1 节中的卫星轨迹估计方法求出 06 号卫星的轨迹，结果如图 5.2 所示。由于

附件给出的不同卫星观测数据时间上不同步，如 meadata_06_00.txt 中观测的初始时刻

为 50.175444807276s，而 meadata_06_00.txt 中观测的初始时刻为 50.181218909269s，所

以对 09 与 06 号卫星的观测数据要进行数据处理，使得所有观测数据实现同步，从而确

定飞行器同一时刻在不同卫星中的观测数据，完成双星逐点交汇定位。其次，根据 ( )rv tG

和 ( )m t 的物理意义和变化规律，对二者分别建立了含有未知参量的近似模型，完善了主

动段空间飞行器的运动方程，直接将飞行器的轨迹、速度和加速度数据代入运动方程可
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实现模型中未知参数的估计，为简化参数估计，提出了一种基于级数理论的多项式模型

来拟合 ( ) ( ) / ( )rv t m t m tG � 这一整体，给出了对多项式各阶次系数的估计方法，并对不同阶

次多项式模型的性能进行了分析对比。再次，通过双星逐点交汇定位得出的飞行器位置

对建立的模型中各个参数进行估计，得到基础坐标系下的主动段的简化运动方程的明确

形式，然后采用四阶龙格库塔来估计出飞行器主动段的轨道。利用估计出的飞行器轨迹

与卫星观测到的轨迹进行比较，计算出残差。该问题可以分为以下步骤：卫星观测数据

同步、双星逐点交汇定位、参量建模与估计、飞行器轨迹估计建模和残差计算。 

1

1.5

2

2.5

x 106

8.05

8.1

8.15

8.2

x 106

4

4.5

5

x 106

X/m

06号卫星轨迹

Y/m

Z/
m

   -4500
-4400

-4300
-4200

-4100

-3000

-2500

-2000

-1500
4100

4200

4300

4400

4500

Vx(t)Vy(t)
 

V
z(

t)

单位：m/s

 
(a)   空间轨迹                (b)   速度曲线 

图5.2  06号卫星从t=0s至t=250s间隔1s的空间轨迹和速度曲线 

5.2.1  卫星观测数据同步 

5.2.1.1  样条插值 

对异步数据的同步算法主要有最小二乘拟合、多项式拟合、非线性拟合、拉格朗日

插值、样条插值等，各种算法都有相应的优缺点。采用样条插[2]值绘制的曲线不仅有很

好的光滑度，而且当节点逐渐加密时，其函数值在整体上能很好地逼近被插函数，相应

的导数值也收敛于被插函数的导数，不会发生龙格现象。因此采用样条插值法对卫星观

测数据进行同步。 
根据附件 meadata_i_j.txt 给出的 06 与 09 号卫星的不同时刻观测数据，分别画出 06

与 09 号卫星各观测时刻的观测量α 、 β 的散点图，如图 5.3 所示。 
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0.12
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   (a) 09 号卫星观测量α 的散点图            (b) 09 号卫星观测量β 的散点图 
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-0.63

-0.625

-0.62

-0.615

-0.61

-0.605

-0.6

时间/s

40 60 80 100 120 140 160 180
0.46

0.48

0.5

0.52

0.54

0.56

0.58

0.6

时间/s  
     (c) 06 号卫星观测量α 散点图            (d) 06 号卫星观测量β 的散点图 

图 5.3  06 与 09 号卫星观测量α 、 β 的散点图 
采用样条插值法对卫星观测数据进行同步，这里以三次样条插值的为例，具体的步

骤如下： 

Step1：给定区间[ ],a b 的一个划分 0 1 1n na t t t t b−= < < < < =" ， ( )tα 是α 的实际函数

( )f tα 在该区间上关于该划分的一个三次样条函数。设 ( )tα 在节点 it 处的二阶导数为：

''( ) ( 0,1, , )i it M i nα = = " ，因为在子区间 [ ]1i it t− 上 ( ) ( )it tα α= 是三次多项式,所以

''( )α t 在此小区间上是 t 的线性函数,且因为用线性插值,可知其表达式为： 

   1 1''( ) , ''( )i i i it M t Mα α− −= =     [ ]1,i it t t−∈  

1
1

1 1

'' ( ) i i
i i i

i i i i

t t t tt M M
t t t t

α −
−

− −

− −
= +

− −
 

记 1i i ih t t −= − ，则有 1
1'' ( ) i i

i i i
i i

t t t tt M M
h h

α −
−

− −
= + 连续两次积分得： 

3 3
1

1 1
( ) ( )( ) ( ) ( )

6 6
i i

i i i i i i i
i i

t t t tt M M A t t B t t
h h

α −
− −

− −
= + + − + −         (5.2-1) 
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其中, ,i iA B 为积分常数,可利用插值条件确定,即要求 ,i iA B 满足 

2 2
1 1 1

1 1( ) ( ), ( ) ( )
6 6i i i i i i i i i i i it M h A h f t t M h B h f tα αα α− − −= + = = + =  

并记 1 1( ) , ( )i i i if t y f t yα α− −= = ，则得 

2
1 1

2

1 1
6

1 1
6

i i i i
i

i i i i
i

A y M h
h

B y M h
h

− −
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 3
2 21 1 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( )( )

6 6 6 6
i i i i i i

i i i i i i i
i i i i

t t t t M t t M t tt M M y h y h
h h h h

α − − −
− −

− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

[ ]1( , , 1, 2 , )i it t t i n−∈ = "  

Step2：由上讨论可知,只要确定这 n+1 个值, 就可定出三样条插值函数 ( )α t 。为了

求出 ( 0,1, , )iM i n= " ,利用一阶导数在子区间连接点上连续的条件 '( 0) '( 0)α α− = +i it t ， 

求导一次,得在区间[ ]1−i it t 上的表达式为： 

         
2 2

1 1
1 1

( ) ( )' ( ) ( )
2 2 6

i i i i i
i i i i i

i i i

t t t t y y ht M M M M
h h h

α − −
− −

− − −
= − + + − −        (5.2-2) 

也就是在右端点 it 上有： 

1 1
1 1' ( 0) ( )

2 6 6 3
i i i i i i i i

i i i i i i i
i i

h h y y h h y yt M M M M M
h h

α − −
− −

− −
− = − − + = + +   

在左端点 1+it 上有： 

1 1
1 1 1 1' ( 0) ( )

2 6 3 6
i i i i i i i i

i i i i i i i
i i

h h y y h h y yt M M M M M
h h

α − −
− − − −

− −
+ = − − − + = − − +  

Step3：将上式中的 i-1 改为 i,即得在子区间[ ]1−i it t 上的表达式 1' ( )α +i t ,并由此得 

1 1` 1
1 1

1

' ( 0)
3 6
i i i i

i i i i
i

h h y yt M M
h

α + + +
+ +

+

−
+ = − − +  

利用 '( )α t 在内接点的连续性,即 1' ( 0) ' ( 0)α α +− = +i i i it t 就可得到关于参数的

1 1, ,i i iM M M− + 一个方程， 1` 1 1 1
1 1

16 3 6
i i i i i i i i

i i i
i i

h h h h y y y yM M M
h h

+ + + −
− +

+

+ − −
+ + = − 上式两边同乘
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以
1

6

i ih h ++
,即得方程 

1 1 1
1 1

1` 1` 1` 1

62i i i i i i
i i i

i i i i i i i i

h h y y y yM M M
h h h h h h h h

+ + −
− +

+ + + +

⎛ ⎞− −
+ + = −⎜ ⎟+ + + ⎝ ⎠

( 1,2, , 1)= −"i n  

若记

[ ] [ ]( )

1`

1

1`

1 1
1`

1

6 , ,

i
i

i i

i
i i

i i

i i i i i
i i

h
h h

h
h h

g f t t f t t
h h α α

μ

λ μ

+

+

+

+ −
+

⎧
=⎪ +⎪

⎪
= = −⎨ +⎪

⎪
= −⎪

+⎩

则所得方程可简写成： 

           1 12μ λ− ++ + =i i i i i iM M M g    ( 1,2, , 1)= −"i n  

即：                 

1 0 1 1 2 1

2 1 2 2 3 2

1 2 1 1 1

2
2

2n n n n n n

M M M g
M M M g

M M M g

μ λ
μ λ

μ λ− − − − −

+ + =⎧
⎪ + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + =⎩

"
                 (5.2-3) 

这是一个含有 n+1 个未知数、 n-1 个方程的线性方程组 . 要完全确定             

( 0,1, , )= "iM i n 的值还需要补充两个条件,这两个条件通常根据实际问题的需要，根据

插值区间[a,b]的两个端点处的边界条件来补充。即已知插值区间两端的一阶导数值

0 0'( ) ( ), '( ) ( )α αα α′ ′= =n nt f t t f t ，则可得到包含α i 的两个线性方程, ( )α t 在子区间[ ]0 1,t t 上

的 导 数 为
22

0 1 01 1
1 0 1 1 0

1 1 1

( )( )' ( ) ( )
2 2 6

t t y yt t hM M M M
h h h

α α − −−
= − + + − − 由 条 件

0 0 0'( ) ( )t f x yαα ′ ′= = 得 1 01 1
0 0 1 0

1

( )
2 6

y yh hy M M M
h
−′ = − + − − 即 1 0

0 1 0
1 1

62 ( )− ′+ = −
y yM M y

h h
 

Step4：同理由条件 '( ) ( )αα ′ ′= =n n nt f t y 得 1
1

62 ( )−
−

−′+ = − n n
n n n

n n

y yM M y
h h

 

即得确定 0 1, , ," nM M M 的线性方程组 

          

0 0

1 11 1

1 11 1

2 1
2

2
1 2

n nn n

n n

M g
M g

M g
M g

μ λ

μ λ − −− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

# #% % %                      (5.2-4) 
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其中，

[ ]

[ ]

0 0 1 0
1

1

6 ( , )

6 ( , )n n n n
n

g f t t y
h

g y f t t
h

α

α −

⎧ ′= −⎪⎪
⎨
⎪ ′= −
⎪⎩

 

利用线性代数知识,可以证明方程组的系数矩阵都是非奇异的，因此有惟一解。求

解确定 ( )α t 。同理可求 ( )β t 。对 06 与 09 号卫星的观测数据分别进行样条插值，完成

数据同步。 

5.2.1.2  计算结果及分析 

对附件中的两个卫星观测数据进行同步处理时，分别选取不同次数 n 的样条插值对

其插值，并对不同次数 n 样条插值得到的数值与真实数值的偏差即进行比较，最后确认

较优的 n 值。 

     表 5.3  09 号卫星观测数据不同次数插值结果分析 
α  3=n  4=n  5=n  6=n  

插值偏差和 0.0206241 0.00258375 0.00145688 0.00141936 
插值偏差均值 3.43735e-005 4.30624e-006 2.42813e-006 2.36561e-006
插值偏差方差 4.41193e-010 9.51605e-012 3.47706e-012 3.30412e-012
根据表 5.3 中的数据可以看出当次数取到 4 时插值偏差的均值的数量级就保持不

变，所以综合考虑精度与复杂度对观测数据进行 4=n 次的数据较优。 

表 5.4  09 号卫星观测数据不同次数插值结果分析 

β  1=n  2=n  3=n  4=n  

插值偏差和 0.921839 0.0625451 0.00165505 0.00160726 
插值偏差均值 0.001536399 1.04242e-004 2.75841e-006 2.678768e-006
插值偏差方差 8.33924e-007 3.90181e-009 4.88237e-012 4.52322e-012

根据表 5.4 中的数据可以看出当次数取到 3 时插值偏差的均值的数量级就保持不

变，所以综合考虑精度与复杂度对观测数据进行 3=n 次的数据较优。 

    表 5.5  06 号卫星观测数据不同次数插值结果分析 
α  3=n  4=n  5=n  6=n  

插值偏差和 0.00858123 0.00191533 0.00144179 0.00141628 
插值偏差均值 1.43021e-005 3.19222e-006 2.40299e-006 2.36047e-006
插值偏差方差 7.86630e-011 6.35052e-012 2.98034e-012 3.11212e-012

根据表 5.5 中的数据可以看出当次数取到 4 时插值偏差的均值的数量级就保持不

变，所以综合考虑精度与复杂度对观测数据进行 4=n 次的数据较优。 
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   表 5.6  06 号卫星观测数据不同次数插值结果分析 

β  3=n  4=n  5=n  6=n  

插值偏差和 0.0112285 0.00220244 0.00141590 0.00141628 
插值偏差均值 1.87142e-005 3.67073e-006 2.35983e-006 2.36047e-006 
插值偏差方差 1.30330e-010 6.93551e-012 3.13215e-012 3.11212e-012 

根据表 5.6 中的数据可以看出当次数取到 4 时插值偏差的均值的数量级就保持不

变，所以综合考虑精度与复杂度对观测数据进行 4=n 次的数据较优。 

5.2.2  双星逐点交汇定位的建模与求解 

在卫星无源探测系统中，目标量测所在的观测坐标系和数据处理所在的基础坐标系

并不一致，为将数据处理信息进行统一，需推导出观测坐标系与基础坐标系的转换关系。 

5.2.2.1  坐标转换建模 

建立基础坐标系如图 5.4 所示。其中 c c c cO X Y Z− 坐标系为基础坐标系。 s s s sO X Y Z− 为

观察坐标系。 

 
图 5.4  观测坐标系示意图 

对于在轨道上的某一卫星中心点 sO ，在基础坐标系下的坐标为 0 0 0( , , )x y z ，

( )0 0 0, ,=
JJJJJG

c sO O x y z 。对于观测坐标系下的三个方向的单位向量为 

0

0

0

0

0

0

Xs

x
r
ye
r
z
r

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

G
，

0 0

0 0

0 0

0 0

0

0

Zs

x z
r
y ze

r

r

ρ

ρ
ρ

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

G
，

0

0

0

0

0

Xy Xz Zs

y

xe e e

ρ

ρ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= × = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G G        (5.2-5) 

其中 2 2 2
0 0 0 0r x y z= + + ， 2 2

0 0 0x yρ = + 。 
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推导过程如下： 

c s
Xs

c s

O Oe
O O

=

JJJJJG
G JJJJJG ，

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0

2 2 2
0 0 0

0,0, , ,

0 0
Zs

Zs

Zs

z x y z
e

x y z z

−
=

− + − + −

G  

点 ( )0,0, Zsz 表示以 c sO O
JJJJJG

为法向量，过 sO 0 0 0( , , )x y z 点的平面与 c c c cO X Y Z− 坐标系下

的 c cO Z
JJJJJG

的交点，平面方程为 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0x x x y y y z z z− + − + − =              (5.2-6) 

计算得到
2

0

0
Zs

rz
z

= ，由于观测坐标系对于 s sO Z
JJJJJG

始终指向正北，因此， 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

2
0

20 0 0
0 0 0 0 00

2 22 2 22
2 2 0 0 0 0 00

0 0 0
0

2
0 0 0 0 0

0 0

, , , ,

, ,

Zs

rx y z z x z yz
e

z x z yrx y z
z

z x z y
r

ρ

ρ

ρ

ρ

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟ − −⎝ ⎠= =

⎛ ⎞ − + − +
− + − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

− −
=

G

     (5.2-7) 

由上面坐标转换可以得到，对于某一卫星观测的空间飞行器坐标 ( ), ,s s xM x y z ，它

在观察坐标系下的向量为 ( ), , T
s s s sO M x y z=
JJJJJG

，则在基础坐标系下的向量为 cO M
JJJJJG

： 

( )
0 0

0 0

0 0

1
α
β

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇒ = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

JJJJJG JJJJJG JJJJJG

G G G

c c s s

c s

c Xs Xy Xy s s

c s

O M O O O M
x x x x
y y e e e y y x
z z z z

E
     (5.2-8) 

其中

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

0

ρ ρ

ρ ρ
ρ

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

x y x z
r r
y x y z
r r
z
r r

E ，α β、 是题目所给出的无量纲比值。因此在观测坐标系下

的坐标点 ( ), ,s s sx y z 转换到基础坐标系下的点 ( ), ,c c cx y z ，转换公式为： 

                      
0 0

0 0

0 0

=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

c s s

c s s s

c s s

x x x x x
y y y y x y
z z z z z

E E                 (5.2-9) 
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5.2.2.2  双星逐点交汇定位的建模 

在 09 号和 06 号卫星无源定位时，通过基于样条差值拟合的数据同步算法实现了两

卫星观测数据的同步。设某一时刻空间飞行器在基础坐标系下的位置为 ( ), , T
c c cx y z ，利

用公式(5.2-8)，可以得到在 06 号和 09 号卫星下的坐标关系： 

09

09 09 09

09 09

06

06 06 06

06 06

1

1

α
β

α
β

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

c

c s

c

c

c s

c

x x
y y x
z z

x x
y y x
z z

E

E

                   (5.2-10) 

将式(5.2-10)联立化简为 =Ax b的形式有： 
    

09 09 09 09

09 09 09 09

09 09 09 09

09 09 09 09

09 09

09 09

06 06 06 06

06 06 06 06

06 06 06 06

06 06 06 06

06 06

06 06

09

09

0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0

ρ ρ

ρ ρ
ρ

ρ ρ

ρ ρ
ρ

α
β

α

−

− −

− −

−

− −

− −

−
−

x y x z
r r
y x y z
r r
z
r r

x y x z
r r
y x y z
r r
z
r r

09

09

09

06
09

06
09

06
09

06

06

06

6

06

(5.2 11)

0
0
0
0

1 0
0 0 0 0 0 0 0 1β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

c

c

c

s

s

s

s

s

s

x
x

y
y

z
z

x
x

y
y

z
z
x
y
z

 

其中 ( )09 09 09, , T
s s sx y z 和 ( )06 06 06, , T

s s sx y z 分别表示该时刻空间飞行器通过 06 号和 09 号卫

星在各自观测坐标系下估计出的位置。代入数值，可以得到通过双星观测条件下的空间

飞行器基础坐标系的空间位置。 
采用最小二乘法[3]解得：   

                             ( ) 1T T−
=x A A A b                          (5.2-12) 

但是由于卫星在观测过程中，随机扰动的影响是不可避免的。因此在实际求解过程

中考虑观测的噪声干扰，并且假设噪声的各分量统计独立，为了保证结果的可靠性，这
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里同时给出了总体最小二乘法[4]的具体求解过程：                       

Step1：对方程 =Ax b，构造增广矩阵C ， [ ]= −C b A# ; 

Step2：对增广矩阵C 进行奇异值分解得到： 
10

1 1
1

σ
=

= ∑ = ∑H H
j j j

j

u vC U V                    (5.2-13) 

其中， 1 ju 为矩阵U 的第 j 列， 1 jv 为矩阵V 的第 j 列， 1 jσ 为所对应的奇异值，并且

假设奇异值按照递减的顺序排列： 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ; 

Step3：当无测量误差时，则有 ( ) ( ) 9= =rank rankC H ，此时 10 0σ = ，并且（5.2-11）

式存在唯一解；当存在测量误差时，则有 ( ) 10=rank C ，此时 10 0σ ≠ ，但当测量误差不

是很大时，满足 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ，此时（5.2-11）式存在唯

一的总体最小二乘意义下的解为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 10 10 10 10 102 / 1 , 3 / 1 , , 10 / 1= ⎡ ⎤⎣ ⎦
G

"TLSX v v v v v v         (5.2-14) 

通过以上步骤即可得到方程组（5.2-11）式的解。在此基础上利用中心差分方法计

算得到的速度公式,即： 
( ) ( )( )

2
+ Δ − − Δ

=
Δ

s t t s t tv t
t

                       (5.2.15) 

从而得到了 t时刻速度的观测估计值。 

5.2.2.3  计算结果及分析 

利用最小二乘法(Least Squares, LS)和总体最小二乘法(Total Least Squares, TLS)求
解 5.2.2.2 的模型。初始时刻的 06 号卫星、09 号卫星的位置由题中提供的附录 satinfo
得到。双星在 0s 至 170s 的轨迹结果如图 5.5 所示，通过 LS 和 TLS 计算得到的 0 号空

间飞行器的轨迹估计如图 5.6 所示。从图中的估计轨迹可看到这两个方法计算的结果十

分接近。图 5.7 分别两种算法估计差值的绝对值，从图可以看出估计轨迹在 Y 轴方向上

的变化最小，说明随机扰动对 Y 轴方向上的位置分量影响最小。 
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图 5.7  LS 与 TLS 的空间飞行器轨迹估计的残差 

由上图可知 LS 与 TLS 结果相差不大，主要原因是系数矩阵A 不是病态，其条件数

较小，因此以 TLS 估计的结果作为 0 号空间飞行器的观测轨迹估计值。从 50.0s 到 170.0s
间隔 10.0s 进行采样，估计的位置结果见表 5.7。在此基础上利用中心差分方法计算得

到的速度见表 5.8。 

表 5.7  空间飞行器轨迹观测的位置估计 
时刻/s X 分量/m Y 分量/m Z 分量/m 

50 61.10882 10− ×  66.20089 10×  61.12993 10×  
60 6-1.11733 10×  66.20844 10×  61.14007 10×  
70 6-1.12748 10×  66.21656 10×  61.15219 10×  
80 6-1.13936 10×  66.22519 10×  61.16641 10×  
90 6-1.15304 10×  66.23427 10×  61.18283 10×  
100 6-1.16867 10×  66.24377 10×  61.20161 10×  
110 6-1.18638 10×  66.25364 10×  61.22291 10×  



21 

120 6-1.20630 10×  66.26388 10×  61.24690 10×  
130 6-1.22860 10×  66.27447 10×  61.27378 10×  
140 6-1.25343 10×  66.28539 10×  61.30376 10×  
150 6-1.28099 10×  66.29664 10×  61.33704 10×  
160 6-1.31145 10×  66.30823 10×  61.37386 10×  
170 6-1.34500 10×  66.32013 10×  61.41445 10×  

表 5.8  空间飞行器轨迹的速度估计 
时刻/s X 分量（单位：m/s） Y 分量（单位：m/s） Z 分量（单位：m/s）

50 2-7.71586 10×  27.23253 10×  29.18072 10×  
60 2-9.31376 10×  27.84719 10×  31.11156 10×  
70 3-1.09915 10×  28.38579 10×  31.31479 10×  
80 3-1.27633 10×  28.86364 10×  31.52958 10×  
90 3-1.46438 10×  29.29435 10×  31.75775 10×  

100 3-1.66476 10×  29.68976 10×  32.00113 10×  
110 3-1.87889 10×  31.00599 10×  32.26144 10×  
120 3-2.10811 10×  31.04127 10×  32.54031 10×  
130 3-2.35364 10×  31.07545 10×  32.83921 10×  
140 3-2.61653 10×  31.10893 10×  33.15934 10×  
150 3-2.89761 10×  31.14196 10×  33.50165 10×  
160 3-3.19744 10×  31.17455 10×  33.86669 10×  
170 3-3.51623 10×  31.20656 10×  34.25459 10×  

5.2.3  ( )rv tG
和 ( )m t 的模型建立与参数估计 

5.2.3.1  ( )rv tG
和 ( )m t 的建模 

由于飞行器在主动段飞行过程中，燃料消耗及其他因素导致质量不断变化，题中认

为飞行器质量 ( )m t 一般为严格单调递减的非负函数。 ( )rv tG
为燃料相对于火箭尾部喷口

的喷射速度，题中认为 ( )rv tG
的方向应与飞行器的速度方向接近反向共线，其大小一般较

为稳定。 

根据以上信息，对飞行器质量 ( )m t 做出如下建模 

( ) = −m t a bt                            (5.2-16) 

其中 a 为飞行器的初始质量，b 为飞行器主动段的损耗率。 ( )rv tG
的假设为： 
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其中 1 2 3, ,λ λ λ 为飞行器在各个方向上速度分量的系数。则 
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                      (5.2-18) 

5.2.3.2  模型的参数估计 

欲得到待估参数 1 2 3, , , ,λ λ λ a b 的估计，传统的可用于参数估计的方法有最小二乘、

极大似然等。但由于式(5.2-18)中各分量用分式表示，利用传统的参数估计方法思想得

到待估参数的估计是相当困难的，甚至是行不通的。为此我们针对本模型提出一种新的

参数估计的方法——基于级数理论的多项式模型方法，该方法对分式 1λ
−

−
b

a bt
利用级数

展开[5]，取有限次多项式近似，如下： 
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             (5.2-19) 

至此将参数 1 2 3( , , )λ λ λ 的估计问题转化为对 ( , , , , , , , , , , , )" " "x x x y y y z z za b n a b n a b n 的

估计。 
将上式(5.2-19)带入飞行器的运动方程(4-1)得 
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           (5.2-20) 

根据式(5.2-20)来确定参数 ( , , , , , , , , , , , )" " "x x x y y y z z za b n a b n a b n 的一个基本前提是

知道飞行器各时刻的速度和加速度。对此我们基于双星逐点交汇定位的飞行器各时刻的

位置采用中心差分法、二阶中心差分法求出各时刻飞行器的速度和加速度。 
通过第 5.2.3 节双星逐点交汇定位得出的飞行器各时刻的位置，对飞行器各时刻的

速度和加速度采用一阶中心差分，二阶中心差分的滑窗法进行计算。 
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2
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G GG� r t t r t tr t
t

2

( ) 2 ( ) ( )( ) + Δ − + − Δ
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G G GG�� r t t r t r t tr t
t  

图 5.8  滑窗法原理 

序列 ( ( ), ( ), ( 2 ), , ( ))+ Δ + Δ + Δ"r t r t t r t t r t n t 表示双星逐点交汇定位测定的飞行器的

对应各离散时刻的位置，Δt 为步长。以 x 方向为例，对滑窗具体的差分运算如下，对

滑窗内的三点作中心差分，则对 t 时刻的速度和加速度分别为： 
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                  (5.2-21) 

同理可得 ( )G�
yr t 、 ( )G��

yr t 、 ( )G�
zr t 、 ( )G��

zr t 根据滑窗的滑动，继而可得不同时刻的状态向量：  

令 
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为求解待估参数 , , , , , , , , , , , , ," " "x x x x y y y z z za b c n a b c a b c 建立最优平方逼近函数如下 
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            (5.2-23) 

其中 i 为时间索引， it 表示时间。 

为求解上述无约束优化问题只需令 
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以 x 轴分量为例进行推导： 
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将式(5.2-25)代入式(5.2-24)并整理得： 
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同理可得到 y，z 轴分量的方程。对以上得到的方程联立 
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其中
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，解出 n 次多项式下 ( )rv tG

和 ( )m t 模型中各参

数 
针对本题我们初步选定次数分别为 1、2、3 的多项式进行逼近，得到的各参数如表

5.9 所示： 

表 5.9  各次数多项式逼近的 ( )rv tG
和 ( )m t 模型中各参数 

多项式次数 1=n  2=n  3=n  

xa  2.21949E-02 3.18840E-02 2.21003E-02 

xb  -7.81425E-05 -2.60235E-04 -7.66121E-05 

xc  0 7.83864E-07 -3.27608E-09 

xd  0 0 -1.80620E-09 

ya  2.29120E-02 3.24635E-02 4.31794E-02 

yb  -8.42335E-05 -2.72623E-04 -6.02931E-04 

yc  0 8.40750E-07 3.99306E-06 

yd  0 0 -9.44157E-09 

za  2.21711E-02 3.18569E-02 4.35150E-02 

zb  -7.80411E-05 -2.59920E-04 -6.08452E-04 

zc  0 7.82491E-07 4.01811E-06 

zd  0 0 -9.46440E-09 
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5.2.4  飞行器轨道估计及残差计算 

5.2.4.1  模型的建立 

对于飞行器轨迹的估计，利用题中所给出简化运动方程联合 ( )rv tG
和 ( )m t 的确立微

分方程组： 
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                (5.2-27) 

将式(5.2-19)代入式(5.2-27)进一步入化简得到： 
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  (5.2-28) 

利用 5.1 节中的定步长四阶龙格库塔方法求解，结合初始时刻值完成模型的求解。

从而确定了空间飞行器的轨迹位置的估计结果。通过公式(5.2.20)求解得到速度的估计

值。 

5.2.4.2  计算结果及残差分析 

利用四阶龙格库塔方法求得的 0 号空间飞行器的轨道估计结果如图 5.9 所示。从图

中可以看出 0 号空间飞行器的轨道估计与图 5.5 的结果基本相同。而速度的估计值如图

5.10 所示。具体的从 50.0s 到 170.0s 间隔 10.0s 进行采样，估计的位置结果见表 5.10。
在此基础上利用中心差分方法计算得到的速度见表 5.11。通过表 5.10 与表 5.7 的比较，

可以看出：在采样点时刻，观测的飞行器轨迹估计与通过运动方程求解的结果基本相同。

由表 5.11 与表 5.8 的比较可知，0 号飞行器的速度估计近似一致。位置和速度的估计相
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似程度将进一步通过残差结果做以量化。0 号空间飞行器 t-x、t-y、t-z 曲线和 t-vx、t-vy、
t-vz 曲线如图 5.11 和 5.12 所示。从图中可以看出两种方法结果的一致性很好。这就说

明了利用运动方程和卫星观测都是有效航空飞行器轨道估计。 

-1.4
-1.3

-1.2
-1.1

x 106

6.2

6.25

6.3

6.35

x 106

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

x 106

x轴/m

龙格库塔法 解算0号空间飞行器轨道位置

y轴/m

z轴
/m

   
-4000

-3000
-2000

-1000
0

600

800

1000

1200
0

1000

2000

3000

4000

5000

 

vx/m/s

龙格库塔法 解算0号空间飞行器速度

vy/m/s
 

vz
/m

/s

 
图 5.9  0 号飞行器的轨迹位置的估计        图 5.10  0 号飞行器轨迹速度的估计曲线 

表 5.10  龙格库塔法估计的空间飞行器位置 
时刻/s X 分量/m Y 分量/m Z 分量/m 

50 6-1.10807 10×  66.20018 10×  61.12904 10×  
60 6-1.11652 10×  66.20768 10×  61.13911 10×  
70 6-1.12656 10×  66.21574 10×  61.15109 10×  
80 6-1.13833 10×  66.22431 10×  61.16519 10×  
90 6-1.15197 10×  66.23336 10×  61.18154 10×  
100 6-1.16760 10×  66.24286 10×  61.20032 10×  
110 6-1.18535 10×  66.25275 10×  61.22167 10×  
120 6-1.20532 10×  66.26301 10×  61.24572 10×  
130 6-1.22764 10×  66.27359 10×  61.27263 10×  
140 6-1.25244 10×  66.28448 10×  61.30257 10×  
150 6-1.27990 10×  66.29566 10×  61.33573 10×  
160 6-1.31020 10×  66.30714 10×  61.37236 10×  
170 6-1.34360 10×  66.31895 10×  61.41277 10×  

表 5.11 空间飞行器轨迹的速度估计 
时刻/s X 分量（单位：m/s） Y 分量（单位：m/s） Z 分量（单位：m/s）

50 2-7.70274 10×  27.22320 10×  29.16455 10×  
60 2-9.21680 10×  27.78321 10×  31.09962 10×  
70 3-1.08807 10×  28.31854 10×  31.30116 10×  
80 3-1.26841 10×  28.82034 10×  31.51984 10×  
90 3-1.46164 10×  29.28257 10×  31.75440 10×  
100 3-1.66692 10×  29.70254 10×  32.00381 10×  
110 3-1.88381 10×  31.00812 10×  32.26752 10×  
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120 3-2.11248 10×  31.04231 10×  32.54571 10×  
130 3-2.35388 10×  31.07366 10×  32.83952 10×  
140 3-2.60999 10×  31.10332 10×  33.15132 10×  
150 3-2.88399 10×  31.13280 10×  33.48492 10×  
160 3-3.18050 10×  31.16394 10×  33.84590 10×  
170 3-3.50592 10×  31.19895 10×  34.24196 10×  
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图 5.11  0 号空间飞行器 t-x、t-y、t-z 曲线 
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图 5.12  0 号空间飞行器 t-vx、t-vy、t-vz 曲线 

残差的计算 
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残差定义[6]为：记连续 m 个时刻的参数估计值集合为 { }| 1, 2,= = "ia i mA ，对应的

真实值集合为 { }| 1, 2,= = "ib i mB ，则估计值与真实值之间的差值集合 = −C A B ，即

{ }| 1, 2,= = −   = "i i i ic c a b i mC ，则估计值集合A 的残差定义为： 

2

1

( )
σ =

−
=

∑
m

i
i

c c

mA  

其中
1

1
=

= ∑
m

i
i

c c
m

。 

在本文进行轨道估计和速度估计的残差计算时，如无特殊说明，用于与估计结果进

行比较的真值均是通过求解运动方程得到的。 

分别用不同次数多项式逼近的 ( )rv tG
和 ( )m t 模型估计的轨道数据计算相应的残差。

如下表 5.12 所示。 

表 5.12  不同次数逼近模型的轨道估计残差 
 1=n  2=n  3=n  

X 分量/m 1.54424E+03 1.60681E+02 1.55775E+03 
Y 分量/m 1.01906E+03 1.19288E+02 3.87881E+01 
Z 分量/m 1.85035E+03 1.97124E+02 4.71987E+01 

Vx 分量/m/s 1.78934E+01 6.78000 1.81037E+01 
Vy 分量/m/s 1.09165E+01 4.03933 9.05067E-01 
Vz 分量/m/s 2.14528E+01 8.33612 1.82491 

 
从表 5.12 中可以看出取 1=n 时估计的残差较大，取 3=n 时 X 周分量上残差较大，

比 Y、Z 分量的残差高两个数量级，此时建立的模型是不稳定的。因此我们选用 2=n 来

作为 ( )rv tG
和 ( )m t 模型中逼近多项式的次数。再接下来的几问中也同样采用此方法，对

不同次数得出的估计的残差进行了比较，均得出 2=n 时，残差较小且比较稳定，故在

以后几问中都是用 2=n 来建模，各问的详细对比过程不再赘述。 
图 5.13 和图 5.14 是两种轨道估计方法对轨道位置和速度差值绝对值，从图中曲线

可以看出所提出的轨道估计模型是有效的，并且估计的精度较高。 
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图 5.13   位置差值绝对值随时间的变化曲线 
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图 5.14  速度差值绝对值随时间的变化曲线 

通过进一步评估了所选取的 ( )rv tG
和 ( )m t 模型的可靠性。这里定义了相对误差δ ，δ

越小，模型越可靠。δ 定义为： 

( )
max , 0,1, 2

( )
y t

t
y t

δ
δ

⎧ ⎫
= =⎨ ⎬

⎩ ⎭
"                    (5.2-29) 

根据公式(5.2-29)计算出的相对误差如表 5.13 所示。从表中可以看出相对误差最大
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在 310− 数量级，因此可以说明 ( )rv tG
和 ( )m t 模型比较准确且合理。 

表 5.13  各分量相对误差 

 分量 δ  
x 31.037 10−×  
y 41.872 10−×  位置 

z 31.19 10−×  

5.3  问题三的建模与求解 

问题三的基本思路是根据坐标转换模型和观测坐标系下的量测方程，确定系统误

差、飞行器空间位置和卫星量测数据的关系，建立方程组，通过对方程组未知量个数与

自由度关系来判断是否能够进行系统误差估计。首先对逐点交汇系统误差估计的可行性

进行了分析，进而提出了联合多点交汇法，可同步实现轨道参数及卫星系统误差的联合

估计。 

5.3.1  逐点交汇法系统误差估计可行性分析 

利用双星进行空间飞行器的定位，其系统误差是不可避免的，为消除系统误差带来

的估计偏差以提高系统的测量精度，就需要对系统误差进行估计。 

假设 , ,d d dα β θ 分别是 , ,α β αβ 平面内旋转能量误差的误差界，如图 5.15 所示。不同

时刻三轴指向误差是不同的。 

α

β

( ( ), ( ))α βi it t

( ( ) ( ), ( ) ( ))α βα β+ +i i i it d t t d t

( )θ id t

 

图 5.15   it 时刻各系统误差的示意图 

对任意离散时刻 , 0,1, 2,it i = "，设飞行器在基础坐标系下的坐标为： 

( ) ( ( ), ( ), ( ))T
c i c i c i c ir t x t y t z t=
G                   (5.3-1) 

卫星观测到的飞行器的坐标分别为： 

06 06 06 06

09 09 09 09

( ) ( ( ), ( ), ( ))
( ) ( ( ), ( ), ( ))

T
s i s i s i s i

T
s i s i s i s i

r t x t y t z t
r t x t y t z t

⎧ =
⎨

=⎩

G
G               (5.3-2) 
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卫星在基础坐标系下的坐标为： 

06 06 06 06

09 09 09 09

( ) ( ( ), ( ), ( ))
( ) ( ( ), ( ), ( ))

T
i i i i

T
i i i i

r t x t y t z t
r t x t y t z t

⎧ =
⎨

=⎩

G
G                (5.3-2) 

在考虑两个卫星系统误差
06 06 06 09 09 09

, , , , ,d d d d d dα β θ α β θ 的情形下按照基础坐标系与观

测坐标系的转换关系，任意时刻 it 下的坐标满足： 

06

06

06

06 06 06

06 06

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

α

β

α

β

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

c i i

c i i s i i i

c i i i i

x t x t
y t y t x t t d t
z t z t t d t

E          (5.3-3) 

09

09

09

09 09 09

09 09

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

α

β

α

β

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

c i i

c i i s i i i

c i i i i

x t x t
y t y t x t t d t
z t z t t d t

E          (5.3-4) 

06 06

06

06 06

09 09

09

06 06 06 06

2 2 2 2
06 06 06 06

09 09 09 09

2 2
09 09

( ( ), ( )) ( ( ) ( ), ( ) ( ))
cos ( )

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ( ), ( )) ( ( ) ( ), ( ) ( ))
cos ( )

( )

α β
θ

α β

α β
θ

α β α β

α β α β

α β α β

α β

+ +
=

+ + + +

+ +
=

+

i

i

i

i i i i i i
i

i i i i i i

i i i i i i
i

i

t t t d t t d t
d t

t t t d t t d t

t t t d t t d t
d t

t
09 09

2 2
09 09( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))α βα β

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪ + + +⎩ ii i i i it t d t t d t

   (5.3-5) 

联立以上方程组，其中
06 06 06 09 09 09

( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )α β θ α β θc i c i c i i i i i i ix t y t z t d t d t d t d t d t d t 为

it 时刻的未知量，共 9 个，而方程组的自由度(即方程的个数)为 8。因为未知量的个数

大于方程组的自由度，所以该方程组为欠定方程组[7]，求解不唯一，这与某一时刻的参

数唯一确定的实际情况矛盾，所以不能利用逐点交汇的方法同时对系统误差进行估计。 

5.3.2  系统误差求解 

由于受到各种因素的影响导致系统误差在每次观测值中有所不同，但可以认为在短

时间段内观测值中的系统误差几乎不变。基于这一理论，对式(5.3-3)和式(5.3-4)进行分

析得出：在短时间段内， it 时刻的两个定位方程组中含有 5 个时变未知量

06 09( ), ( ), ( ), ( ), ( )c i c i c i s i s ix t y t z t x t x t ，4 个非时变未知量
09 096 6( ), ( ), ( ), ( )α β α βi i i id t d t d t d t (短时间

段内认为其是不变的)，并且每增加一个时刻的两个定位方程组，增加 5 个时变未知量。

所以在短时间段内，当取四个时刻的定位方程组，共 24 个定位方程，其中 20 个时变未

知量，4 个非时变未知量，共 24 个未知量，此时可以联立这 24 个定位方程 
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d

t d  

计算求出该时间段内的系统误差
09 096 6, , ,α β α βd d d d ，并将得到的值代入式(5.3-5)求解

出
06 09

,θ θd d 。采用 5.2.3.2 节中滑窗法的原理对各个短时间段进行系统误差的估计，最后

求出它们的均值作为系统误差。 
求解出系统误差为： 

06

06

06

09

09

09

-3

-3

-4

-4

-4

-3

1.35166 10

1.30491 10

8.96365 10

8.38309 10

5.15881 10

1.17204 10

α

β

θ

α

β

θ

⎧ = ×
⎪

= ×⎪
⎪ = ×⎪
⎨

= ×⎪
⎪ = ×⎪
⎪ = ×⎩

d

d

d

d

d

d

 

 

5.3.3  飞行器轨道估计与残差计算 

通过 5.3.2 节中求出的系统误差对附件给出的 06 与 09 号卫星观测数据进行修正，

利用修正后的数据，采用第二问的解法对飞行器进行逐点交汇定位和轨道估计，结果如

下所示。从 50.0s 到 170.0s 间隔 10.0s 进行采样，计算并列表给出的 0 号空间飞行器在

各个采样点的位置和速度见表 5.14-表 5.18。图 5.18 给出的是修正后 0 号飞行器轨道位

置随时间变化曲线。图 5.19 给出的是修正后 0 号飞行器轨道速度随时间变化曲线。由

图 5.18 和图 5.19 可知本节所建立的模型方法十分可靠，且精确度高。 
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图 5.16  修正后 0 号飞行器轨道位置观测估计图   图 5.17  修正后 0 号飞行器轨道位置估计 

表 5.14  系统误差修正后的空间飞行器轨道观测位置 

时刻/s X 分量/m Y 分量/m Z 分量/m 
50 -1.11226E+06 6.20065E+06 1.13324E+06 
60 -1.12075E+06 6.20816E+06 1.14338E+06 
70 -1.13088E+06 6.21624E+06 1.15550E+06 
80 -1.14274E+06 6.22483E+06 1.16970E+06 
90 -1.15641E+06 6.23388E+06 1.18612E+06 

100 -1.17203E+06 6.24334E+06 1.20490E+06 
110 -1.18971E+06 6.25318E+06 1.22618E+06 
120 -1.20961E+06 6.26338E+06 1.25016E+06 
130 -1.23188E+06 6.27393E+06 1.27703E+06 
140 -1.25669E+06 6.28482E+06 1.30699E+06 
150 -1.28421E+06 6.29604E+06 1.34025E+06 
160 -1.31464E+06 6.30760E+06 1.37705E+06 
170 -1.34815E+06 6.31948E+06 1.41761E+06 

 
表 5.15  系统误差修正后的空间飞行器轨道速度观测估计 

时刻/s X 分量/m/s Y 分量/m/s Z 分量/m/s 
50 -7.71586E+02 7.23253E+02 9.18072E+02 
60 -9.31376E+02 7.84719E+02 1.11156E+03 
70 -1.09915E+03 8.38579E+02 1.31479E+03 
80 -1.27633E+03 8.86364E+02 1.52958E+03 
90 -1.46438E+03 9.29435E+02 1.75775E+03 

100 -1.66476E+03 9.68976E+02 2.00113E+03 
110 -1.87889E+03 1.00599E+03 2.26144E+03 
120 -2.10811E+03 1.04127E+03 2.54031E+03 
130 -2.35364E+03 1.07545E+03 2.83921E+03 
140 -2.61653E+03 1.10893E+03 3.15934E+03 
150 -2.89761E+03 1.14196E+03 3.50165E+03 
160 -3.19744E+03 1.17455E+03 3.86669E+03 
170 -3.51623E+03 1.20656E+03 4.25459E+03 
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表 5.16  系统误差修正后龙格库塔法计算的空间飞行器轨道位置估计 

时刻/s X 分量/m Y 分量/m Z 分量/m 
50 -1.10807E+06 6.20018E+06 1.12904E+06 
60 -1.11652E+06 6.20768E+06 1.13911E+06 
70 -1.12656E+06 6.21574E+06 1.15109E+06 
80 -1.13833E+06 6.22431E+06 1.16519E+06 
90 -1.15197E+06 6.23336E+06 1.18154E+06 

100 -1.16760E+06 6.24286E+06 1.20032E+06 
110 -1.18535E+06 6.25275E+06 1.22167E+06 
120 -1.20532E+06 6.26301E+06 1.24572E+06 
130 -1.22764E+06 6.27359E+06 1.27263E+06 
140 -1.25244E+06 6.28448E+06 1.30257E+06 
150 -1.27990E+06 6.29566E+06 1.33573E+06 
160 -1.31020E+06 6.30714E+06 1.37236E+06 
170 -1.34360E+06 6.31895E+06 1.41277E+06 

 
表 5.17 系统误差修正后龙格库塔法计算的空间飞行器轨道的速度估计 

时刻/s X 分量/m/s Y 分量/m/s Z 分量/ m/s 
50 -7.70274E+02 7.22320E+02 9.16455E+02 
60 -9.21680E+02 7.78321E+02 1.09962E+03 
70 -1.08807E+03 8.31854E+02 1.30116E+03 
80 -1.26841E+03 8.82034E+02 1.51984E+03 
90 -1.46164E+03 9.28257E+02 1.75440E+03 

100 -1.66692E+03 9.70254E+02 2.00381E+03 
110 -1.88381E+03 1.00812E+03 2.26752E+03 
120 -2.11248E+03 1.04231E+03 2.54571E+03 
130 -2.35388E+03 1.07366E+03 2.83952E+03 
140 -2.60999E+03 1.10332E+03 3.15132E+03 
150 -2.88399E+03 1.13280E+03 3.48492E+03 
160 -3.18050E+03 1.16394E+03 3.84590E+03 
170 -3.50592E+03 1.19895E+03 4.24196E+03 

表 5.18  空间飞行器轨道估计的残差 
 X 分量/m Y 分量/m Z 分量/m 

位置/m 1.60681E+02 1.19288E+002 1.97124E+02 
速度/m/s 6.78000 4.03933 8.33612 
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图 5.18  修正后 0 号飞行器轨道位置随时间变化曲线 
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        图 5.19  修正后 0 号飞行器轨道速度随时间变化曲线 
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图 5.20   修正后 0 号飞行器轨道位置残差随时间变化曲线 

图 5.20 是修正后 0 号飞行器轨道位置残差随时间变化曲线，从三条曲线的变化情

况来看，Y 轴方向上的位置残差变化与其它两条曲线不同，且其变化分为最小；和图

5.13 相比较可以明显看出：经过系统误差修正 Y 轴方向上的位置残差较小，而 X、Z 轴

方向上的位置残差增大。说明系统误差修正对有 Y 轴方向上的位置残差更大的修正意

义。 
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图 5.21   修正后 0 号飞行器轨道速度残差随时间变化曲线 

图 5.21 是修正后 0 号飞行器轨道速度绝对误差随时间变化曲线，从三条曲线的变

化情况来看，Y 轴方向上的速度绝对误差变化与其它两条曲线不同，随着时间的增大残
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差越显著；和图 5.13 相比较可以明显看出：经过系统误差修正后，X 轴方向上的速度

绝对误差增大，而 X、Z 轴方向上的速度绝对误差变化很小。 

5.4  问题四的建模与求解 

5.4.1  单星单飞行器无源观测 

由于可获取的信息量较少，不能采用较为准确的逐点交汇定位等轨道估计方法，因

此利用一个卫星对空间飞行器进行无源探测的轨道估计必须做出适当的合理假设，从而

建立出基于单星无源探测的单个空间飞行器轨道估计模型，估计单个空间飞行器的轨

道。这里在适当假设的基础上提出了一种基于角度信息约束的单星单飞行器的轨道估计

模型，通过模型求解确定了 01 号卫星的轨道。 

5.4.1.1  联合序贯多点轨道估计 

为了实现单星对单飞行器对应时刻的空间轨道估计，这里需要做出如下假设： 
假设 1：在较短的时间周期内，空间飞行器的各方向速度分量保持不变。这是由于

一方面飞行器的速度远小于其位置的变化，另一方面在较短的时间周期内，处于主动段

末尾的空间飞行器在较短的时间内其速度不可能有较大的变化； 
假设 2：在较短的时间内，卫星可连续对空间飞行器多次进行观测。这是因为题中

附录给出了间隔 0.2s 的观测数据，且这一假设符合现阶段的实际技术能力。 
利用 09 号卫星观测观测 01 号飞行器，其轨道估计方程为 

             
0

0

0

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

c

c s

c

x t x t
y t y t x t t t
z t z t t

α
β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

E                   (5.4-1) 

对 t时刻卫星定位方程(5.4-1)分析可知：定位方程组中含有 3 个方程，4 个未知量，

此时无法求出方程组的解。因此对单颗卫星估计空间飞行器轨迹是十分困难的。现考虑

题目中给出的飞行器的飞行特性，由于飞行器的重力斜飞段后半程是进入自由状态的最

后阶段，空间曲线相对弯曲程度较小，故假设短时间内飞行器做匀速运动，即在时间区

间[ ],t t t+ Δ 内有： 

( ) ( ) ( 2 )
( ) ( ) ( 2 )
( ) ( ) ( 2 )

⎧ = + Δ = + Δ
⎪

= + Δ = + Δ⎨
⎪ = + Δ = + Δ⎩

G G G� � �
G G G� � �
G G G� � �

x x x

y y y

z z z

r t r t t r t t
r t r t t r t t
r t r t t r t t

                    (5.4-2) 

基于这一等式，对 t t+ Δ 时刻的轨道估计方程进行分析得出：当方程组增加一个时，

方程个数增加 3 个，时变未知量增加 1 个 ( )sx t t+ Δ ，非时变未知量增加 3 个

( ), ( ), ( )x y zv t v t v t 。此刻方程组仍无法求解。对 2t t+ Δ 时刻的定位方方程进行分析得出：

此刻增加一个方程组，方程个数增加 3 个，时变未知量增加 1 个 ( 2 )sx t t+ Δ 。此时方程

个数为 9 ，未知量 9 个，方程组存在唯一解。不失一般性当考虑总共有 N 个时刻，此

时联立 N 个时刻的轨道估计方程组中方程的个数是 3N 个，未知变量的个数是 N+6，所
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以当方程个数大于未知数个数即3 6( 3)≥ + ≥N N N 时方程组有唯一解，可对飞行器进行

定位。但是考虑到假设 1，当给定步长Δt 后，N 较大对应的时间跨度较大，飞行器的运

动形式不在满足假设 1 中的短时间周期内，空间飞行器的各方向速度分量保持不变，故

算法求解过程中，应取满足条件的 N 的最小值，即 N=3。下面给出联合序贯三点几何

轨道估计方法的具体过程。 

联立时间区间[ ], 2+ Δt t t 内的三个时刻轨道估计方程组如式(5.4-2)，求解方程组，得

到 t时刻飞行器的位置矢量，从而完成对飞行器的轨道估计。 
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  (5.4-3) 

 
将式(5.4-3)所示的方程组化简成 Ax=b 的形式。 
对于此类方程的求解问题，传统的方法是采用最小二乘，然而在本模型中简单地利

用最小二乘所得到的结果并不能满足精度需求。究其原因，主要在于本模型建立的基本

假设，即飞行器在较短的时间范围内速度分量保持不变。对于时间间隔 tΔ ，如果 tΔ 较

大，显然与速度分量恒定这一假设矛盾；反之，如果 tΔ 很小，相邻时刻的空间位置坐

标变化微小，带来的直接影响就是 A、b 中各行的差异性较小，而在本模型假设框架下，

tΔ 只能取较小的值，这也就使得矩阵 A 可能是病态的，针对此类型的求解，采用总体

最小二乘 TLS 所得到的解更加稳健。 
为对矩阵 A 的病态特性进行分析，我们利用矩阵的条件数来进行判断：条件数越

大，则矩阵越病态。 
条件数的定义为 A 的范数与 A 的逆的范数的乘积，即 

1( )cond A A A−=
G

i                         (5.4-4) 

条件数实质上反映了矩阵计算对于误差的敏感性。对于线性方程组 Ax=b，如果 A
的条件数大，b 的微小改变就能引起解 x 较大的改变，数值稳定性差。如果 A 的条件数

小，b 有微小的改变，x 的改变也很微小，数值稳定性好。它也可以表示 b 不变，而 A
有微小改变时，x 的变化情况。 

为了实现单颗卫星无源探测的空间飞行器轨道估计，我们借助多个时刻观测结果，

通过连续多时刻的观测信息实现了单颗卫星无源探测的空间飞行器轨道估计。 
0.2t sΔ = 时矩阵条件数随步长变化的曲线如图 5.22 所示。由图 5.22 可知：由于条

件数较大，所以采用传统的最小二乘法求解误差较大，而采用 TLS 求解是最好的选择。

进一步比较发现，时间间隔 tΔ 的选取十分关键。这里选取 tΔ 的原则是为了使公式（5.4-2）
更接近于实际的状态， tΔ 应尽可能小；但 tΔ 越小，所联立的方程组相关性越高，因此

结合题中所给测量数据。 



40 

采用 TLS 方法求解模型，选取 0.2t sΔ = ，估计的 01 号空间飞行器位置结果如图 5.23
所示。利用龙格库塔法估计的 01 号空间飞行器位置结果 5.24 所示。对应的速度估计如

图 5.25 和 5.26 所示。从图中可以看出所建立的模型具有较好的估计结果。 
从 50.0s 到 170.0s 间隔 10.0s 进行采样，在采样时刻估计出的 01 号飞行器的轨道位

置和速度分别见表 5.22 和表 5.23 所示。估计的位置和速度结果如下所示，通过图 5.23、
5.24 和 5.27 可知，所提出的联合序贯多点几何轨道估计模型对于 01 号空间飞行器轨道

估计是有效性的。图 5.25、5.26 和 5.28 给出的是估计出的速度估计结果。进一步的采

样点结果见表 5.19、5.20、5.21、5.22 和 5.23。 
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图 5.22  轨道估计矩阵条件数曲线 
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图 5.23  单星观测 01 号飞行器的位置估计    图 5.24  龙格库塔算法解算 01 号飞行器的位置估计 
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图 5.25  单星观测 01号飞行器的速度估计   图 5.26  龙格库塔算法解算 01号飞行器的位置估计 
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图 5.27  01 号飞行器轨道估计的位置变化曲线 
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图 5.28  01 号飞行器轨道估计的速度变化曲线 

表 5.19  09 号卫星观测 01 号飞行器的轨道位置估计 

时刻/s X 分量/m Y 分量/m Z 分量/m 
50 1.76833E+06 8.20766E+06 4.55839E+06 
60 1.71135E+06 8.21247E+06 4.60318E+06 
70 1.65372E+06 8.21664E+06 4.64783E+06 
80 1.59553E+06 8.21957E+06 4.69176E+06 
90 1.53695E+06 8.22069E+06 4.73438E+06 

100 1.47815E+06 8.21962E+06 4.77525E+06 
110 1.41932E+06 8.21622E+06 4.81415E+06 
120 1.36055E+06 8.21066E+06 4.85116E+06 
130 1.30188E+06 8.20327E+06 4.88655E+06 
140 1.24327E+06 8.19449E+06 4.92069E+06 
150 1.18463E+06 8.18475E+06 4.95400E+06 
160 1.12584E+06 8.17442E+06 4.98683E+06 
170 1.06677E+06 8.16379E+06 5.01949E+06 

 
表 5.20  09 号卫星观测 01 号飞行器的轨道速度估计 

时刻/s X 分量/m/s Y 分量/m/s Z 分量/m/s 
50 -5.66302E+03 4.94644E+02 4.46783E+03 
60 -5.73152E+03 4.58978E+02 4.48106E+03 
70 -5.79341E+03 3.65251E+02 4.43923E+03 
80 -5.84177E+03 2.10753E+02 4.33639E+03 
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90 -5.87199E+03 6.58860E+00 4.17981E+03 
100 -5.88374E+03 -2.23854E+02 3.98968E+03 
110 -5.88127E+03 -4.52255E+02 3.79284E+03 
120 -5.87174E+03 -6.54312E+02 3.61408E+03 
130 -5.86276E+03 -8.15683E+02 3.46972E+03 
140 -5.86054E+03 -9.32623E+02 3.36601E+03 
150 -5.86919E+03 -1.00898E+03 3.30143E+03 
160 -5.89096E+03 -1.05237E+03 3.27011E+03 
170 -5.92695E+03 -1.07096E+03 3.26505E+03 

 
表 5.21  龙格库塔法计算的 01 号空间飞行器轨道位置估计 

时刻/s X 分量/m Y 分量/m Z 分量/m 
50 1.76850E+06 8.20620E+06 4.55706E+06 
60 1.71317E+06 8.19843E+06 4.58844E+06 
70 1.65717E+06 8.19217E+06 4.61961E+06 
80 1.60071E+06 8.18579E+06 4.65011E+06 
90 1.54397E+06 8.17802E+06 4.67962E+06 

100 1.48706E+06 8.16735E+06 4.70793E+06 
110 1.43010E+06 8.15156E+06 4.73494E+06 
120 1.37314E+06 8.12751E+06 4.76068E+06 
130 1.31621E+06 8.09138E+06 4.78523E+06 
140 1.25929E+06 8.04010E+06 4.80876E+06 
150 1.20232E+06 7.97432E+06 4.83150E+06 
160 1.14523E+06 7.90132E+06 4.85373E+06 
170 1.08788E+06 7.83420E+06 4.87579E+06 

 
表 5.22  龙格库塔法计算的 01 号空间飞行器轨道速度估计 

时刻/s X 分量/m/s Y 分量/m/s Z 分量/m/s 
50 -5.49268E+03 -9.41316E+02 3.13089E+03 
60 -5.57009E+03 -6.65639E+02 3.13622E+03 
70 -5.62576E+03 -6.10890E+02 3.09029E+03 
80 -5.66277E+03 -6.86089E+02 3.00502E+03 
90 -5.68453E+03 -8.92101E+02 2.89308E+03 

100 -5.69462E+03 -1.27854E+03 2.76662E+03 
110 -5.69675E+03 -1.93126E+03 2.63654E+03 
120 -5.69468E+03 -2.94455E+03 2.51210E+03 
130 -5.69219E+03 -4.33894E+03 2.40099E+03 
140 -5.69302E+03 -5.91198E+03 2.30957E+03 
150 -5.70096E+03 -7.12137E+03 2.24342E+03 
160 -5.71980E+03 -7.24769E+03 2.20801E+03 
170 -5.75342E+03 -5.95605E+03 2.20959E+03 
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表 5.23  01 号空间飞行器轨迹的残差 

 X 分量 Y 分量 Z 分量 
位置/m 6.60540E+003   1.00580E+005 4.42672E+004 
速度/m/s 8.13220E+000   2.00701E+003 1.22304E+002 

 

5.4.1.2  无约束最优化轨道估计模型 

为了实现单星对单飞行器对应时刻的空间轨道估计，这里需要做出的假设同 5.4.1.1

节。在时间周期[ ]0 0,t t T+ 内，有 N+1 个采样时刻，记为 , ( 0,1 , )it i N= " ，对应 it 时刻飞

行器在基础坐标系下的坐标为 ( ), ,i xi yi zir r r r=
G

，速度 , ,
T

i xi yi ziv v v⎡ ⎤= ⎣ ⎦vG 在观测坐标系下的坐

标 ( ), ,
T

si xsi ysi zsir r r r=
G

，卫星观测向量 [ ],α β=
G T

i i im 。 

根据观测卫星对空间飞行器的观测关系，显然有： 

si
i

si

si
i

si

y
x
z
x

α

β

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

                         (5.4-5) 

根据假设 1 空间飞行器在改时间段内的速度保持不变，即 

0         ( 0,1, , )= =
G G "i i Nv v                    (5.4-6) 

根据运动学公式有 

( )0 0 ( 0,1, , )= + − =
G GG "i i ir R t t i Nv                (5.4-7) 

由公式(5.2-9)知 

[ ]1, ( 0,1, , )= + =
GG G "Ti

i si i ir R x m i NE                (5.4-8) 

其中： 0
iR
G
为 it 时刻卫星的空间位置， iE 为 it 时刻卫星的坐标转换矩阵。 

将式(5.4-8)进一步化简为 

[ ] ( )
1

01, ( 0,1, , )
−

= = − =
G GG G "T ii

i i i
si

H m r R i N
x
E          (5.4-9) 

式(5.4-9)给出了根据各个时刻空间飞行器空间位置反解出观测向量的关系式。 

记增广观测向量 1 ,⎡ ⎤= ⎣ ⎦
G G TT

i iH m ，有 1 2 3, ,⎡ ⎤= ⎣ ⎦
G T

i i i iH h h h ，则 
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( )
( )
( )

1
1

2 2

3
3

, , ,

, , ,

, , ,

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦

GG

GG

GG

i
i i x i si

i
i

i i i y i si

ii
i i z i si

f r R t xh
h f r R t x
h f r R t x

                     (5.4-10) 

其中： j
ih 和

j
if 中的下标 i 为时间索引且 0,1, ,= "i N ，其上标 j 为方向索引，j=1,2,3 分

别表示为 x,y,z 方向。 
综合式(5.4-5)- (5.4-10)可建立待求变量(即 0 0 0

, ,
=

G G N
si i

r v x ，共 N+7 个待求变量)与函数关

系： 
( )
( )
( )

11
0 0

2 2
0 0 0 0

3 3
0 0

, , , ,

, , , , ( , , , , )

, , , ,

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ = =⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G G
i x x xi i sii

i i y y yi i si x x xi i si

i i z z zi i si

g r v R t xh
h g r v R t x G r v R t x
h g r v R t x

                 (5.4-11) 

因此为求解目的变量，建立了下述无约束最优化模型。 
目标函数为： 

0 0 0 0
0

min ( , , , , ) ( , , , , )
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑
G GG G G GN T

x x xi i si i x x xi i si i
i

F G r v R t x H G r v R t x H         (5.4-12) 

即 

( )( )
3 2

0 1

, , , ,
N

j j
i i i i i si i

i j

F g r v R t x h
= =

= −∑∑               (5.4-13) 

令 

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0      ( 0,1, , )

∂ ∂ ∂⎧ = = =⎪ ∂ ∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂ ∂⎪ = = =⎨∂ ∂ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎪
∂⎪⎩

"

x y z

x y z

si

F F F
r r r

F F F
v v v

F i N
x

              (5.4-14) 

利用式(5.4-14)可得 N+7 个关于待求目的变量 0 0 0
, ,

=

G G N
si i

r v x 的方程，联立上述方程求

解即可得出待求目的变量，继而达到轨道估计的目的。 
需指出的一点是：该模型所建立的目标函数 F 是二次的，则基于式(5.4-14)得到的

方程组必然是非线性的，形式较为复杂，计算量较大。而且对非线性方程组求解时，

现有的大部分算法往往需要设定初值，然而初值的选取比较困难。 

5.4.1.3  基于轨道平面约束的轨道估计模型 

使用09号卫星观测01号飞行器，要通过单颗卫星估计飞行器的轨道是十分困难的，

但如果能利用飞行器在重力斜飞段后半程飞行轨道的特性，再加上某种强制性的约束，

得到一定精度下轨道参数的估计仍然是可能的。由于重力斜飞段后半程是进入自由状态

的最后阶段，空间曲线相对弯曲程度较小。 
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我们不妨假设在观测坐标系下，飞行器横坐标关于时间 t的运动规律是二次曲线，

即 2
0 1 2( ) = + +sx t a a t a t ，其中 0a ， 1a ， 2a 是待估参数。而重力斜飞段后半程轨道上各时

间节点对应的空间坐标基本处于同一平面上。因此，我们可利用空间曲线 ( )sx t 的二次

特性及空间点处于同一平面的强性约束条件可得到轨道估计。由此可得 

        2
09 0 1 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
α
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + + + ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G
c i i i i i i

i

r t r t a a t a t t t
t

E                   (5.4-15) 

令
0

1

2

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
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⎛ ⎞
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i

t t t
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E ，则(5.4-15)式可化为 

09( ) ( ) ( ) ( )ε= +
GG G T

c i i i ir t r t t t0n T                       (5.4-16) 

设 ( )G
c ir t 落在同一平面 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟ + =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

T

x
y
z

n 上，其中

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A
B
C

n 为该平面的法向量，因此有

09 ( ) ( ) ( ) 1 0ε+ + =
GGT T T

i i ir t t t0n n n T ，需待定参数

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A
B
C

n 和
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2
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⎜ ⎟
⎝ ⎠

a
a
a

0n 。 

构造模型参数估计的最优平方逼近模型： 

2
09

1
min ( , ) ( ( ) ( ( ) ( )) 1)ε

=

= + +∑ GGm
T T T

i i i
i

f r t t t0 0n n n n n T         (5.4-17) 

则梯度： 
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n 0

n T n T

n n n T n T
       (5.4-18) 

求解梯度方程(5.4-18)得出参数 0 1 2, , , , ,A B C a a a ，进而得到飞行器的定位方程(5.4-15)
对飞行器进行轨道估计。 

由于时间关系，本模型仅给出了理论推导，并未进行仿真实验，因此该模型建立的

好坏有待下一步研究。 

5.4.2  多卫星多目标联合系统误差估计 

实现多卫星多空间飞行器的联合定位与系统误差估计，一个基本前提确定各卫星获

得的量测集合与目标的映射关系。在下文的论述中，我们认为“哪个量测来源于哪个目

标”是已知的，对此类数据关联问题不作具体分析。 
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实现多颗观测卫星多空间飞行器联合轨道与系统误差估计，需满足一定的条件。 
利用任意一个时刻的量测信息，都可以采用交汇定位方法建立观测卫星的系统误差

和多个空间飞行器的轨道之间的数量关系。不失一般性，我们讨论有 M 颗观测卫星，P
个空间飞行器联合轨道和系统误差估计。 

记任一时刻 t卫星在基础坐标系下的坐标为 ( ) 1,2, , )mr t m M  , ( =
G " ，设 P 个空间飞行

器在基础坐标系下的坐标为 1,2, , )cpr p P  , ( =
G " (待求坐标)，空间飞行器 p 在卫星 m 的观

测坐标系下的坐标为 _ ( ) 1, 2, , 1, 2, , )sm nr t m M n N  , ( =    =
G " " 。卫星 m 的系统误差记为

, , 1, 2, , )m m md d d m Mα β θ    , ( = " ，其中 mdθ 可由 mdα 和 mdβ 计算。因此，我们暂时不考虑 mdθ

的估计。只考虑 ,m md dα β 的估计，由此可解系统估计误差如下： 

_

1
( ) ( ) ( ) ( ) 1,2, , 1, 2, ,

i

cp m sm p n n m

n m

r t r t x t E t d p P m M
d

α

β

α
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= + +       =   =⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

G G " "  

上述方程组中共有 3MP 个方程，而待求的未知数及其数量分别为：空间飞行器在

基础坐标系下的坐标变量为 3P 个；空间飞行器在 M 个卫星的观测坐标系下的横坐标变

量共有个 MP;待确定卫星的系统误差有个 2M。 
由上分析不难发现，待求的未知变量数目 Q 为： 

Q=3P+MP+2M 
联立 3MP 个方程求解只 Q 个未知数，有解的基本条件是： 

3Q MP≤  

化简可得： 
3 2 2P M MP+ ≤  

下表 5.24 给出了不同 M、P 取值时可以得到的方程数目与未知量个数，以及进行

轨道和系统误差估计的可行性。 

表 5.24 卫星数与飞行器数与能否确定系统误差的关系 

卫星数/M 飞行器数/P 方程个数 未知量个数 能否估计系统误差 
2 1 6 9 否 
2 2 12 14 否 
2 3 18 19 否 
3 3 27 24 能 
4 2 24 22 能 
4 3 36 29 能 

由上式可以看出，为实现多卫星多飞行器联合轨道和系统误差估计，需采用多个时

刻的量测数据集合，卫星数目 M、飞行器数目 P 以及观测时刻数目 N 需满足

3 2 2P M MP+ ≤ 。 
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六、模型优缺点分析 

模型的优点： 
1、各模型的算法实现具有可行性，实时性和精度都能够满足实际轨道估计的应用

需要； 
2、每一问的模型都给出了精确的表达式和推导； 
3、第四问的采用了两种方法仿真模型，对模型一进行了仿真分析，并用采用该方

法对 0 号飞行器进行了定位，得出的结果与双星逐点交汇定位比较，验证了该模型的正

确性，具有很高的实现性。 
模型的缺点： 

对于飞行器运动模型的具体参数考虑不够，与实际情况存在一定偏差，虽然在本文

数据及仿真环境下得到了一定验证，但仍需在实际中检验。 
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