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题 目         有杆抽油系统的数学建模及诊断 

摘       要： 

借助于运动学和动力学建模仿真，本文研究了有杆抽油系统的运动学特性和动力学

特性。基于 Gibbs 模型计算得到的泵功图，本文还建立了油井产量计算模型，泵故障分

析诊断模型。最后，鉴于当前 Gibbs 模型还存在一些不足，本文提出了新的抽油系统模

型，并给出了相应的解法。 

针对问题一，本文基于解析法建立了曲柄、连杆、游梁后臂三个活动杆件所构成的

四连杆机构的运动学模型，用以求解悬点的位移、速度、加速度的运动参数随曲柄转角

φ 的变化规律。该方法首先根据已知的曲柄、连杆、游梁后臂尺寸和上死点位置，计算

出曲柄中心和游梁支点的相对位置关系，然后利用几何关系，建立运动学模型，从而获

得悬点位移、速度、加速度关于 φ 的解析式，最终精确分析悬点运动规律。 

针对问题二，本文使用 Gibbs 模型，将悬点示功图作为边界条件来求解泵功图，并

且给出了附件 1，2 中两口油井的泵供图结果。首先，我们根据冲程定义来调整测试数

据，获得上冲程和下冲程对应的测试位移和载荷，将之作为边界条件。然后，采用变量

分离法来求解 Gibbs 模型。计算结果表明，转化之后的泵功图曲线平滑，且基本没有波

动。 

针对问题三的第 1 小问，本文建立了有效冲程法和面积法这两个不同的模型来估算

油井的产液量。有效冲程法模型，通过对泵的工作过程进行分析，找出游动阀或者固定

阀开闭点行程的较小值作为有效冲程，进而计算油井的日产液量。面积法模型，根据实

际产液量与理论产液量的比值与实际泵功图与理论示功图曲线所围面积比值的关系，求
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取油井的实际日产液量。这两种方法分别从两个不同个角度出发，但两者估算的油井日

产液量基本相同，相互验证了两种模型的正确性。对于第 2 小问，本文建立了一个灰色

理论与网格法相结合的模型来判别泵内是否充气。首先，根据泵功图中曲线的几何外形

特点提取泵功图归一化无因次灰度统计特征来构成分类特征向量，然后将典型的正常泵

功图和充气泵功图也转化为相同的特征向量，通过计算两者之间的灰关联度，来判断泵

内是否充气。该方法准确、可靠。 

针对问题四的第一小问，通过分析 Gibbs 模型的建立过程，发现其在模型建立时忽

略了抽油杆重力和浮力的影响，而是将重力和浮力作为集中力直接作用于悬点处。很显

然，抽油杆的重力和浮力属于分布力，将其等效为集中力并且作用在非质心处的悬点将

导致变形的计算不准确，并最终影响泵功图的计算精度。鉴于此，通过微元分析法，考

虑抽油杆的重力和浮力后，本文重新建立了相应的抽油系统模型。通过理论推导，给出

了该模型的解析解。计算结果表明，其计算精度比 Gibbs 模型更高。 

 

关键词：有杆抽油系统，Gibbs 模型，有效冲程法，面积法，灰色理论与网格法，非齐

次波动方程模型 
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1 问题重述 

问题一：光杆悬点运动规律 

电机旋转运动通过四连杆机构转变为抽油杆的垂直运动。假设驴头外轮廓线为部分

圆弧、电机匀速运动，悬点 E 下只挂光杆（光杆下不接其它杆，不抽油，通常用来调试

设备）。请按附录 4 给出四连杆各段尺寸，利用附件 1 的参数，求出悬点 E 的一个冲程

的运动规律：位移函数、速度函数、加速度函数。并与有荷载的附件 1 的悬点位移数据

进行比较。 

问题二：泵功图计算 

1966 年，Gibbs 给出了悬点示功图转化为地下示功图的模型，由于受计算机速度的

限制，直到近些年才得以被重新重视。请使用 Gibbs 模型，给出由悬点示功图转化为泵

功图的详细计算过程，包括：原始数据的处理、边界条件、初始条件、求解算法；附件

1 是只有一级杆的某油井参数和悬点示功数据，附件 2 是有三级杆的另一油井参数和悬

点示功数据，利用它们分别计算出这两口油井的泵功图数据；并分别绘制出两油井的悬

点示功图和泵功图（每口井绘一张图，同一井的悬点示功图与泵功图绘在同一张图上，

请标明坐标数据）。 

问题三：泵功图的应用 

1）建立 2 个不同的由泵功图估计油井产量的模型，其中至少一个要利用“有效冲程”；

并利用附件 1 和附件 2 的数据分别估算两口油井一天（24 小时）的产液量。（单位：吨，

这里所指的液体是指从井里抽出来的混合液体） 

2）如图 5（C）形式的泵功图表示泵内有气体，导致泵没充满。请建立模型或算法，

以由计算机自动判别某泵功图数据是否属于泵内有气体的情况。并对附件 1、附件 2 对

应的泵功图进行计算机诊断是否属于泵内充气这种情况。 

问题四：深入研究的问题 

1）请对 Gibbs 模型进行原理分析，发现它的不足。在合理的假设下，重新建立抽

油系统模型或对现有模型进行改进；并给出由悬点示功图转化为泵功图的详细计算过

程，包括：原始数据的处理、边界条件、初始条件、求解算法；利用附件 1、附件 2 的

数据重新进行计算；对计算结果与问题二的计算结果进行比较，分析你的模型的优缺点。 

2）Gibbs 模型在数学上可简化为 “波动方程”：
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  其中 a 为已知

常数，c 称为阻尼系数，鉴于大多数的阻尼系数公式是作了诸多假设后推出的，并不能

完整地反应实际情况。如果能从方程本身和某些数据出发用数学方法估计参数 c，贡献

是很大的。对此，请你进行研究，详细给出计算 c 的理论推导过程并尽可能求出 c。如

果需要题目之外的数据，请用字母表示之并给出计算 c 的推导过程。 
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2 问题分析 

2.1  问题一：光杆悬点运动规律 

游梁式抽油机是以游梁支点和曲柄中心的连线做固定杆，以曲柄、连杆和游梁后臂

为三个活动杆所构成的四连杆机构。电机旋转运动通过四连杆机构转变为抽油杆的垂直

运动。问题一就是需要根据电机旋转运动的规律来求解光杆悬点的运动规律。 

 
图 2.1 抽油机四连杆机构示意简图 

依据要求，t=0 时刻，曲柄滑块 D 位于上顶点（ 0=φ ），AB 平行于水平面，E 对应

坐标原点（称为 E 的下死点），E 的位移为 0；D 运动到下顶点（ =φ π）时，E 的位移

到达最大（称为 E 的上死点）。但是本题所给的曲柄、连杆和游梁前后臂的长度，并不

能完全满足上述条件。所以，本文在满足下死点条件的情况下，同时尽量保证贴合上死

点条件来确定游梁支点和曲柄中心的相对位置。在此基础上，利用几何关系，可以准确

求出悬点的运动规律。 

2.2  问题二：泵功图计算 

采用 Gibbs 模型可以将悬点示功图转化为泵功图。然而，由于所给原始测试数据的

第一对并不一定刚好是一个冲程的起点，上行和下行用的时间也不一定完全相等，因此

需要先判断哪些数据属于上冲程，哪些数据属于下冲程。依据定义：上冲程为下死点运

动到上死点的过程，下冲程为上死点运动到下死点的过程。所以只要确定下死点和上死

点对应的测试点即可确定上冲程和下冲程的测试数据。本文将悬点位移最小值点取为下

死点，位移最大值点取为上死点。考虑到 Gibbs 模型在推导时忽略了抽油杆在油水混合

液中的重力载荷，所以在计算时需要将测试得到的悬点载荷减去该节杆在油水混合液中

的重力载荷。然后将测试位移和等效后的载荷作为边界条件，在此基础上采用分离变量
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法来求解 Gibbs 模型，就可以将悬点示功图转化为泵功图。 

2.3  问题三：泵功图的应用 

第 1 小问为依据泵功图求油井的日产液量。在泵功图图中，真正取抽汲作用的泵行

程为有效冲程。为了计算有效冲程，本文建立了三点曲率有效冲程法和五点曲率有效冲

程法。通过对泵工作过程的分析，可以知道泵功图上阀开闭点处曲率变化较大，固定阀

开闭点在上冲程的高载荷段，游动阀的开闭点在下冲程的低载荷段，有效冲程即为游动

阀或者固定阀开闭点行程的较小值。采用三点曲率法或五点曲率法，可以方便地找出泵

功图中游动阀和固定阀的开闭点。进而获得有效冲程，并最终求得油井的日产液量。 

除了有效冲程能够估算油井的日产液量外，利用泵功图曲线包围的面积也可以估算

日产液量。从这个角度出发，本文提出了计算油井的日产液量的第二种方法，即面积法。

理论产液量、理论泵功图中曲线包围的面积都可以通过油井的相关数据直接计算求得，

实际泵功图的面积也可以通过微分思想求得。依据实际产液量与理论产液量的比值与实

际泵功图与理论示功图比值的关系，即可求得油井的实际日产液量。 

第 2 小问为依据泵功图判断泵内是否充气。泵功图的形状可以直接反映泵的工作状

态。要判断泵内是否充气，只需要将实际泵功图与典型正常泵功图、泵充气泵功图相比

较。如果实际泵功图形状更接近正常泵功图，即认为泵不充气；反之即可认为泵充气。

而判断泵功图之间的接近程度可以采用灰色理论与网格法相结合的方法。灰关联度越

大，即表明图形之间的形状越接近。 

2.4  问题四：深入研究的问题 

Gibbs 模型建立时，忽略了微元的重力和浮力，从而获得简单的齐次波动方程。然

而在实际计算中，由于抽油杆重力和浮力的影响必须考虑，Gibbs 模型只能将抽油杆的

重力和浮力视为悬点处的集中力。很显然，抽油杆的重力和浮力属于分布力，将其等效

为集中力并且作用在非质心处的悬点将导致变形的计算不准确，并最终影响泵功图的计

算精度。鉴于此，通过微元分析法，考虑抽油杆的重力和浮力后，我们可以建立更精确

的力学方程来描述抽油杆的位移函数。 

由于引入了重力和浮力影响，新模型方程变为非齐次的波动方程。对于材质均匀的

抽油杆，如果油水混合液也是均匀的，新模型方程中的齐次项变为常数。对于齐次项为

常数的波动方程，通过理论推导可以求得其解析解。然后可以通过与 Gibbs 模型计算结

果对比，分析新模型的优缺点。 
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3 符号定义与说明 

s  位移 
v  速度 
a  加速度 
φ  曲柄转角 

( ),u x t  t时刻 x截面处杆的位移 

( ),F x t  t时刻 x截面处杆的载荷 

a  应力波在抽油杆柱中的传播速度 

E  抽油杆柱的杨氏模量 

A  抽油杆横截面积 

L  抽油杆长度 

rD  抽油杆直径 

lD  泵径 

gρ  抽油杆柱的密度 

oρ  油的密度 

c  阻尼系数 

gW  抽油杆的重力 

Fο  抽油杆在油中所受的浮力 

thQ  理论产液量 
Q  实际产液量 

Vη  混合液体体积系数 

Wn  混合液的含水率 

OB  原油体积系数 

WB  水的体积系数 

S  悬点冲程长度 

pS  柱塞冲程长度 

λ  静载冲程损失 

PES  柱塞有效冲程 

SN  抽油机的冲次 

PA  柱塞横截面积 
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iK  点的曲率 

iδ  曲率变化量 

'iδ  曲率变化量的平均值 

thA  理论示功图中曲线包围的面积 

sjA  实际泵功图中曲线包围的面积 

ijm  灰度值 

1f ， g  灰度均值 

2f ， 2σ  灰度方差 

3f ， S  灰度偏差 

4f ， P  灰度峰度 

5f ， E  灰度能量 

6f ，T  灰度熵 

( )i kε  关联系数 

iγ  关联度 
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4 问题假设 

 假设驴头外轮廓线为部分圆弧、电机匀速运动，悬点 E 下只挂光杆； 

 假设抽油井垂直于地面，同时抽油杆垂直放入井中，抽油杆与油管无摩擦； 

 假设抽油杆材质均匀，单级杆的横截面积不变，抽油杆全部浸没在油中； 

 假设井中的油液和水混合均匀，不考虑温度变化对油密度的影响； 

 假设所有抽油机的油管是锚定。 
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5 问题一：光杆悬点运动规律 

在分析抽油杆悬点运动规律时，一般可以采用以下两种模型进行分析：一是简化模

型分析法[1]；二是解析模型分析法。首先，我们用简化模型分析法做定性的分析，观察

悬点 E 位移、速度、加速度的变化曲线趋势，然后采用解析模型分析法来精确计算悬点

的位移、速度、加速度，以研究抽油杆的实际运动规律。AE 段钢缆长度很小，且题中

没有给出给出钢缆的材料数据，因此可以忽略钢缆的变形，所以悬点 E 的运动规律就相

当于 A 点的运动规律。 

5.1  简化模型 

游梁式抽油机是以游梁支点和曲柄中心的连线做固定杆，以曲柄、连杆和游梁后臂

为三个活动杆所构成的四连杆机构。采用简化模型分析时，可以将四连杆机构简化为简

谐运动和曲柄滑块机构进行。 

5.1.1  简化为简谐运动模型 

 
图 5.1 四连杆机构示意图 

如图 5.1 所示，当曲柄半径 1'O D l= 比连杆长度 2BD l= 和游梁后臂 3BO l= 小得多时，

1l 与 2l 和 3l 的比值可以忽略。此时，游梁和连杆的连接点 B 的运动可看作简谐运动，即

认为 B 点的运动规律和 D 点做圆运动时在垂直中心线上的投影（C 点）的运动规律相

同。则 B 点经过 t 时间（曲柄转过 φ 角）时的位移 Bs 为： 

( ) ( )1 11 cos 1 cosBs l l tφ ω= − = −                    (5.1) 
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式中，φ为曲柄转角， tφ ω= ⋅ ；ω为曲柄的角速度；t 为时间。 

已知游梁前臂为 3l ，则点 A 的位移 As ，速度 Av ，加速度 Aa 分别为：                                               

    

( ) ( )4 4 4
1 1

3 3 3

4 4
1 1

3 3

2 24 4
1 1

3 3

1 cos 1 cos

sin sin

cos cos

A B

A
A

A
A

l l ls s l t l
l l l
ds l lv l t l
dt l l
da l la l t l
dt l l

ω φ

ω ω ω φ

ω ω ω φ

= = − = −

= = =

= = =

            (5.2) 

由以上三式可得简化为简谐运动时悬点 E 的位移、速度、加速度随φ角的变化规律。 

5.1.2 简化为曲柄滑块机构模型 

简化为简谐运动所得结果，只能在做不太精确的近似计算和分析中应用。因为，实

际抽油机的 1 2l l 值是不可忽略的，特别是冲程长度较大时，忽略后会引起很大的误差。

为此，如果 1 2l l 的值为有限值，即 1 20 1 4l l< < ，可以把 B 点绕游梁支点的弧线运动近

似地看作直线运动，即可以把抽油机的运动简化为下图所示的曲柄滑块运动。 

 

图 5.2 曲柄滑块机构示意图 
0φ = 时，游梁与连杆的连接点 B 在 B’点，为距曲柄轴心最远的位置，相应于悬点 E

的下死点。 180φ = 时，B 点在 B’’处，为距曲柄轴心最近的位置，相应于悬点 E 为上死

点。 

1 1' ' 1 , ' '' 1O B l O B l= + = −                       (5.3) 

则 B 点的最大位移为 ( ) 1max
2Bs l= 。B 点在任意时刻的位移（从 0φ = 算起） Bs 为： 

1' ' ' ' 1 'Bs BB O B O B l O B= = − = + −                  (5.4) 

由三角形 O’DB 得： 
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1 2' ' cos cosO B O C BC l lφ ψ= + = +                 (5.5) 

则 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 2

1 2

1

1 cos cos
1 cos 1 cos
1 cos 1 cos

Bs l l l
l l
l

φ ψ
φ ψ
φ ψ l

= + − +
= − + −
= − + −  

               (5.6) 

其中， 1 2l ll =  

由三角形 O’DB，利用正弦定律，可找到 ,φ ψ 的关系为： 

2 1sin sinl lψ φ=                           (5.7) 

所以 
2 2 2cos 1 sin 1 sinψ ψ λ φ= − = −                  (5.8) 

将上式代入式(5.6)，得 

( ) ( )2 2
1 1 cos 1 1 sinBs l φ l φ l = − + − −  

              (5.9) 

上式即为 B 点位移与曲柄转角φ的关系式。为便于求导得到 B 点的速度和加速度，

可将该式进一步简化，取其足够准确的近似式。将上式所含的 2 21 sinλ φ− 按二项式定

理展开，取其前两项可得： 
2

2 2 sin1 sin 1
2

λ φλ φ− ≈ −                     (5.10) 

于是 B 点位移公式可简化为： 

( )
2

1
sin1 cos

2Bs l l φφ
 

= − + 
 

                   (5.11) 

知道 B 点的位移之后，则可由下面的关系求得 A 点相应的位移为： 

( )
2

4 4
1

3 3

sin1 cos
2A B

l ls s l
l l

l φφ
 

= = − + 
 

               (5.12) 

速度为 

4 4 4
1

3 3 3

sin 2sin
2

B
A B

l l ds lv v l
l l dt l

l φω φ = = = +  
              (5.13) 

其中，角速度
d
dt
φω =  

加速度为 

[ ]24 4 4
1

3 3 3

cos cos 2B
A B

l l dv la a l
l l dt l

ω φ l φ= = = +              (5.14) 
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以上三式就是简化为曲柄滑块机构时悬点位移、速度、加速度随φ角的变化规律。 

5.2  解析模型 

上面的简化模型，都是在一定的假设基础上得到的，虽然能够定性的分析悬点的运

动规律，但是不能代表悬点的准确运动规律。另外，对于本题所给数据，上述两个简化

模型的假设均不能满足。于是，本文给出了一个精确的解析式模型来准确的描述悬点的

运动规律。 

由附录 4 中可知，在 0t = 时刻，曲柄滑块 D 位于上顶点（ 0φ = ），AB 平行于水平

面。E 对应坐标原点（称为 E 的下死点）。由此可知，在一个完整的冲程中此时应该是 B

点能够达到的最高点。可以通过分类排除法来确定 D 位于上顶点时 B 点所在的位置。 

第一种情况，假设在 0t = 时刻 B 点位于 O’D 点的右侧，整个四连杆机构如图 5.3（a）

所示，则可以明显的发现，随着φ的增大，B 点会继续上移，在 O’D 与 DB 共线时，B

点才能达到最高点，即此时悬点 E 所在的位置才是下死点，而不是在 0t = 时刻，这与已

知条件是矛盾的，所以可以排除。 

第二种情况，假设在 0t = 时刻 B 点位于 O’点的左侧，整个四连杆机构如图 5.3（b）

所示，则也可以明显的发现，随着φ的减小（相当于倒退回到上一个运动过程），B 点会

继续上移，在 O’D 与 DB 共线时，B 点才能达到最高点，即悬点 E 所在位置才是下死点，

这也与已知条件是矛盾的，所以也可以排除。 

   
（a）右侧                   （b）左侧               （c）正上方 

图 5.3 B 点不同位置抽油机四连杆机构示意图 

综上所述，可以知道在 0t = 时刻，B 点位于 O’点正上方，即如图 5.3（c）所示。由

此我们可以知道 O 点与 O’点相对位置关系。根据已知条件，可以知道 

1 2

3 4

' 950 3675
2495 4315

O D l mm BD l mm
BO l mm AO l mm

= = = =
= = = =

 

令 O’点为坐标原点，则 O 点坐标为（a,b），其中 2495, 4625a b= − = ，由此可以计算得

到 ( )2 2
5'OO l a b= = + ；D 点坐标为 ( ),D Dx y ，其中 1 1sin , cosD Dx l y lφ φ= = ，则可以计
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算得到何关系 ( ) ( )( )2 2
6 D DOD l a x b y= = − + − 。通过几何关系，可以知道 

( )1

2 2 2
1 3 6 2

3 6
2 2 2

1 5 6 1

5 6

tan

cos ( )
2

cos ( )
2

b a

l l l
l l

l l l
l l

γ

a

b

−

−

−

= −

+ −
=

+ −
=

                      (5.15) 

我们的目标是知道 B 点的位移，所以需要知道图中的 θ 角。其中 θ 角的求取还与 D

点的位置有关，需分别讨论。当 D 点位于 OO’的右上方（即图 5.4（a）这种情况），此

时 ) (0,90 270 ,360φ γ γ ∈ + + 
 

 ，θ 角可由下式计算： 

( )θ γ αβ = − +                        (5.16) 

    
   （a）                                （b） 

图 5.4 抽油机四连杆结构的两个典型常态示意图 

当 D 点位于 OO’的右上方（即图 5.4（b）这种情况），此时 90 ,270φ γ γ ∈ + + 
  ，

则 θ 角为 

( )θ γ αβ = − −                           (5.17) 

那么，A 点的位移、速度、加速度表达式分别为 

( ) ) (
( )

4

4

4

, 0,90 270 ,360

, 90 ,270
A

l
s l

l

γ αβ  φ γ γ
θ

γ αβ  φ γ γ

  − + ∈ + +    = = 
 − − ∈ + +     

αα

αα



      (5.18) 
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4 4

2 2
2

4 42 2

A
A

A
A

ds d dv l l
dt dt d
dv d da l l
dt dt d

θ θω
φ

θ θω
φ

= = =

= = =
                      (5.19) 

由于 θ 的表达式过于复杂，直接求导比较困难，我们可以采用差分近似计算求导值： 

( )

( )
( ) ( )

4 4A

a aa
A

dv l l
d

v vdva
d

φ φ dφ
φ

φ φ dφ
φ

φ

θ θθω ω
ϕ dφ

ω ω
φ dφ

−

−

−
= =

− 
= = 

 

                 (5.20) 

5.3  计算结果比较及分析 

按照本题所给数据，本题的曲柄并不能完成一个完整的圆周运动。但是，考虑到工

程应用中曲柄滑块 D 或曲柄销以及 B 点铰链都有一定的间隙量，所以本文计算时将 BD

稍微伸长。图 5.5-5.7 为采用精确解析式分析法、简化模型分析法计算得到的悬点 E 的

位移、速度、加速度变化曲线。为了与实测结果进行比较，图中还给出了由附件 1 数据

求得的悬点位移、速度和加速度的变化曲线。 

由图 5.5 悬点 E 的位移随转角 φ 的变化规律可以看出，尽管同一φ角下不同模型计

算的位移数值不同，但它们大体变化趋势是一致的。这也与我们的判断相符，虽然简化

模型能够定性的描述悬点的运动趋势，但不能准确的给出运动规律。图中还可以看出，

不同模型计算的下死点都是位于 0φ = 处，但上死点均不是在 180°处。由分析可知，当

O’D 与 OO’共线时，即 154φ = 处对应上死点位置。图中可见，只有本文提出的解析模

型能够正确计算上死点位置。 

由图 5.6 和 5.7 可以看出，本文解析模型计算得到的悬点 E 的速度、加速度随转角 φ

的变化规律与简化模型计算结果和附件一实测结果一致，同时在下死点和上死点处均能

保证速度为 0。由此可见，本文提出的解析模型计算准确可靠。 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

0 50 100 150 200 250 300 350

曲柄转角φ,°

位
移
s，

m

S_精确解析

S_简谐运动

S_曲柄滑块

S_算例1

 
图 5.5 悬点 E 位移随转角 φ 的变化规律 



 18 

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 50 100 150 200 250 300 350

曲柄转角φ，°

速
度

v，
m/

s

V_精确解析
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图 5.6 悬点 E 速度随转角 φ 的变化规律 
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-2
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0

1

2

0 50 100 150 200 250 300 350

曲柄转角φ，°
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度
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s²
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A_简谐运动

A_曲柄滑块

A_算例1

 
图 5.7 悬点 E 加速度随转角 φ 的变化规律 
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6 问题二：泵供图计算 

6.1  计算模型及求解方法 

由于悬点功图数据是自动测试的，测得数据的第一对并不一定刚好是一个冲程的起

点，上行和下行用的时间也不一定完全相等，因此需要自行判断哪些数据属于上冲程，

哪些数据属于下冲程。悬点位移最小值时对应下死点，位移最大值时对应上死点，由下

死点运动到上死点的过程属于上冲程，而由上死点运动到下死点的过程属于下冲程。按

此规律调整测试数据顺序，即可得到上冲程和下冲程对应的位移和载荷数据。整理后的

位移和载荷数据见文件 test1.txt（对应附件一）和 test2.txt（对应附件二）。 

Gibbs 模型将悬挂在悬点下的细长抽油杆的振动视为一个由悬点上下往复运动引起

的受迫振动模型[2,3]。该模型中忽略了杆重，浮力和杆弯曲等参数影响，最终的模型方程

为齐次的波动方程，即 
2 2

2
2 2

u u ua c
t x t

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
                        (6.1) 

式中，a为应力波在抽油杆柱中的传播速度， ga E ρ= ，E 为抽油杆柱的杨氏模量， gρ

为抽油杆柱的密度；c为阻尼系数。由于测试数据所给悬点载荷 ( )L t 包含了抽油杆的重

力 gW 和抽油杆在油水混合液中所受的浮力 Fο ，在应用 Gibbs 模型计算泵载荷的时，实

际的悬点载荷应为 
( ) ( ) gD t L t W Fο= − +                        (6.2) 

抽油杆的重力 gW 可以写为 

g gW ALρ=                            (6.3) 
假设抽油杆全部沉没于混合液中，则抽油杆在混合液中所受的浮力 Fο 可以写为 

lF ALο ρ=                             (6.4) 
式中， lρ 为混合液密度，表示为 (1 )l o w w wf fρ ρ ρ= − + ，其中 wf 为含水率， wρ 为水的密

度, oρ 为油的密度； A为抽油杆横截面积， L为抽油杆长度。 

Gibbs 波动方程可以采用分离变量法求解。其边界条件是将悬点位移函数 ( )U t 和悬

点载荷函数 ( )D t 展开成 Fourier 级数： 

( ) ( ) ( )( )0

1
cos sin

2

n

n n
n

vU t v nwt nwtδ
=

= + +∑               (6.5) 

( ) ( ) ( )( )0

1
cos sin

2

n

n n
n

D t nwt nwts s t
=

= + +∑               (6.6) 

式中，Fourier 系数可以利用三角函数的正交性求得，例如 nv 可以通过在方程(6.5)左右两

侧乘以 ( )cos nwt ，并在[ ]0,2π 上积分求得 

( ) ( )
2

0

1 cos ,   0,1, 2,...,nv U t n d n n
π

θ θ
π

= =∫                (6.7) 



 20 

式中， wtθ = 。由于测试数据为离散的时间序列，上式的 Fourier 系数需要通过求和来

近似计算。采样周期为一个冲程，对应第 p 个采用点的
2 p

K
pθ = ，K 为一个冲程里面的

总采样点数。记第 p 个采用点的悬点位移和悬点载荷分别为 pU 和 pD ，则(6.5)式和(6.6)
式的 Fourier 系数可以计算如下 

1

2 2cos   0,1, 2,...,
K

n p
p

n pv U n n
K K

p
=

 = = 
 

∑               (6.8) 

1

2 2sin   1, 2,...,
K

n p
p

n pU n n
K K

pδ
=

 = = 
 

∑                  (6.9) 

1

2 2cos   0,1, 2,...,
K

n p
p

n pD n n
K K

ps
=

 = = 
 

∑              (6.10) 

1

2 2sin   1, 2,...,
K

n p
p

n pD n n
K K

pτ
=

 = = 
 

∑                 (6.11) 

为了采用分离变量法求解方程(6.1)，需要将位移函数 ( ),u x t 分离为坐标函数 ( )X x

和时间函数 ( )T t 的乘积。令 ( ) ( ) ( ),u x t X x T t= ，将其带入方程(6.1)有 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
2 n

T t cT t X x
a T t aT t X x

λ
′′ ′ ′′

+ = = −                  (6.12) 

上式等号每一侧仅包含一个独立变量，因此可以将其分离成两个常微分方程，即 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2

0
0

n

n

T t cT t a T t
X x X x

λ
λ

′′ ′ + + =
 ′′ + =

                  (6.13) 

方程组(6.13)中第一个方程的周期解为 ( ) inwtT t e= ，将其带入(6.13)式的第一个方程可求

得常数 nλ 为 

n n niλ αβ = − +                            (6.14) 
式中 

2

1 1
2n

nw c
nwa

a  = + +  
 

                     (6.15) 

2

1 1
2n

nw c
nwa

β  = − + +  
 

                    (6.16) 

当 n=0 时， 0 0λ = ，方程组(6.13)变为 

( ) ( )
( )

0
0

T t cT t
X x

′′ ′+ =
 ′′ =

                       (6.17) 

上式的特征解为 

( )
( )
T t

X x x
x

ζ η
=

 = +
                          (6.18) 

方程组(6.13)中第二个方程的特征解为 
( ) ( ) ( )sin cosn n n nX x x xφ λ ϕ λ= +                     (6.19) 
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综合以上各式，可以求得方程(6.1)的一般解为 

( ) ( ) ( )( )
1

, sin cos inwt
n n n n

n
z x t x x x exη xz φ λ ϕ λ

∞

=

= + + +∑           (6.20) 

式中， nφ 和 nϕ 为复数常量 

n n n

n n n

i
v i

φ κ µ
ϕ δ

= − −
= −

                            (6.21) 

方程(6.1)的物理解应为(6.20)式的实部，即 

( ) ( ), Re ,u x t z x t=                              (6.22) 

任意时刻 x截面处杆的载荷可采用胡克定律计算，表示为 

( ) ( ),
, Re

z x t
F x t EA

x
∂ 

=  ∂ 
                        (6.23) 

代入(6.5)式和(6.6)式的边界条件可求 Gibbs 方程的解析解为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0

1
, cos sin

2 2

n

n n
n

vu x t x O x nwt P x nwt
EA
s

=

= + + +∑         (6.24) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' '0

1
, cos sin

2

n

n n
n

F x t EA O x nwt P x nwts
=

= + +∑            (6.25) 

式中 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )sin cosn n n n n n n n n n nO x ch x sh x x sh x v ch x xκ β δ βα  µ ββα  = + + +  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )cos sinn n n n n n n n n n nP x sh x ch x x ch x v sh x xκ β δ βα  µ ββα  = + − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

' sin

          cos

n
n n n n n n n n

n
n n n n n n n

O x sh x v ch x x
EA

ch x v sh x x
EA

τ β δ βαβα  

s ββ  δ αβα 

 = + −  
 + + +  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

' cos

          sin

n
n n n n n n n n

n
n n n n n n n

P x ch x v sh x x
EA

sh x v ch x x
EA

τ β δ βαβα  

s ββ  δ αβα 

 = + −  
 − + +  

 

( )2 2
n n n n

n
n nEA

σ ατβ  κ
αβ
+

=
+  

( )2 2
n n n n

n
n nEA

σ βτα  µ
αβ
−

=
+  

求解 Gibbs 方程时，我们还需要确定方程中粘滞阻尼系数 c。张琪等人[1]提出了用摩

擦功确立的粘滞阻尼系数公式: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
2

2 1 1 21
ln sin cosg

c B B
A m B wL a wL a wL a

πm
ρ

   = + + +  +   
    (6.26) 

式中， l rm D D= ， ( )2
1 1 2 ln 1B m m= − − ， ( )24 2

1 1 1 lnB m m m= − − − 。其中， lD 和 rD 分

别为泵径和抽油杆直径，µ为液体粘度。 
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在油田的实际生产过程中，一般采用多级杆，所以对抽油杆柱的动载荷需要分级计

算，逐级消除抽油杆柱动载荷。首先计算第一级杆柱末端载荷与位移，然后以第一级杆

柱末端为第二级初始及边界条件，划分第二级抽油杆，再计算其末端载荷与位移。以此

类推，直至求出最后一级末端的载荷与位移，得出最终的泵功图。具体计算流程图图如

下： 

图 6.1 采用 Gibbs 模型计算井下示功图流程图 

6.2  计算结果与分析 

依据附件一和附件二悬点示功图数据计算的泵功图如下： 

开始 

读入测试数据 ( )U t 和 ( )L t  

由（6.2）式将 ( )L t 转化为 ( )D t  

由（6.26）式计算粘滞阻尼系数c  

由（6.8）-（6.11）式计算 Fourier 系数 

计算特征函数及其系数，并计算计算当前杆

末端的位移和载荷 

是否为最后一级杆柱 

将上一级末端

位移和载荷赋

值给 ( )U t 和

( )L t  

输出结果，计算结束 

否 



 23 

-2.E+04

-1.E+04

0.E+00

1.E+04

2.E+04

3.E+04

4.E+04

5.E+04

6.E+04

7.E+04

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

位移（m）

载
荷
（
N）

悬点示功图

泵功图（Gibbs）

 

图 6.2 算例一悬点示功图与泵功图对比 
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图 6.3 算例二悬点示功图与泵功图对比 
图 6.2 为由附件一数据计算的泵功图，该油井只有一级杆。图中上方曲线为悬点示

功图，下方曲线为转换后的泵功图，可以明显看出转换之后的示功图曲线平滑，且基本

没有波动。可见经计算后有效地消除了上下冲程中抽油杆柱的振动、油液脉动和惯性载

荷等的影响。图 6.3 为由附件二数据计算的泵功图，该油井有三级杆。图中不仅给出了

悬点示功图和泵功图，还给出了一级杆和二级杆末端的示功图。可以清晰地看到各级杆

的示功图在逐渐下移，这是因为杆重力和浮力的影响。同时，各级杆的示功图曲线随着

杆级数增加变得更加平滑。最终的泵功图曲线平滑、无倾斜，且基本没有波动。 
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7 问题三：泵功图的应用 

7.1  油井日产液量计算 

7.1.1  模型一：有效冲程法 

通过分析抽油泵的工作原理、观察理论泵示功图的几何特征可知，泵示功图上阀开

闭点处曲率变化较大，且固定阀开闭点在上冲程的高载荷段，而游动阀的开闭点在下冲

程的低载荷段。根据这一思路，通过寻找泵功图的高、低载荷段曲率变化最大的点可以

确定阀的开闭点，进而计算柱塞的有效冲程，并最终计算油井一天的产液量。 

7.1.1.1 理论产液量计算 

 抽油机井的理论产液量是泵内为充满的油水两相混合物且假设柱塞冲程等于悬点冲

程时的井口产液量。其计算表达式[4]为： 

1440th S P lQ SN A ρ=                          (7.1) 

式中，S 为悬点冲程， SN 为抽油机的冲次， PA 为柱塞横截面积， thQ 为油井一天的理论

产液量,混合液密度 (1 )l o w w wf fρ ρ ρ= − + ，其中 oρ 为原油密度； wρ 为水的密度； wf 为

含水量。 

7.1.1.2 实际产液量计算 

 油井的实际产液量是指井口原油脱气后的地面实际产液量，记作Q，其计算公式为： 

1440V PE S P lQ S N Aη ρ=                         (7.2) 

式中， PES 为柱塞有效冲程， Vη 为混合液体体积系数。 

 混合液体体积系数 Vη 是指地面液体体积与油管内混合液体积的比值[5]，可由下式计

算得出： 

( )
1

1V
W O W Wn B n B

η =
− +

                         (7.3) 

式中， Wn 为混合液的含水率， OB 为原油体积系数， WB 为水的体积系数，一般取 1.1~1.5，

本文取为 1.3。 

7.1.1.3 有效冲程的计算模型 

有效冲程 PES 主要根据泵示功图中阀开闭点的位置来确定。曲率变化量的值越大，

说明曲线弯曲程度越大，通过在泵功图的高低载荷段各求出 2 个曲率变化最大的点来确

定阀开闭点。本文采用了两种方法来计算泵功图的有效冲程。 

（1）方法一：三点曲率法 

 由于采用数值计算方法得到的泵示功图封闭曲线中含有大量高频部分，故在实际计
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算中可以采用三点曲率法来消除和降低高频部分引起的曲率变动，以提高曲率的计算精

度，具体计算流程图如图 7.1 所示。 

 
图 7.1 三点曲率法计算有效冲程的流程图 

采用三点曲率法确定有效冲程的具体步骤如下： 

  步骤 1、用五点平均求出每一点的坐标平均值，即： 
2 1 1 2

5
i i i i i

i
s s s s ssp − − + ++ + + +

=                     (7.4) 

 2 1 1 2

5
i i i i i

i
f f f f ffp − − + ++ + + +

=                     (7.5) 

 式中， is 为第 i个时刻的位移， isp 为第 i个时刻的位移平均值， if 为第 i个时刻的载

荷， ifp 为第 i个时刻的载荷平均值。 

 步骤 2、分别求出泵功图离散点横坐标的最大值 maxs 和最小值 mins ，纵坐标的最大值

maxf 和最小值 minf ; 

 步骤 3、将离散点归一化，归一化方法如下： 

min

max min

i
i

sp sspg
s s

−
=

−
                        (7.6) 
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min

max min

i
i

fp ffpg
f f

−
=

−
                        (7.7) 

 步骤 4、将归一化的泵功图沿柱塞冲程展开，泵功图由闭合曲线展开为单值曲线； 

 步骤 5、计算各离散点的曲率值 iK ； 

 对于连续曲线上任意一点，其曲率 K 定义为夹角 β 对弧度 S 的变化率，并等于曲率

半径 R 的倒数，如下式： 
1dK

dS R
α

= =                            (7.8) 

 由于泵示功图曲线由一系列离散点组成，其解析函数无法得到，故无法由式（7.8）

直接求得泵示功图上任一点的曲率。所以，本文将相邻三点圆弧近似为连续曲线来求泵

示功图各离散点的曲率 K ，即利用泵示功图上任意离散点 ( ),i i iX x y 及其前一离散点

( )1 1 1,i i iX x y− − − 和后一离散点 ( )1 1 1,i i iX x y+ + + 三点之间的几何关系来计算点 ( ),i i iX x y 的曲

率，如图 7.2 所示。 

 

图 7.2 采用三点曲率法计算曲率的示意图 

 由三角几何关系容易得出： 

1 1
1sin , sin

2 2
i

i i
L S L L
R

ββ ∆ + −= =                  (7.9) 

将 1/iK R= 进行整理，可得到： 

1 1

1 1

2
2

i i i
i

i i i

L L LK
R L L L

− +

− +

= × ×                     (7.10) 

式中 R 为点 iX 到点 1iX + 圆弧段的曲率半径； β 为点 iX 到点 1iX + 圆弧段的夹角; 1iL − 为点

1iX − 和点 iX 之间的线段长度； iL 为点 iX 和点 1iX + 之间的线段长度； 1iL + 为点 1iX + 和点 1iX −

之间的线段长度； S∆为任意三角形 1 1i i iX X X− +∆ 的面积。 

将式(7.9)代入式(7.10)可得： 
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1 1

1 1 1 1

4 sin 4i i
i

i i i i i i

L L SK
L L L L L L

β− +

− + − +

= =                  (7.11) 

式(7.11)即为求某一离散点曲率的数学模型，其中任意三角形的面积 S∆由海伦公式求得： 

( )( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

2 2
1 1 1

2 2
1 1

2 2
1 1 1 1 1

2

i i i

i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

S P P L P L P L

L L LP

L y y x x

L y y x x

L y y x x

− +

− +

− − −

+ +

+ − + − +

 = − − −


+ +
=


 = − + −

 = − + −


= − + −



              (7.12) 

 步骤 6、根据 1i i iK Kδ += − ，求任一离散点的曲率 iK 及其后一离散点的曲率 1iK + 的

曲率变化量 iδ ； 

 步骤 7、为了提高算法精度，根据 ( )2 1 1 2' 5i i i i i iδ δ δ δ δ δ− − + += + + + + ，采用五点平均

来求取曲率变化量的平均值； 

 步骤 8、根据曲率变化量最大，查找固定阀和游动阀的开闭点； 
在上冲程中，归一化载荷大于 0.6 的范围内查找固定阀开启点 B 和关闭点 C。在归

一化位移[0,0.5]之间查找曲率变化量最大点 B( mbs ， mbf )，在[ 0.1mbs + ,1]之间查找曲率变

化量最大点 C( mcs ， mcf )，则比例位移 Rg mb mcS s s= − ； 

 在下冲程中，归一化载荷小于 0.4 的范围内查找游动阀开启点 D 和关闭点 A。在归

一化位移[1.5,2]之间查找曲率变化量最大点 A( mas ， maf )，在[1, 0.1mas − ]之间查找曲率

变化量最大点 D( mds ， mdf )，则比例位移 Ry md maS s s= − ； 

 步骤 9、将比例位移 RgS 和 RyS 乘以归一化位移 ( )max minX X− 获得实际的固定阀、游动

阀冲程，取较小者为有效冲程 PES 。 

（2）方法二：五点曲率法 

 五点曲率法通过对原始数据差值重取等距点、相邻 5 个数据点来获得中间点的曲率、

相邻 3 个点取平均值的方法计算中间点的曲率变化量，来消除泵示功图封闭曲线中含有

大量高频部分，具体计算流程图如图 7.3 所示。 
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图 7.3 五点曲率法计算有效冲程的流程图 

 步骤 1、如方法一中的步骤 2、3、4 将泵功图原始数据进行归一化处理，并将泵功

图沿柱塞冲程展开，由闭合曲线变成单值曲线； 

 步骤 2、在归一化、展开的泵功图数据上做等 s∆ 取点，消除数据点的细微波动及疏

密程度对曲率计算精度的影响； 

 步骤 3、计算各离散点的曲率变化值； 

 泵示功图曲线上任意一点 iP 的曲率 iK ，根据与其相邻的 5 个数据点： ( )2 2 2,i i iP s f− − − 、

( )1 1 1,i i iP s f− − − 、 ( ),i i iP s f 、 ( )1 1 1,i i iP s f+ + + 、 ( )2 2 2,i i iP s f+ + + ，之间的几何关系计算，如图 7.4。 

 
图 7.4 五点曲率法计算曲率的示意图 

 点 iP 的离散曲率计算模型为 

/i i iK lθ= ∆ ∆                          (7.13) 

式中， iθ∆ 是直线 2i iP P− 到直线 2i iPP+ 的有向旋转角度， 
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 ( )( ) ( )( )
( )( )

2 2 2 2

2 2

arctan
1

i i i i i i i i
i

i i i i

f f s s f f s s
s s s s

θ + − − +

− +

 − − − − −
=   + − − 

          (7.14) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 1i i i i i i i i il s s f f s s f f+ + − −= − + − + − + −         (7.15) 

则点 iP 处的曲率变化量 iδ ，根据 iP 、 1iP+ 两点的曲率 iK 、 1iK + 由 1i i iK Kδ += − 计算可得。

在实际计算中，为了降低或消除其引起的曲率变化量的波动，采用相邻 3 点取平均值的

方法计算中间点的曲率变化量 'iδ ，以提高计算精度。即 

( )1 1' / 3i i i iδ δ δ δ− += + +                      (7.16) 

 步骤 4、如方法一中的步骤 8、9，根据曲率变化量最大，查找固定阀和游动阀的开

闭点，获得实际的固定阀、游动阀冲程，取较小者为有效冲程 PES 。 

（3）结果比较及分析 
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图 7.5 不同曲率计算方法求得的附件一的固定阀和游动阀的开闭点位置 
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图 7.6 不同曲率计算方法得到的附件二的固定阀和游动阀的开闭点位置 

 求有效冲程的三点曲率法和五点曲率法都是通过在泵功图中找曲率变化最大的点作

为阀开闭的点，它们的不同之处在于曲率计算模型和求平均值时所取的点数，由于曲率

计算所用点数不同，计算结果也稍有一些差距。图 7.5 与图 7.6 为使用两种方法对附件

一和附件二的油井分别求得的固定阀和游动阀的开闭点位置。从上图结果来看，三点曲
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率法和五点曲率法计算得到的阀的开闭点都有一些误差，但两种方法的误差都该在可接

受范围以内。三点曲率法和五点曲率法求得的附件一油井的有效冲程分别为 1.9986m、

1.9475m，求得附件二油井的有效冲程分别为 3.0188m、2.8578m。两种方法计算结果比

较接近，从而互相验证了模型的准确性。 

7.1.2  模型二：面积法 

实际产液量Q与理论产液量 thQ 的比值等于理论示功图中曲线包围的面积 thA 与实际

泵功图中曲线包围的面积 sjA 的比值，由这个关系，可以得到实际产液量[6]： 

sj
th

th

A
Q Q

A
= ×                          (7.17) 

  
图 7.7 面积法计算实际产液量的流程图 

 面积法计算流程图如图 7.7 所示。具体计算步骤如下： 

步骤 1、理论产液量 thQ 可由式(7.1)求得； 

 步骤 2、理论示功图中曲线包围的面积 thA ； 
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图 7.8 理论示功图 

 理论示功图中曲线包围的面积 thA 即为平行四边形 ABCD 面积。只需要知道柱塞冲

程长度 pS 与抽油机上、下冲程中杆柱和管柱之间转移的载荷 'LW 即可计算理论示功图面

积。抽油机上、下冲程中杆柱和管柱之间转移的载荷 'LW 可由下式求得[7]： 

'L p lW f L gρ=                         (7.18) 

式中 pf 为油管横截面积； L为抽油杆柱的总长度； lρ 为混合液密度； g 为重力加速度。 

其中混合液密度由下式求得： 

(1 )l o w w wf fρ ρ ρ= − +                      (7.19) 

式中 oρ 为原油密度； wρ 为水的密度； wf 为含水量。 

 柱塞冲程长度 pS 可由下式求得： 

pS S λ= −                            (7.20) 

其中 S 为悬点冲程，静载冲程损失λ由下式求出[7]： 

1

' n
iL

i i

LW
E fr

λ
=

= ∑                           (7.21) 

式中 E 为钢的弹性模量，本题中为 2.1×1011pa； iL 为各级抽油杆柱的长度； ifr 为各级

抽油杆柱的截面积。 

 步骤 3、实际泵功图中曲线包围的面积 sjA ； 

 将泵功图沿横坐标等分为 n份，每一份的长度为 ds 。每一份作为矩形来求面积，最

后将所有矩形的面积相加即为泵功图的面积，可由下式表达： 

( )
1

n

sj s x
i

A l l ds
=

= −∑                          (7.22) 

其中 sl 和 xl 分别是每一份矩形上、下两条边界的高度，由泵功图中的原始数据点插



 32 

值而得。 
7.1.3  计算结果及分析 

为了计算油井的产液量，本文建立了有效冲程法与面积法两种方法，其中有效冲程

法在具体实现上还分为三点曲率法、五点曲率法两种方法。采用本文方法求得的附件 1

和附件 2 油井的产液量如表 7.1 所示。面积法、三点曲率的有效冲程法、五点曲率的有

效冲程法求得的附件 1 油井产液量都高于附件 2 油井产液量，这说明了这三种方法对于

不同的油井，其计算结果是稳定的。同时，由表中数据还可以看出这三种方法的对于同

一油井计算的日产液量都比较接近，从而互相验证了三种模型的正确性和可靠性。 

表 7.1 采用有效冲程法和面积法计算的油井产液量比较 

 附件 1 油井一天的产液量（t/d） 附件 2 油井一天的产液量（t/d） 

有效冲

程法 

三点曲率 64.848 20.476 

五点曲率 63.192 19.384 

面积法 65.988 22.983 

7.2  泵故障诊断 

本小题我们采用灰色理论与网格法相结合的方法，根据泵功图的特点，通过提取功

图归一化无因次灰度统计特征：灰度均值、灰度方差、灰度偏度、灰度峰值、灰度能量、

灰度熵，以此构成分类特征向量，将典型的正常泵功图和充气泵功图也转化为相同的特

征向量，通过计算两者之间的灰关联度，来判断泵正常工作还是充气状态。 

7.2.1  泵功图网格化 

在泵示功图识别的过程中，只有示功图的形状是最重要的，而液体的载荷和柱塞的

冲程对识别是无关的。为了便于比较油井各种工况，消除泵功图量纲对数据的影响，将

得到的泵示功图归一化，得到与量纲无关的归一化示功图。将归一化的示功图放到一个

26×13（2：1）的长方形网格中，示功图与长方形的四边相切，如图 7.9 所示为附件一

油井泵功图的网格化图。 

 

图 7.9 附件一油井网格化示功图 
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7.2.2  灰度矩阵的形成 

将长方形网格以矩阵表示，记为 ( )13,26M 。首先将所有网格赋“0”，然后将泵示功

图轮廓曲线通过的网格灰度均赋“1”。这样就形成了一个以 0 与 1 组成的矩阵，如图 7.10

所示，以附件一油井泵功图为例。 

 

图 7.10 泵功图中曲线的 0、1 矩阵 

 其次，将图 7.10 的矩阵转化为灰度矩阵。边界内部每远离边界一格，其灰度值增加

一级；边界外部按等高线的方式赋值，只是每远离边界一格，其灰度值减少一级，搜索

边界的方式是按列进行。最终获得网格示功图的灰度矩阵，如图 7.11 所示。 

 

图 7.11 泵功图灰度矩阵 

7.2.3  灰度矩阵特征值的提取 

 依据数理统计原理，取灰度矩阵的 6 个统计特征：灰度均值、灰度方差、灰度偏度、

灰度峰值、灰度能量和灰度熵[8]。 

 泵示功图的灰度矩阵为 ( ),M I J ，矩阵中的元素 ijm (1≤ i ≤ I , 1≤ j ≤ J )表示泵功图网格

上对应的灰度值。功图的灰度级数为 B ，某一灰度b 的元素个数为 ( )R b ，则灰度级数为

b 的概率为 ( ) ( ) ( )/p b R b I J= × 。其中 13I = ， 26J = 。 

 灰度均值 g ：       ( )1
1

B

b
f g bp b

=

= =∑                                  (7.23) 

 灰度方差 2σ ：      ( ) ( )
22

2
1

B

b
f b g p bσ

=

= = − ⋅∑                          (7.24) 



 34 

 灰度偏度 S :        ( ) ( )
3

3 3
1

1 B

b
f S b g p b

σ =

= = − ⋅∑                        (7.25) 

 灰度峰度 P ：      ( ) ( )
4

4 4
1

1 B

b
f P b g p b

σ =

= = − ⋅∑                         (7.26) 

 灰度能量 E ：      ( )
2

5
1

B

b
f E p b

=

= =   ∑                                 (7.27) 

 灰度熵T ：        ( ) ( )6 10
1

1 log 1
B

b
f T p b p b

=

= = − − ⋅ −      ∑                 (7.28) 

 以{ }1 2 3 4 5 6, , , , ,f f f f f f 构成特征向量 0F ，称特征向量 0F 为待检验示功图的统计特征。

根据相关资料，提取典型的正常泵功图和充气泵功图的 6 个灰度统计特征(表 7.2)，作为

参考泵示功图统计特征，记为 iF 。 { }1 2 3 4 5 6, , , , ,i i i i i i iF f f f f f f= , 1, 2i = 。 

表 7.2 典型的正常泵功图和充气泵功图的统计特征 

 均值 1f  方差 2f  偏度 3f  峰度 4f  能量 5f  熵 6f  

泵正常 3.230769 3.230769 0.398332 2.051705 0.164665 0.396199 

泵内充气 1.43787 7.743181 -0.68056 3.349141 0.12939 0.404353 

7.2.4  建立灰关联度 

用泵示功图来识别泵的工作状况，是通过比较实际工况泵示功图与前面建立的参考

典型工况泵功图的统计特征向量的相似性而得出结论。根据灰色系统理论，灰关联度分

析能够较真实地揭示比较序列和参考序列间曲线几何形状的接近程度，几何形状越接

近，变化趋势就越接近，关联度就越大[9]。以此来判断实际工况泵示功图更接近正常泵

示功图还是泵充气示功图，进而得出泵内是否充气。 

 待检验示功图特征向量 F0 与参考典型泵示功图特征向量 Fi 的关联系数为： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
min min max max

max max
i ii k i k

i
i ii k

f k f k f k f k
k

f k f k f k f k

ρ
ε

ρ

− + −
=

− + −
           (7.29) 

其中 1,2i = ， 1,2, 6k = ⋅⋅⋅ 。 ( ) ( )i ik f k f k∆ = − 称为 0F 与 iF 在第 k 特征处的信息差异。

( ) ( )min min ii k
f k f k− 表示在 i个故障曲线中找一条差异最小的曲线。 ρ称为分辨系数，

是 0 与 1 之间的数，一般取 0.5ρ = 。综合各特征点的关联系数，则 0F 与 iF 的关联度按

下式计算： 

( )
1

1 n

i i
k

k
n

γ ε
=

= ∑                            (7.30) 

最大关联度识别故障原则： iγ 是待检验示功图特征向量与参考特征向量的关联度，

是几何接近程度的定量描述， iγ 值越大，则 0F 与 iF 的关系也密切，即相似度越大，认为
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0F 为属于 iF 的工况种类。 

7.2.5  计算结果及分析 

使用灰色理论与网格法相结合的方法对附件 1 和附件 2 的油井泵内是否充气判断的

结果如表 7.3 和表 7.4 所示。判断结果为附件 1 油井泵内未充气，附件 2 油井泵内充气。

计算结果表明，采用灰色理论与网格法相结合通过泵功图的特征向量来判断相似性的方

法是非常稳定的，但其准确性要依赖于参考的典型泵功图的统计特征向量。如果给定的

典型泵功图的统计特征向量准确，则按灰色理论与网格法相结合的方法能够非常精准、

正确地判断出泵功图的工作状态。 

表 7.3 附件 1 油井是否充气判断结果 

统计特征

值 

均值 1f  方差 2f  偏度 3f  峰度 4f  能量 5f  熵 6f  

2.4970 4.9778 -0.0305 2.5340 0.1313 0.4042 

灰关联度 
泵正常 泵充气 

0.7619 0.7013 

判断结果 泵正常 

表 7.4 附件 2 油井是否充气判断结果 

统计特征

值 

均值 1f  方差 2f  偏度 3f  峰度 4f  能量 5f  熵 6f  

2.1006 6.1911 -0.3407 3.1656 0.1236 0.4059 

灰关联度 
泵正常 泵充气 

0.6848 0.8137 

判断结果 泵充气 
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8 问题四：深入研究的问题 

8.1  抽油系统模型改进 

8.1.1  非齐次波动方程模型建立及求解 

井下示功图直接反应了泵的工作状态，泵功图的求解不仅有利于对泵况进行准确的

分析及故障判断，还可以求出泵的有效排量，从而准确的求出油井产液量。因此，准确

进行井下示功图的转换非常重要。Gibbs 模型建立时，忽略了微元的重力和浮力，从而

获得简单的齐次波动方程。然而在实际计算中，由于抽油杆重力和浮力的影响必须考虑，

Gibbs 模型只能将抽油杆的重力和浮力视为悬点处的集中力。很显然，抽油杆的重力和

浮力属于分布力，将其等效为集中力并且作用在非质心处的悬点时将导致变形的计算不

准确，并最终影响泵功图的计算精度。鉴于此，通过微元分析法，考虑抽油杆的重力和

浮力后，我们可以建立更精确的力学方程来描述抽油杆的位移函数。 

 
图 8.1 抽油杆柱微元受力示意 

考虑重力影响的抽油杆柱微元受力如图 8.1 所示。这里假设以悬点为原点，沿井深

方向为位移方向，沿杆柱纵向截取一点 x 和另一点 x+Δx。抽油杆柱密度均匀为 gρ ，截

面积恒为 A。 dF 为微元所受阻尼力，其方向与位移方向相反， tF 为微元在 x 处的张力，

bF 为微元在 x+Δx 处的张力， gW 为微元的重力， 0F 为微元所受到的浮力。混合液密度

均匀为 lρ ，阻尼系数设为常数 c，重力加速度 g 。依据牛顿第二定律有 
2

2b t b g g
uF F F W F A x

tο ρ ∂
− − + − = ∆

∂
                 (8.1) 

式中 

b
x x

uF EA
x +∆

∂
=

∂
                          (8.2) 

tF  

bF  

dF  gW  

oF  

x  

x x+ ∆  

x∆  
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t
x

uF EA
x
∂

=
∂

                            (8.3) 

b g
uF c A x
t

ρ ∂
= ∆

∂
                          (8.4) 

g gW A xgρ= ∆                            (8.5) 

lF A xgο ρ= ∆                            (8.6) 
将(8.2)-(8.6)式代入(8.1)式有 

2 2
2 '

2 2

u u ua c g
t x t

∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂
                       (8.7) 

式中 

' g l

g

g g
ρ ρ
ρ
−

=                            (8.8) 

方程(8.7)即为考虑重力和浮力影响之后的抽油杆柱微元的受迫振动振动方程，该方程为

非齐次的波动方程。由于抽油杆材质均匀，油水混合均匀， 'g 实际上为常数，方程(8.7)

的求解与 Gibbs 方程类似。仅考虑方程(8.7)的齐次部分时，其一般解与 Gibbs 方程一致，

即 

( ) ( ) ( )( )
1

, sin cos inwt
n n n n

n
z x t x x x exη xz φ λ ϕ λ

∞

=

= + + +∑            (8.9) 

方程(8.7)的特解可取为 

( )
'

2
2,

2
gz x t x
a

∗ = −                         (8.10) 

综合方程(8.9)和(8.10)，可得方程(8.7)的一般解为 

( ) ( ) ( ), , ,z x t z x t z x t∗= +                      (8.11) 

方程(8.7)的物理解应为(8.11)式的实部，即 

( ) ( ) ( ) ( )
'

2
2, Re , , Re ,

2
gu x t z x t z x t z x t x
a

∗ = + = −             (8.12) 

任意时刻 x截面处杆的载荷可采用胡克定律计算，表示为 

( )
( ) ( )( ) ( ) ', , ,

, Re Re
z x t z x t z x t gF x t EA EA EA x

x x a

∗ ∂ + ∂ 
 = = − ∂ ∂    

      (8.13) 

由于初始时刻位移 x=0，重力和浮力项对初始条件无影响。代入初始条件可知方程(8.9)

的所有系数与 Gibbs 方程解的系数完全一致。因此方程(8.7)的最终解为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
'

20 0
2

1
, cos sin

2 2 2

n

n n
n

v gu x t x O x nwt P x nwt x
EA a
s

=

= + + + −∑       (8.14) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
'

' '0
2

1
, cos sin

2

n

n n
n

gF x t EA O x nwt P x nwt EA x
a

s
=

= + + −∑         (8.15) 
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8.1.2  计算结果与分析 

采用当前模型计算时，除了不需要将实测悬点载荷减去杆重力载荷和浮力外，其计

算流程与 Gibbs 模型基本一致。依据附件一和附件二悬点示功图数据计算的泵功图如下： 
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图 8.2 算例一悬点示功图与泵功图对比 
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图 8.3 算例二悬点示功图与泵功图对比 

图 8.2 和 8.3 分别为由附件一和附件二数据计算的结果。图中给出了悬点示功图、

由 Gibbs 模型计算的泵功图和由本文模型计算的泵功图。结果比较可以发现，采用本文

模型计算的泵载荷与 Gibbs 模型计算的结果基本一致，但是泵位移比 Gibbs 模型计算的

结果要大。如图 8.2 所示，下死点处 Gibbs 模型计算的泵位移为 0.048711Gl m∆ = ，采用

本文模型计算的泵位移为 0.158016Nl m∆ = 。下面我们将通过理论分析来说明本文模型的

计算结果更为合理。 

抽油杆可以等效为如图 8.4 的杆件模型 
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图 8.4 抽油杆受力分析 

图中， 1F 为悬点处载荷， 2F 为抽油杆下端载荷，可以近似取为泵载荷，q为抽油杆所受

的均布载荷，包含重力，浮力和摩擦阻力等。 

由计算结果可知，下死点处， 1 24538NF = ， 2 6582.1F N= ，由此可计算等效均布载

荷为 
1 2 24538 6582.1 22.66

792.5
F Fq N m

L
− −

= = =             (8.16) 

利用上述数据，同时注意到杆的杨氏模量 112.1 10E pa= ∗ ，杆直径 0.022rD m= ，可以求

得抽油杆下端的变形为 

( ) 2
1 12 20

4 4 1 0.1545
2

L

r r

l F qx dx F L qL m
E D E Dπ π

 D = − = − = 
 ∫      (8.17) 

采用 Gibbs 模型计算的下死点处抽油杆下端变形的误差为 

0.1545 0.048711
100% 100% 68.47%

0.1545
G

G

l l
l

γ
∆ −∆ −

= × = × =
∆

     (8.18) 

采用本文模型计算的下死点处抽油杆下端变形的误差为 

0.1545 0.158016
100% 100% 2.28%

0.1545
N

G

l l
l

γ
∆ −∆ −

= × = × =
∆

      (8.19) 

由此可见，本文模型计算的结果与分析结果更为接近，从而验证了本文模型计算泵位移

的精度高于 Gibbs 模型。 

表 8.1 给出了由本文模型计算的泵功图求得的油井产液量，图中还给出了 Gibbs 模

型计算的结果作为比较。两个模型计算的油井一的产液量完全一致，油井二的产液量稍

有不同，但两者差值很小。由此说明，本文模型计算泵载荷的精度与 Gibbs 模型基本一

致。在只关注泵载荷的情况下，采用 Gibbs 模型与采用本文模型都可以得到很好的结果。 
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表 8.1 Gibbs 模型和本文模型计算的油井产液量比较 

Gibbs 模型 附件 1 油井一天的产液量（t/d） 附件 2 油井一天的产液量（t/d） 

有效冲

程法 

三点曲率 64.848 20.476 

五点曲率 63.192 19.384 

面积法 65.988 22.983 

本文模型 附件 1 油井一天的产液量（t/d） 附件 2 油井一天的产液量（t/d） 

有效冲

程法 

三点曲率 64.847 20.488 

五点曲率 63.192 19.372 

面积法 65.988 22.822 
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9 模型评价与改进 

9.1  问题一模型评价 
对于问题一，本文分别建立简化模型和解析模型。简化模型比较适合于没有适当计

算工具时的定性分析，但是不能用于精确分析悬点运动规律。解析模型在计算资源充足

时，能够快速、精确的得到悬点的运动规律，但对计算资源要求较高。 
9.2  问题二模型评价 

问题二所采用的计算模型为 Gibbs 模型。Gibbs 模型在建立时，忽略了微元的重力和

浮力，从而获得简单的齐次波动方程。然而在实际计算中，由于抽油杆重力和浮力的影

响必须考虑，Gibbs 模型只能将抽油杆的重力和浮力视为悬点处的集中力。很显然，抽

油杆的重力和浮力属于分布力，将其等效为集中力并且作用在非质心处的悬点将导致变

形的计算不准确，并最终影响泵功图的计算精度。这正是 Gibbs 模型的不足之处，也是

第四问我们提出新模型时要克服的缺陷。 
9.3  问题三模型评价 

为了计算油井日产液量，本文建立了有效冲程法模型和面积法模型。其中为了消除

泵功图封闭曲线中的高频部分的影响，有效冲程法模型又分为三点曲率法与五点曲率法

两种具体实现方式。从计算结果来看，有效冲程法模型与面积法模型都能够根据泵功图

快速地计算出油井的产液量，且两个模型的计算结果基本一致，相互验证了两个模型的

正确性。 
为了快速诊断油井故障，本文建立了灰色理论与网格法相结合的方法。该方法通过

实际泵功图与典型故障泵功图的特征向量来判断相似性，进而获得实际泵功图对应的工

作状态。灰色理论与网格法相结合的方法的计算精度依赖于所用参考的典型泵功图的统

计特征向量，只要给定的典型泵功图的统计特征向量准确，该方法就能够非常精准、正

确的判断出泵功图的工作状态。 

9.4  问题四模型评价 
考虑了重力和浮力影响之后，本文提出了非齐次的波动方程模型。对于材质均匀的

抽油杆，如果油水混合液也是均匀的，新模型方程中的齐次项变为常数。对于齐次项为

常数的波动方程，通过理论推导可以求得其解析解。通过与 Gibbs 模型计算结果比较发

现，新模型的位移计算精度比 Gibbs 模型高，载荷计算精度与 Gibbs 模型相当。该模型

虽然克服了 Gibbs 模型的一些不足之处，但是它也还存在很多值得改进的地方。例如，

模型中并没有考虑抽油杆倾斜的影响，抽油杆与抽油管摩擦的影响和油水混合液不均匀

的影响等。 
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