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题 目         有杆抽油系统的数学建模及诊断 

摘       要： 
本文围绕有杆抽油系统的数学问题，建立了考虑动载荷影响的光杆悬点运动

规律数学模型，分析了动载荷对悬点运动规律的影响；利用 Gibbs 一维振动数学

模型将悬点示功图转化为泵功图，绘制了油井的地面示功图和井下泵功图；采用

Origin 软件对泵功图的图形进行分析，建立了两个估算油井产液量的数学模型；

结合灰色理论和模式识别技术，建立了基于灰色理论的抽油井泵功图诊断模型；

通过对 Gibbs 模型的分析和有杆抽油系统的受力分析，建立了考虑抽油杆柱振动

和环空流体振动的二维振动数学模型；通过对抽油杆柱阻尼系统的分析，推导了

考虑接箍摩擦的粘滞摩擦阻尼系数的计算公式。 
本文的创新点在于：第一，对现有的悬点运动规律数学模型进行评价和改进，

推导了考虑动载荷影响的光杆悬点运动规律数学模型；第二，建立了基于灰色理

论的抽油井泵功图诊断模型；第三，在考虑油管环空内液体振动的条件下，推导

了有杆抽油井的二维振动数学模型；第四，对 Gibbs 阻尼系数的计算方法进行了

改进，考虑了接箍与环空流体之间的粘滞摩擦阻力对抽油杆柱振动模型的影响。 
问题一，本文通过对现有的简谐运动悬点运动模型、曲柄滑块悬点运动模型

和四连杆机构悬点运动模型的评价与分析，得出在悬点上死点的位置模型位移与

实际位移数据相差最大，而在悬点下死点的位置模型计算位移与悬点实际位移基

本吻合，这说明在悬点逐渐达到上死点的位置时，有杆抽油系统的动载荷对悬点

的位移影响最大。因此本文针对此情况，建立了考虑动载荷影响的悬点运动规律

模型。 
问题二，1996 年，Gibbs 给出了悬点示功图转化为地下泵功图的一维粘滞阻

尼波动方程模型，本文通过对该模型的详细分析的求解，给出了悬点示功图转化

为地下泵功图的详细计算过程，包括：原始数据处理、边界条件和初始条件处理
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以及求解算法。绘出了地面示功图和井下泵功图，研究发现泵功图相对于地面示

功图在坐标轴上表现为向下平移，消除了抽油杆柱的变形、粘滞阻尼、振动和惯

性载荷等对示功图的影响，使得泵功图真实地反映了泵的工作状况。 
问题三，通过对泵功图的研究可以得到有杆抽油系统的工作状况，其中油井

产液量的估算就是其应用之一。本文采用 Origin 软件，通过对泵功图的图形研

究，建立了两种估算油井产液量的数学模型。并进行了模型的对比分析，发现有

效冲程数学模型能够较为准确的反映油井的产液量。同时通过文献调研研究，建

立了基于灰色理论的抽油井泵功图诊断模型。 
问题四，本文通过研究发现 Gibbs 模型的不足：Gibbs 一维模型只研究了抽

油杆柱的纵向振动问题，忽略了油管柱和油管内液柱的振动，液柱的影响且仅限

于粘滞阻力。针对于 Gibbs 模型的不足，本文建立了同时考虑抽油杆振动和油管

内液柱振动的二维振动模型，分析了抽油杆柱的阻尼影响因素，给出了考虑接箍

粘滞阻力的阻尼系数计算方法。 
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一、问题重述 

目前，开采原油广泛使用的是有杆抽油系统。电机旋转运动转化为抽油杆上

下往返周期运动，带动设置在杆下端的泵的两个阀的相继开闭，从而将地下上千

米深处蕴藏的原油抽到地面上来[1]。 
描述抽油杆中任意水平截面处基本信息的通用方法是示功图：它是该点随时

间 t 而变化的荷载（合力，向下为正）数据作为纵坐标，以该点垂直方向上随时

间 t 而变化的位置相对于 t=0 时刻该点位置的位移数据作为横坐标构成的图形。

函数关系表现为位移-荷载关于时间 t 的参数方程。一个冲程中示功图是一条封

闭的曲线。抽油杆上端点称为悬点，该点处的示功图称为悬点示功图。 
泵中柱塞处的示功图称为泵功图。因为受到诸多因素的影响，在同一时刻 t，

悬点处的受力（荷载）与柱塞的受力是不相同的；同样，在同一时刻 t，悬点处

的相对位移与柱塞的相对位移也不相同。因此悬点示功图与泵功图是不同的。示

功图包含了很多信息，其中就有有效冲程。工程上一般根据示功图形状与理论示

功图进行对比来判断抽油机工作状态。 
通过悬点示功图可以初步诊断该井的工作状况，如产量、气体影响、阀门漏

液等等。要精确诊断油井的工作状况，最好采用泵功图。然而，泵在地下深处，

使用仪器测试其数据实现困难大、成本高。因此，通过数学建模，把悬点示功图

转化为杆上任意点的示功图（统称为地下示功图）并最终确定泵功图，以准确诊

断该井的工作状况，是一个很有价值的实际问题。 
本题主要解决有杆抽油机系统如下几个问题： 

（1）光杆悬点运动规律研究 
电机旋转运动通过四连杆机构转变为抽油杆的垂直运动。假设驴头外轮廓线

为部分圆弧、电机匀速运动，悬点 E 下只挂光杆。根据已知数据和参数，求出

悬点 E 的一个冲程的运动规律：位移函数、速度函数、加速度函数。并与给定

悬点位移数据进行比较。 
（2）泵功图计算 
1966 年，Gibbs 给出了悬点示功图转化为地下示功图的模型。使用 Gibbs 模

型，给出由悬点示功图转化为泵功图的详细计算过程，其计算过程包括：原始数

据的处理、边界条件、初始条件、求解算法等；利用一级杆和三级杆两油井的参

数以及悬点的位移和载荷数据分别计算出这两口油井的泵功图数据；并分别绘制

出两油井的悬点示功图和泵功图。 
（3）泵功图的应用 
建立 2 个不同的由泵功图来估计油井产量的模型，其中至少一个要利用“有

效冲程”；并利用上述两油田数据分别估算两口油井一天（24 小时）的产液量。

同时建立模型或算法，以计算机自动判别某泵功图数据是否属于泵内有气体的情

况。并对一级杆和三级杆对应的两口油井的泵功图进行计算机诊断。 
（4）深入研究的问题 
首先，对 Gibbs 模型进行原理分析，发现它的不足。在合理的假设下，重新

建立抽油系统模型或对现有模型进行改进；并给出由悬点示功图转化为泵功图的

详细计算过程，包括：原始数据的处理、边界条件、初始条件、求解算法；利用

已知两油井数据重新进行计算；对计算结果与问题 2 的计算结果进行比较，分析

模型的优缺点。 
其次，Gibbs 模型在数学上可简化为带阻尼的波动方程。其中 a 为已知常数，
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c 称为阻尼系数，鉴于大多数的阻尼系数公式是作了诸多假设后推出的，并不能

完整地反应实际情况。研究并详细给出计算 c 的理论推导过程并求出 c。 

二、模型假设 

（1）常规游梁式抽油机的驴头外轮廓线为部分圆弧； 
（2）游梁式抽油机的电机匀速运动； 
（3）将抽油杆简化为均质弹性杆，且光杆与第一级抽油杆粗细相同； 
（4）油管与抽油杆环空中仅为液相，忽略气相的影响； 
（5）抽油杆柱在油管内的横向振动和变形很小，忽略不计； 
（6）抽油杆柱轴线与油管轴线重合，忽略抽油杆与油管壁的接触； 
（7）油管锚定，忽略油管柱的振动； 

三、符号说明 

符号 符号说明 

  曲柄转角，rad 

  曲柄角速度，rad/s 

or  地层原油密度，kg/m3 

os  地面原油密度，kg/m3 

m  油井排出混合液体的密度，kg/m3 

w  水的密度，1000kg/m3 

r  抽油杆柱的密度，本文中为 8456kg/m3 

oB  原油体积系数，1.025 

wB  地层水体积系数，一般取 1.0 

mB  油井排出混合液体体积系数 

f  油井含水率 

L  抽油杆柱的长度，m 

)(tL  测量的悬点载荷函数，kN 

pL  泵深，即总的抽油杆长度 mp LLLL  21 ，m 

rA  抽油杆柱的横截面积，m2 

pA  抽油泵柱塞截面积， 4/2
pp dA  ，m2 

g  重量加速度，9.81m/s2 

c  阻尼系数，s-1 

a  声速，一般取 4983.416m/s 
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dc  无量纲阻尼系数，查图版（2-1） 

ia  无量纲阻尼系数拟合多项式中的系数，查表（2-1） 

rv  光杆平均速度，m/s 

n  傅里叶级数所取项数，总项数 100n  

E  钢材弹性模量，2.1×1011Pa 

),( txu i  在 ix 断面不同时间 t 的位移函数 

),( txF i  在 ix 断面不同时间 t 的载荷函数 

pd  泵径，m 

pes  柱塞有效冲程，m 

cn  冲次，min-1 

Q  泵的每天排量，m3/d 

tQ  泵的每天排量，t 

  允许的计算量误差，一般取 0.1 

rF  抽油杆柱单位长度上的受到的摩擦力，N/m； 

tA  油管内径截面积，m2；  

fF  环空中流体单位长度上受到的摩擦力，N/m； 

fP  流体压力，Pa； 

fv  流体的流速，m/s。 
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四、模型建立与求解 

4.1 问题一模型的建立与求解 

4.1.1 问题分析 

抽油机作为整个抽油泵系统最重要的地面设备之一，其悬点的运动规律在抽

油泵系统仿真中作为上边界条件，是不可或缺的。因而，进行抽油泵系统仿真的

模型必须建立抽油机仿真模型。本题为常规型游梁式抽油机，常规型游梁式抽油

机主要工作原理是电机旋转运动通过四连杆机构转变为抽油杆的垂直运动。它是

以游梁中轴承与曲柄中心的连线为固定杆，曲柄、连杆和游梁后臂为三个活动杆，

构成为四连杆机构。本题要求推到出悬点 E 的一个冲程的运动规律：位移函数、

速度函数、加速函数。 
对常规游梁抽油机进行悬点的运动分析，首先要建立抽油机的几何模型，利

用运动学的知识进行仿真计算。本文通过一定的模型假设，建立了三种不同的悬

点运动规律模型，并进行了模型分析。 

4.1.2 模型建立 

（1）简谐运动的悬点运动模型 

 
图 1-1 游梁式抽油机四连杆机构示意图 

 
本模型假设曲柄的半径比连杆长度和游梁长度小得多，即 r/l ≈ 0 和 r/b ≈ 0。

此时，游梁和连杆的连接点 B 的运动可看作简谐运动，即认为 B 点的运动规律

和 D 点做圆周运动时在垂直中心线上的投影（C 点）的运动规律相同。则 B 点

经过 t 时间（曲柄转过 φ 角）时的位移为[2]： 

)cos1()cos1( trrsB                     (1-1) 

B 

O 
A 

D 

E 
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O 

O’ 

l
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以悬点 E 的下死点为坐标零点，向上为坐标正方向，则悬点 E 的位移函数： 

)cos1( tr
b
ass EA                       (1-2) 

则悬点 E 的速度函数： 

tr
b
a

dt
dsv E

E  sin                       (1-3) 

悬点 E 点的加速度函数： 

tr
b
a

dt
dva E

E  cos2                      (1-4) 

图 1-2 是由式（1-2）、（1-3）、（1-4）根据附件 1 中一个周期 T=7.89s 的时间

计算得到的悬点 E 位移、速度、和加速度随时间 t 的变化曲线。 
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图 1-2 简谐运动模型悬点位移、速度及加速度曲线 

 
从图中可以看出，悬点 E 在垂直方向作周期性的上下运动，运行到上死点

和下死点时，速度为零，而加速度最大，在上下冲程的重点（φ=90°和 270°），

加速度为零，速度的绝对值达到最大。 

（2）曲柄滑块运动悬点运动模型 

上述简化为简谐运动的做法，由于实际抽油机的曲柄半径与连杆和游梁后臂

长之比不接近与零，而是有一定的值，特别是采用大冲程时，误差会更大。该简

化方法就是取曲柄半径与连杆长度之比为有限值，即 0 < r/l < 0.25，并把 B 点的

运动看作直线运动，则可把抽油机的运动简化为图 1-3 所示的曲柄滑块运动，其

悬点 E 的运动规律计算公式如下公式所示： 
悬点 E 的位移函数： 

b
attrsE 








 


 2sin
2

cos1                   (1-5) 
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图 1-3 曲柄滑块机构示意图 

悬点 E 的速度函数： 

b
attr

dt
dsv E

E 







 


 2sin
2

sin                 (1-6) 

悬点 E 的加速度函数： 

b
attr

dt
dva E

E )2cos(cos2                  (1-7) 

图 1-4 是由式（1-5）、（1-6）、（1-7）根据附件 1 中一个周期 T=7.89s 的时间

计算得到的悬点 E 位移、速度、和加速度随时间 t 的变化曲线。 
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图 1-4 曲柄滑块模型悬点位移、速度及加速度曲线 
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上述简化的运动规律计算方法只能用于一般计算和分析，但做精确分析计算

和抽油机设计时，则必须按四连杆机构来研究抽油机的实际运动规律。 

（3）游梁式抽油机四连杆机构的悬点运动模型 

由本题的参数条件可知，r/l =0.95/3.675=0.2585。上述两个模型都不满足其

相应的使用条件，故为了更好的预测悬点 E 运动情况，本文根据图解法建立了

精确描述四连杆机构的位移、速度和加速度模型[4]。 

 

图 1-5 游梁式抽油机运动机构示意图 

由上图可知在三角形中： 

    222 sincos)( Ltrbtrrl                  (1-8) 

则有： 

   22 sincos)( trbtrrlL                 (1-9) 

由
trrl

trb





cos)(
sintan



 得： 















trrl
trb





cos)(
sinarctan                  (1-10) 

由三角函数的余弦定理可知 cos2222 LbbLl  则有： 








 


Lb
lbL

2
arccos

222

                    (1-11) 

则游梁式抽油机的游梁与水平方向的夹角为： 
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


 
2

                       (1-12) 

则悬点 E 的位移函数为： 

a
Lb

lbL
trrl

trbsE 














 















2
arccos

cos)(
sinarctan

2

222



     (1-13) 

悬点 E 的速度和加速度函数为： 

dt
da

dt
dsv E

E


                        (1-14) 

2

2

dt
da

dt
dva E

E


                       (1-15) 

其中悬点 E 的速度和加速度函数表达式（1-14）和（1-15）可以通过

Mathematics 编程对式（1-13）求导得到其表达式形式。 
由 Mathematics 软件求得悬点 E 的加速度公式为： 

 

4.1.3 模型求解与分析 

采用附件 1 中的数据参数，对以上两个简化模型进行理论分析。做出悬点 E
位移随时间的变化关系图，如图 1-6。 

求的简谐运动模型悬点位移与实际测得的悬点位移平均相对误差为

17.75%；曲柄滑块模型悬点位移与实际测得的悬点位移平均相对误差为 26.32%； 
由图 1-7 可知，两种模型都是在上死点位置的位移误差较大，这是因为两种

模型的假设都是将 A 点和 B 点的弧线运动近似为直线运行，这样当 A 点或 B 点

的位移较小时，弧线运动可以近似用上下方向的直线位移来表示，但当位移较大

时，用上下方向的直线位移来近似弧线位移误差就会变大，而且随着悬点位移的

增大，误差也增大。 
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图 1-6 两种简化模型悬点位移数据与实际数据对比图 
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图 1-7 单个冲程内两种模型悬点位移与实际值的绝对误差图 

如图 1-8 所示，三种理论模型都在悬点上死点位置与实际悬点位移有着较大

的误差，而在下死点位置，与实际悬点位移都拟合的很好。这是因为，实际悬点

位移图中考虑了抽油杆的载荷对其的影响，而本文提出的三种模型为悬点未承载

载荷的情况下推到出来的理论位移公式。而且悬点在下死点位置处，受到的拉伸

载荷最小，故在下死点位置，理论位移模型得到的位移与实际悬点位移拟合很好；

同时当悬点 E 运动到上死点位置时，抽油杆柱承载着最大的拉伸载荷，抽油杆

被拉伸，使得理论模型的位移图与实际悬点位移误差最大。为了考虑载荷对悬点

位移的影响，本文对精确解模型进行了模型改进，加入了悬点载荷的影响。 
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时间/s  
图 1-8 单个冲程内三种模型悬点位移与实际值的绝对误差图 

4.1.4 悬点运动模型的改进 

为了考虑载荷对悬点位移的影响，引入悬点的有效位移，悬点处有效位移为

实际悬点位移减去因为载荷的影响而产生的误差。 
悬点处的有效位移（带冲程损失的位移）： 

gAE ss                           (1-16) 

若 E 点表示钢缆与光杆的连接点时，λg表示钢缆的伸长量： 

g
g E

tD )(
                          (1-17) 

D(t)为钢缆受到的动载荷随时间的变化关系，Eg为钢缆的弹性模量。 
则悬点 E 处的有效位移为： 

g
E E

tDa
Lb

lbL
trrl

trbs )(
2

arccos
cos)(

sinarctan
2

222
















 

















   (1-18) 

其中    22 sincos)( trbtrrlL   。 

4.2 问题二模型的建立与求解 

4.2.1 问题分析 

早在 60 年代，人们就认识到光杆示功图诊断方面的缺陷，国内外做了大量

的工作，直到 1966 年美国 S. G. Gibbs 建立了抽油杆系统的一维粘滞阻尼波动方

程，边界条件利用光杆示功图的载荷时间曲线和位移时间曲线，并用分离变量法

求得截断傅里叶级数近似解[5, 11-13]。这个方法可以绘出抽油杆柱任意截面的泵的

示功图，克服了光杆示功图诊断的缺陷。Gibbs 方法是把抽油杆柱作为一根井下

动态的传导线，其下端的抽油泵作为发送器，上端的动力仪作为接收器。井下泵
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的工作状况以应力波的形式沿抽油杆柱以声波速度传递到地面。因此在地面记录

光杆悬点的动载荷时间曲线和位移时间曲线，就可以根据 Gibbs 方法计算出泵的

动载荷和位移时间曲线，即泵功图。本节内容主要采用了 Gibbs 模型计算了附件

中给定条件下的泵示功图。 

4.2.2 Gibbs 模型计算泵功图主要步骤 

（1）原始数据的处理 

附件中的悬点示功图数据是自动测量的，因此附件中所给数据的第一对并不

一定刚好是一个冲程的起点，上行和下行用的时间也不一定完全相等，对附件种

的数据，首先找到位移为零的点，然后以此为起点，将位移按照从小到大后从大

到小的顺序排列起来，并将悬点载荷数据对应于位移数据排列起来。这样处理数

据后，数据的排列顺序为下死点-上死点-下死点，为一个冲程。 

（2）计算悬点动载荷函数 D(t)和位移函数 u(t) 

悬点动载荷 D(t)为总的光杆载荷减去抽油杆柱在油管内液体中的重力。为了

计算抽油杆柱在油管内液体中的重力，首先计算地下原油密度，地下原油密度等

于地面原油密度除以原油体积系数： 

o

os
or B


                            (2-1) 

由附件 1 和 2 中的数据可以查得，两口井中的地面原油密度均为 864kg/m3，

地层体积系数均为 1.025。由表达式（2-1）可以计算得两口井的地下原油密度为

842.9268kg/m3。 
然后计算油管内混合流体的密度，根据模型假设条件，混合流体仅为液相，

不存在气相的影响，因而环空中的混合流体为地层原油与地层水的混合，根据附

件中给的油井含水率，可以计算出油井中的混合流体密度为： 

)1( ff orwm                        (2-2) 

最后，计算悬点动载荷函数： 

gLAtLtD rmr )()()(                     (2-3) 

（3）边界条件处理 

步骤（2）中计算出的悬点动载荷函数 D(t)和测量的位移-时间函数 u(t)作为

Gibbs 阻尼波动方程在井口的边界条件。Gibbs 在解阻尼波动方程的过程中是将

悬点处的动载荷 D(t)和位移 u(t)函数进行了截断的傅里叶级数的展开。因此根据

截断的傅里叶级数，此步骤主要计算傅里叶级数中的傅里叶系数项。计算时将 2
周期分为K 份，因此傅里叶系数可用数值积分结果表述如下： 
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







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


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








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
































         (2-4) 

由附件 1 和 2 中的测量点可知，附件 1 中K 取值为 144，附件 2 中K 取值为

143。 

（4）计算阻尼系数 

阻尼系数的计算方法很多，这里采用 Gibbs 公式： 

L
acc d

2


                            (2-5) 

式（2-5）中无量纲阻尼系数需查图版获得，因而本文通过 Origin 软件对无

量纲阻尼系数进行多项式拟合，拟合结果如下。 
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图 2-1 无量纲阻尼系数 dc 拟合曲线 

无量纲阻尼系数随光杆平均速度变化的拟合多项式为： 





9

0i

i
rid vac                          (2-6) 

本文中的声速计算值为： 
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)s/m(416.4983
8456

101.2 11





r

Ea


            (2-7) 

表 2-1 无量纲阻尼系数多项式拟合数据参数表 

Model Poly

Equation y = a0+a1*x+a2*x^2+...+a9*x^9

Reduced Chi-Sqr 4.36463E-5

Adj. R-Square 0.99922

Value Standard Error

B a0 2.29595 0.04267

B a1 -44.32202 1.70337

B a2 459.29115 25.89665

B a3 -2790.90409 200.90432

B a4 10451.0482 895.61945

B a5 -24714.8911 2423.85207

B a6 36933.77379 4042.79856

B a7 -33779.575 4055.9106

B a8 17244.66252 2242.39422

B a9 -3761.98482 524.59692
 

（5）计算特殊系数 

nn
n
c

a
n

nn
n
c

a
n

n

n





4,3,2,111
2

4,3,2,111
2
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




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


















         (2-8) 

（6）计算位移函数 u(t)和载荷函数 D(t)中的系数 

nn
EA

nn
EA

nnr

nnnn
n

nnr

nnnn
n





4,3,2,1
)(

4,3,2,1
)(

22
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
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


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
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




            (2-9) 
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         

         

   

   
 (2-10) 
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      (2-11) 

（7）计算位移函数 u(t)和载荷函数 D(t) 

0 0

1
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 

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        (2-13) 

（8）根据力学的连续性原理计算新的边界条件 
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nn
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                      (2-14) 

（9）以步骤（8）计算的边界条件为新的边界条件继续计算二级杆末端的位

移函数 u(t)和载荷函数 D(t)，并依次计算直到最后一级抽油杆的末端，即为泵功

图。 

4.2.3 泵功图的计算及分析 

根据上述（1）到（9）步骤采用 Matlab 编写计算机程序，本文针对附件 1
中的模型以及附件 2 中的模型编写了两个 Matlab 程序，程序名称分别为

Gibbsjs1.m 和 Gibbsjs2.m，见附录。首先对原始数据进行预先的处理，并计算悬

点的位移函数 u(t)和载荷函数 D(t)，然后对一个周期的时间进行划分 t(i)，将这三

个量分别存入 Excel 表格中分别命名为 UINPUT.xls、DINPUT.xls 和 TINPUT.xls
作为 Matlab 程序的输入参数。然后输入各个关键参数，运行程序，即可得到泵

的位移函数和载荷函数。得到的泵的位移数据和载荷数据见附件。 
运用得到的一级杆和二级杆的泵功图数据，分别绘制了两油井的悬点示功图

和泵功图，并将同一井的悬点示功图和泵功图绘制在同一张图上，如图 2-2、2-3。 
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表 2-2 一级杆和三级杆泵功图计算关键参数对比表 

参数名称 一级杆 三级杆 
冲次/1/min 7.6 4 

K 144 143 
n  100 100 

混合液密度/kg/m3 996.8585 986.1776 
光杆平均速度/m/s 0.6633 0.6347 

阻尼系数/s-1 1.4309 0.6127 
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图 2-2 一级杆悬点示功图与计算泵功图比较 
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图 2-3 三级杆悬点示功图与计算泵功图比较 

由以上两图可知，泵功图相对于悬点示功图向下平移的一段距离。光杆悬点

示功图经过该模型的处理得到了泵功图，其消除了抽油杆柱的变形、粘滞阻尼、

振动和惯性载荷等的影响，真实的反映了泵的工作状况。 
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4.3 问题三模型的建立与求解 

4.3.1 问题分析 

泵功图能够较为准确的反映井下泵的工作状态。因此运移泵功图对抽油机的

工作状态进行分析具有较高的可信度。因而对泵功图进行分析，建立油井产量的

估算模型具有较高的现实意义[7]。本文通过对理论泵功图的分析，建立了两个不

同的由泵功图估算油井产量的模型，分别是有效冲程产量模型和面积法产量模

型。 

4.3.2 模型建立 

（1）有效冲程产量模型 

抽油泵的吸入过程从固定阀打开时开始到固定阀关闭时结束，柱塞在这一段

时间走过的距离即为固定阀开闭点之间的距离，记为 sx；排出过程从游动阀打开

时开始到游动阀关闭时结束，柱塞在这一段时间走过的距离即为游动阀开闭点之

间的距离，记为 sp。sx的大小由固定阀的开闭点位置决定，sp 由游动阀的开闭点

位置决定；在 sx>sp 情况的情况下，柱塞有效冲程 spe＝sp；在 sx<sp 情况的情况下，

柱塞有效冲程 spe＝sx；所以，柱塞有效冲程总是等于 sx 与 sp 其中的较小值，即

spe＝min(sx, sp)。在获得柱塞的有效冲程后，结合有杆抽油系统的基础数据及原

油的物性参数，可以通过式（3-1）计算得到油井的实际产液量。 

m

cpep

B
nsA

Q
)1(1440 

                     (3-1) 

m
m

cpep
t B

nsA
Q 

 )1(1440 
                  (3-2) 

（2）面积法产量模型 

面积法产量模型，依据理论示功图面积和实际泵功图的面积来计算油井的产

量： 

mp
p

t snA
S
SQ  1440                   (3-3) 

通过计算的泵功图图像的面积与理论示功图的面积的比值来确定油井产量

与理论泵排量的比值。此方法是一种实际可行的油井产量分析方法，但此方法缺

点是考虑的因素相对较少，与实际油井产量可能相差较大。 

4.3.3 模型求解及分析 

（1）有效冲程产量模型 

采用有效冲程法计算油井的产量，首先需要对泵功图进行详细的分析，从泵

功图上得到柱塞的有效冲程。 
首先，对泵功图进行分析，如图 3-1 和 3-2 所示，从泵功图上读出柱塞的有

效冲程：一级杆为 spe＝sx=2.0504m。三级杆为：spe＝sp=3.3652m。 
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图 3-1 一级杆抽油泵有效冲程计算图 
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图 3-2 三级杆抽油泵有效冲程计算图 

然后，估算油井一天的产液量，一级杆油井产液量： 

 

)(94.6476 
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同理，三级杆油井产液量： 
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 
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（2）面积法产量模型 

面积法产量模型需要由泵功图计算出理论示功图的面积 Sp 和泵功图的面积

S 的值。本文通过对图像的数值积分法计算泵功图的面积以及理论示功图的面

积。将泵功图划分为上冲程和下冲程两部分，然后分别计算出上冲程与横坐标围

成的图形面积以及下冲程与横坐标围的图形面积，泵功图面积为上冲程图形面积

减去下冲程图形面积，泵功图面积数值计算公式为： 

   



n

i
ii uuDuDduuDuDS

1
)()()(-)( 下冲程上冲程
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图 3-3 一级杆油井示功图面积分析图 

 
图 3-4 Origin 分析一级杆油井泵功图面积 



 

22 

 
图 3-5 Origin 分析一级杆油井示功图面积 

用 Origin 软件对泵功图进行图像分析，运用 Mathematics Integrated 计算得到

泵功图的面积和理论示功图面积，如图 3-4 和 3-5 为计算结果。由计算结果可知，

泵功图面积为 S=93.1706kN·m，理论示功图面积 Sp=104.2487 kN·m。则由面积法

产量估算公式可得一级杆油井的一天内的产液量为： 

 
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同理用 Origin 软件对三级杆的理论示功图和泵功图的面积进行分析，并求

出其相应的面积大小。如图，示功图分析图 3-6，面积计算结果图 3-7 和 3-8。 
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图 3-6 三级杆油井示功图面积分析图 
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图 3-7 Origin 分析三级杆油井泵功图面积 

 
图 3-8 Origin 分析三级杆油井示功图面积 

由计算结果可知，泵功图面积为 S=94.5280kN·m，理论示功图面积

Sp=136.6397 kN·m。则由面积法产量估算公式可得三级杆油井的一天内的产液量

为： 

 
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（3）模型比较及分析 

针对两种不同的产量估算方法，其计算的油井产量也不同，这主要是模型所

基于的假设条件等的不同所造成的。下表 3-1 给出了一级杆和三级杆基本参数。 
表 3-1 不同油井参数产量分析表 

油井 一级杆 二级杆 
冲程(m) 3.2 4.2 

冲次(min-1) 7.6 4 
泵径(mm) 70 44 
含水率 0.98 0.912 

有效冲程产量模型估算产量（吨） 94.65 31.90 
面积法产量模型估算产量（吨） 120.08 25.10 
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图 3-9 不同产量模型预测油井产量对比图 

由表 3-1 可知，一级杆的冲次较大而且泵径较大，故该油井的产量相对较大。

两种产量模型估算的同一口井的产量相差较大，这是因为在面积法估算过程中，

需要对理论示功图和泵功图的面积进行求解，这样会引入一定的计算误差，同时

有效冲程产量模型中，在确定泵的有效冲程时也需要对泵功图进行图形的分析，

该图形分析的过程人为的影响因素较多，泵功图不同的形状代表了泵不同的工作

状态，其是一个一图多解释的过程，在解释泵功图和泵的有效冲程及面积的确定

过程中容易导致较大的误差，故不同的产量模型估算的产液量并不一定完全相

同。 

4.3.4 泵功图诊断模型建立 

（1）问题分析 

目前泵功图特征的提取大多采用的是人类专家相面法、面积法、模板匹配法、

网格法、矢量法等注重提取泵功图的特征，如几何、形状、力学等特征，普遍存

在特征参数偏多的不足，所使用的判别器多为距离分类器，这类分类器实质是满

足一定条件的特殊贝叶斯分类器，要求各特征分量线性无关、各特征分量的方差

相同、类条件概率密度函数为正态分布，虽然 Bayes 分类器在某种意义上是最优

分类器，但针对采油系统工矿分类问题不能满足这一前提条件，导致识别结果误

判[6]。 
本文试图将灰色理论与模式识别技术相结合，根据泵功图的特点通过提取功

图归一化无因次灰度统计特征：灰度均值、灰度方差、灰度偏度、灰度峰度、灰

度能量、灰度熵，以此构成分类特征向量；建立以灰关联分析取代距离分类器的

改进模型，进一步提高了诊断的正确率，实现了关于抽油系统故障的计算机自动

识别。 

（2）模型建立 

本文建立了基于灰色理论的抽油井泵功图诊断模型。基于灰色理论的有杆泵

采油系统工况智能诊断模型主要分为：数据预处理、特征提取及故障类型分类三

个步骤。 
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Step1：原始数据的预处理 

基于泵功图形状特征的识别，必须首先避开量纲和坐标尺度的影响，因而要

对功图进行无量纲预处理。 

假设泵功图为一组离散序列 ),,2,1}(,{ Kifs ii  ，采用数理统计无量纲化处

理方法，将其转化为式（3-5），其中， is 为位移， if 为载荷。 
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jKjjKjjKjii

jKjjKjjKjii

fffff

sssss




          (3-5) 

Step2：特征向量的提取 

经过预处理，满足识别要求的模式要依据识别方法抽取选择特征，由特征参

数张成多维空间的坐标轴，特征参数的选择对识别的效果有直接的影响。在本系

统中，我们采用泵功图的灰度矩阵为特征矩阵，提取该灰度矩阵的统计特征。 

 
图 3-10 典型故障特征泵功图 

灰度矩阵形成：泵功图的灰度矩阵是在其网格矩阵的基础上形成的，其形成

过程分为四步。 
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① 功图标准化。为了便于比较油井各类工况相除泵功图量纲对数据的影响，

首先将各类功图放到一个 2×1 的长方形中，使示功图与长方形的四边相切。2×
矩形的选取，是为了符合石油界的习惯，经标准化后，坐标成为相对的； 

② 将长方形分为网格，通常采用个网格，将此网格初始化为“0”； 
③ 令示功图边界穿越的网眼灰度均赋“1”； 
④ 边界内部每远离边界一格其灰度值增加一级，外部按等高线的方式赋值，

只是每远离边界一格其灰度值减少一级；搜索边界的方式是按列进行。最终获得

功图网格矩阵。图 3-10 是典型故障特征泵示功图。图 3-11 是按照上述步骤获得

的一种有轻度液击泵功图灰度矩阵。 
灰度统计特征：依据数理统计原理，取灰度矩阵的 6 个统计特征。分别是灰

度的均值、方差、偏度、峰度、能量、熵。 

假设泵功图的灰度矩阵为 ),( KJG ，矩阵中元素 )1,1( KkJjg jk  表示

泵功图网格上对应的灰度值；功图的灰度级数为 R，某一灰度 r 的元素个数为，

则灰度级的概率为： )/()()( KJrbrp  。 

 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 
1 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 1 1 1 
1 2 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 2 1 0 0 
1 2 3 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 4 3 2 1 0 -1 -2 
1 2 3 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 4 3 2 1 0 -1 -2 
1 2 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 2 1 0 -1 -2 
1 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 1 0 -1 -2 
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 0 -1 -2 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 

图 3-11 有轻度液击泵示功图的灰度矩阵 

灰度均值、灰度方差、灰度偏差、灰度峰度、灰度峰度、灰度能量、灰度熵

等的计算表达式如下，以 654321 ,,,,, ffffff 为构成分类特征向量 F。 
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Step3：建立基于灰关联分析的分类器 

分类准则：用示功图来诊断系统的故障，是通过比较井下实际工矿泵功图与

各种参考故障泵功图统计特征量的相似性比较而得出结论的。这种相似性要定量

表述并非容易，其准确性决定了分类的正确性。 
根据灰色系统理论，灰关联分析能够较真实地揭示比较序列和参考序列间曲

线几何形状的接近程度，几何形状越接近，变化趋势也就越接近，关联度就越大。

以此为模式相似性判别依据，所得出数据的分类结果更合理。 

令待查样本功图统计特征为  0605040302010 ,,,,, ffffffF  ，参考故障泵功图统

计特征为   ),,2,1(,,,,, 654321 miffffffF iiiiiii  ， ijf 是依据式（3-6）建立的灰度

统计量。 

)()(maxmax)()(

)()(maxmax)()(minmin
)(

00

00
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kfkfkfkf
k

ikii

ikiiki
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





        (3-7) 

式（3-7）为 0F 与 iF 在第 k 特征处的关联系数。综合各特征点的关联系数，

则称： 



n

k
ii k

n
r

1
)(1

 为 0F 与 iF 的关联度。其中 )()()(0 kkfkf ii  称为 0F 与 iF

在第 k 特征处的绝对差； )()(minmin 0 kfkf iki
 成为两级最小差，其中

)()(m i n 0 kfkf ik
 ，表示 iF 与 0F 上找一个差值最小的点， )()(minmin 0 kfkf iki

 是

第二级最小差，表示在 m 个故障曲线中找一条差值最小的曲线。

)()(maxmax 0 kfkf iki
 称为二级最大差，其意义与二级最小差相似；  成为分辨

系数，是 0 与 1 之间的数，一般取 5.0 。最大关联度识别故障原则： ir 是比较

序列与参考序列的关联度，是几何接近程度的定量描述， ir 值越大，则 iF 与 0F 的

关系越密切，认为统计特征为 iF 的故障。 

Step4：参考特征的建立 

参考特征的实质是知识和经验库，通过对已知类别的样本识别误判率最小为

目的。由于油井分布广泛，为进一步及时准确对其出现的故障进行诊断，通过大

量的实验，并借鉴专家的丰富实践经验分析诊断不同井下泵况及杆柱情况，建立

了参考特征库。表 3-2 给出了参考类别灰度统计特征向量的值，功图网格为

20×10。 
表 3-2 参考类别灰度统计特征向量的值 

故障类型 均值f1 方差f2 偏度f3 峰度f4 能量f5 广义熵f6 

泵正常 3.113 32.043 0.128 2.082 0.058 0.421 
液击 -4.945 71.433 -0.611 2.248 0.042 0.424 
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供液不足 -0.664 67.745 -0.812 3.140 0.044 0.424 
双凡尔漏失 3.978 34.300 -0.0721 2.495 0.050 0.376 
气体影响 0.941 59.103 -0.732 2.483 0.044 0.424 

游动凡尔漏失 3.399 34.912 -0.490 3.423 0.052 0.422 
抽油杆断脱 -1.513 52.634 -0.653 3.036 0.043 0.426 
泵上碰 -5.190 54.599 -0.413 2.149 0.043 0.424 
泵下碰 -9.400 70.846 -0.503 2.245 0.036 0.426 

固定凡尔漏失 3.708 35.636 -0.269 2.884 0.052 0.422 
严重供液不足 -1.990 -30.150 -0.630 2.499 0.056 0.097 

 

4.4 问题四模型的建立与求解 

4.4.1 Gibbs 模型问题分析 

（1）Gibbs 模型基本原理分析 

Gibbs 模型主要是把抽油杆的问题简化成一根细长弹性杆悬挂在振源悬点上

做受迫振动的问题。悬点周期性的上下运动通过弹性杆向下传递。Gibbs 将周期

性的运动向下传递的过程简化成弹性杆的带阻尼的纵向振动。杆的纵向振动可用

带阻尼的波动方程来描述，即振动位移随着空间和时间的函数[8-10]。 
在运用 Gibbs 模型对有杆抽油系统进行计算机诊断时，其采用的基本原理为

把抽油杆柱看作井下动态型号的传导线，抽油泵作为发送器，泵的工作状况以应

力波的形式沿抽油杆柱传递到地面，被作为接收器的动力仪所接收。根据这个原

理，Gibbs 建立了带阻尼的波动方程作为描述应力波在抽油杆柱中传递过程的基

本微分方程。以光杆载荷及位移作为边界条件，用分离变量法求得其截面的傅立

叶级数近似解，可以得到抽油杆柱任意截面处的位移和载荷，从而绘出所需的抽

油杆柱各截面及泵的示功图。根据这些示功图，可以对整个油井生产系统的工作

状况进行分析和判断。 

（2）Gibbs 模型的评价 

Gibbs 模型在建立过程中，仅仅是把抽油杆独立出来建立了一维带阻尼的波

动方程。实际的有杆抽油系统由抽油机主体结构、悬绳器、抽油杆柱、油管柱、

油管内液柱、抽油泵与油套环空中的液柱等几个子系统所组成，其中抽油杆柱、

油管柱与油管内液柱是三个振动的子系统。而 Gibbs 一维模型只研究了抽油杆柱

的纵向振动问题，忽略了油管柱和油管内液柱的振动，液柱的影响仅限于粘滞阻

力，其应用的范围受到很大的限制。因此当油管柱未锚定时或油管内液柱的影响

较大时，Gibbs 模型在应用过程中可能产生较大的误差。其次，Gibbs 模型是在

忽略了抽油杆重量的假设条件下建立的，在初始数据输入的过程中，需要对悬点

载荷数据处理，减去抽油杆在油管内液柱中的重量。 
国内外的学者针对于 Gibbs 模型的不足进行了大量的研究。1969 年 R. M. 

Knapp 首先提出用差分方程计算井下示功图，但他的方法不适用于不同抽油杆直

径的组合杆柱的计算，更不适用于不同材料的混合抽油杆柱。1980 年 T. Nicol 采
用有限元法解波动方程，这种方法可计算玻璃钢-钢混合杆，取得了很好的效果。

1987 年 D. J. Schafer 和 J. W .Jennings 对等步长差分格式在遇到抽油杆柱材料性

质发生变化进行了研究。1988 年 J. F. Lea 提出了变步长差分格式，可用于多级
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杆和混合杆。同年，陈家林等人采用快速傅立叶变换求解波动方程，大大加快了

运算速度。本世纪初，王金东、蔡东生等人运用精细逐步积分法和隐式差分法求

解波动方程，大大提高了其运算精度和运算速度。 
我国的有杆抽油系统计算机诊断技术的研究在上个世纪的 90 年代得到迅速

的发展。诊断技术的理论基础是 S. G. Gibbs[11-12]建立的一维带阻尼的波动方程。

该方程只考虑了抽油杆柱的振动，而忽略了液柱和管柱的振动。1981 年美国塔

尔萨大学的 D. R. Doty 和 Z. Schmidt[15]建立了考虑液柱振动的二维的预测数学模

型仁。在浅井、大泵和大排量情况下液体惯性的影响是比较大的，这比 S. G. Gibbs
的一维震动数学模型要完善些，但由于该模型需要四个边界条件，而目前的测试

手段只能测到两个地面边界条件，且假定油管是锚定的，实质上是用二维振动数

学模型来解决实际上是三维的振动问题，因而并未从根本上解决这一问题。1989
年西安石油学院的余国安等人建立了综合考虑抽油杆柱、液柱和油管振动的三维

数学模型，并进行了求解。这种三维振动的数学模型比起前两种数学模型来，在

理论上显然要更加合理一些。2003 年我国的李冬平等人针对定向井的抽油杆系

统建立了定向井有杆抽油系统抽油杆柱动力学仿真模型，真实的考虑了抽油杆柱

的弯曲等情况的影响。 

（3）有杆抽油系统模型分析 

针对于本文中的有杆抽油系统，油管是锚定的，则不必考虑油管的振动情况。

而且抽油井为直井，则可以忽略抽油杆的弯曲、抽油杆与油管之间的偏磨对有杆

抽油系统的影响。油管内的液体考虑成单相，即油管内的液柱中没有气泡。通过

对本题的分析，本文建立了同时考虑抽油杆振动和油管内液柱振动的二维振动模

型。 

4.4.2 有杆抽油系统模型假设 

（1）将抽油杆简化为均质弹性杆，且为一级杆； 
（2）假设抽油杆柱轴线与油管轴线重合，忽略抽油杆与油管壁的接触； 
（3）抽油杆柱在油管内的横向振动和变形很小，忽略不计； 
（4）油管锚定，忽略油管柱的振动； 
（5）油管柱内的液体为单相，忽略气泡的影响。 

4.4.3 有杆抽油系统模型建立 

（1）抽油杆柱振动模型的建立 

如图 4-1，向下的方向为正方向，对抽油杆进行受力分析，有牛顿第二定律

得： 

gAF
x

txuAE
t

txuA rrrrrrr  








2

2

2

2 ),(),(            (4-1) 

式（4-1）中， r 为抽油杆密度，kg/m3； rA 为抽油杆柱截面积，m2； rE 为

抽油杆柱的弹性模量，pa； rF 为抽油杆柱单位长度上的受到的摩擦力，N/m；

),( txu 为抽油杆任意截面（x 处）在任意时刻 t 的位移，m。 
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dx

抽油杆

油管
油管内液体

 
图 4-1 抽油杆单元模型图 

（2）环空流体振动模型的建立 

若考虑到流体为可压缩流体时，流体的连续性方程为： 

  0








ff

f v
xt



                      (4-2) 

流体密度与压力之间的关系为： 

 PPCP ffffff  000)(                (4-3) 

式（4-3）中，P 为常压，Pa； 0f 是 P 下的密度，kg/m3； 0C 为液体压缩系

数。 
对油杆环空中的液体进行受力分析： 
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式（4-4）中， f 为环空流体密度，kg/m3； tA 为油管内径截面积，m2； fF

为环空中流体单位长度上受到的摩擦力，N/m； fP 为流体压力，Pa； fv 为流体

的流速，m/s。 
若考虑流体为不可压缩流体时，若假设环空中的流体密度随着油井中的压力

和温度变化很小，流体密度为常数，则方程（4-4）为线性偏微分方程。流体连

续性方程（4-2）变成： 

0




x
v f                            (4-5) 

方程（4-5）说明流体速度不随位移井深发生变化，流体速度只随着时间发

生变化，环空中的流体在各个井深处是等速的。 
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若不考虑液体的压缩性，则液柱就可以看作不可受拉的弹性体，其运动方程： 
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液柱压力与速度之间的关系为： 

t
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                       (4-7) 

（3）摩擦阻力计算 

抽油杆柱上的摩擦阻力由两部分组成，环控中流体对抽油杆柱的阻力和环空

中流体对抽油杆柱接箍上的摩擦阻力： 

lCAAvvCDvvF rcfffrfffr /)(5.05.0 21            (4-8) 

式中，Dr 为抽油杆柱的直径，m；C1 和 C2 为摩擦阻力系数，由 Valeev 和

Repin 等人通过实验确定；l 为一根抽油杆柱的长度，m。C1 和 C2 通过下式确定： 
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式中，Dc 为接箍直径，m；Dt 为套管内径，m；雷洛数由环空流体和抽油杆

速度确定： 
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由上式可得： 
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式（4-13）中的系数为： 
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同理，流体受到的摩擦阻力也为两部分，一部分为套管对流体的阻力，另一

部分为抽油杆对流体的阻力： 

)( trf FFF                         (4-15) 

其中，为流体的粘度，mP·s。式（4-15）中的套管对流体的阻力为： 
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fftttt vbvbF                        (4-16) 

式（4-16）中系数为： 
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              (4-17) 

在本模型中油管锚定，故油管振动速度 tv 为零。 

（4）边界条件 

边界条件分为两部分，井口边界条件和井底边界条件。井口抽油杆位移函数

边界条件为： 

x
tuAEtD rr
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


),0(),0(                    (4-18) 

井口流体柱边界条件： 

0),0( PtPf                          (4-19) 

井底边界条件中，抽油杆和流体柱根据游动阀和固定阀的开闭情况分为三种

情况： 
第一种情况：固定阀和游动阀都关闭的情况下，此时柱塞不移动，抽油杆和

流体柱的边界条件为： 

0),(
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t
tLu                         (4-20) 

0),( * tLv f                         (4-21) 

第二种情况：固定阀打开游动阀关闭，此时柱塞泵在举升液体，这时抽油杆

上的应力与柱塞中的流体有如下关系式： 
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其中， cp 是柱塞处的套压。 

环空流体速度与抽油杆速度之间关系： 
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第三种情况：游动阀开启，固定阀关闭时，抽油杆的应力和柱塞处液体压力

间关系表示为： 
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环空流体速度与抽油杆速度之间关系： 
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（5）初始条件 

悬点处于下死点处，抽油杆速度为 0，此时对于任意点 x ，0 x L   
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 ,0 0fv x                          (4-27) 

对于某一段抽油杆 
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 ,0
f th fp x p xg                    (4-29) 

其中， thp 为油压。 

4.4.4 阻尼系数模型问题分析 

根据地面示功图计算井下示功图时，必须首先确定阻尼系数。抽油杆柱系统

的阻尼力包括粘滞阻尼力和非粘滞阻尼力。粘滞阻尼力有抽油杆、接箍与环空液

体之间的粘滞摩擦力，泵阀和阀座内孔的流体压力损失等；非粘滞阻尼力包括杆

柱及接箍与油管之间的非粘滞摩擦力，盘根盒与光杆间的摩擦力，泵柱塞与泵筒

之间的摩擦损失等。Gibbs 阻尼系数为假设在光杆简谐运动的条件下，当光杆速

度的均方根等于整个抽油杆的平均速度的条件下推到出来的近似计算公式。由此

Gibbs 阻尼系数计算条件较为理想，实际的情况很难满足此条件。而抽油杆柱系

统的阻尼是受各种复杂因素影响的综合结果。因而 Gibbs 阻尼系数计算公式在某

些情况下的计算误差可能较大。 
针对于 Gibbs 阻尼系数计算方法的不足，本文提出了一种通过计算抽油杆柱

在一个循环中由粘滞阻力引起的摩擦功来确定阻尼系数的方法。 

4.4.5 摩擦功阻尼系数模型假设 

（1）系统中消除等值阻力时，每一个循环中的能量与消除真实阻尼时相同； 
（2）忽略抽油杆柱的弹性，把抽油杆柱看作刚体； 
（3）把悬点运动简化为简谐运动； 

4.4.6 摩擦功阻尼系数模型建立 

抽油杆柱长度为 dx 的单元体的粘滞阻尼力为： 
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长度为 L的抽油杆柱在一个循环中总的粘滞摩擦功为 
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利用将活塞提出泵筒（或脱卸器使抽油杆脱开活塞）后测得的示功图，就可

以计算出抽油杆柱在粘性流体中运动是的摩擦功。每口井的抽汲条件不同，则摩

擦功不同。在实际工作中，又不可能对所分析的油井都能进行这种专门的测试。

下面介绍了如何根据油井流体性质及抽汲参数推导出计算摩擦功的公式。 
抽油杆柱在液体中运动时，杆周围液体速度的分布可用不可压缩粘滞液体运

动的微分方程来描述。 
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所给问题的边界条件 
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当抽油杆柱向下运动时，从环形空间被排出的液体体积流量为 2
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1P 及 2P 分别为油管内抽油杆柱下端和井口的压力。 

将方程（4-33）改写为 
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      

       
           (4-37) 

为了简便地求得抽油杆柱在液体中运动时，一个周期的粘滞摩擦功，先研究

某一瞬时、某一断面处油管环形空间中的流速分布。忽略流体运动的惯性力影响，

则 0v
g t
 




 

令 

PA
x


 

   
 

                       (4-38) 
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则方程（4-37）变为 

v Ar r
r r 

  
 

  
                        (4-39) 

积分上式可得其通解 

2
1 2ln

4
Av r C r C


                         (4-40) 

利用边界条件求得 1C 及 2C 后得 

 
 2 2

1 0
2 1

1
1

4 ln
4 ln

A ur r
rA tv r r r r

r






 

 
                  (4-41) 

将（4-41）代入（4-36）后得 

12
0 2

4 2
x L

u uA B
r B t t




  
  

  
                    (4-42) 

式中
2

1
1 1

2ln
mB

m


  ；
 

22
2 4

1
1

ln
m

B m
m


   ； 1

0

rm
r

  

抽油杆柱侧表面的粘滞摩擦力梯度为 

0

02
r r

T vr
x r

 


  
   

  

 

将 A代入（4-41），并对 r 求导后得 

0

2
1 1

0 2 2

4 41 1
lnr r x L

B Bv u u
r r m B t B t 

     
    

    
 

则 
2

1 1

2 2

4 412
ln x L

B BT u u
x m B t B t




    
    

    
            (4-43) 

将 A代入（9）后得到压力梯度 

12
0 2

4 2
x L

P u uB
x r B t t






   
   

   
               (4-44) 

总的水力阻力梯度为 
2

0
F T Pr
x x x


  

 
  

                      (4-45) 

在 x 断面处所取单元体 dx在一个循环中的粘滞摩擦功为 

0

T F udw dx dt
x t

 


                        (4-46) 
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将（4-43）、（4-44）、（4-45）代入（4-46）中，其中
0

0
T udt

t



 ，最后可得 

   
2

1
1 1

2 2

41 42 1 1
ln

T T

o o
x L

B u u udw B dt B dt dx
m B t B t t




       
        

      
   

整个抽油杆往在一个循环中总粘滞摩擦功 

 

 

2
1

1
2

1 0
2

41 1
ln

2
4 1

L T

o o

L T

o
x L

B uB dtdx
m B t

W
u uB dtdx

B t t





    
     

     
  

 
   

 

 

           (4-47) 

将摩擦功公式（4-47）代入（4-32）得 

 
0

1
1 1 2

2

0

42 1 1
ln

L T

o
X L

L Tr r

o

u u dt dx
t tBc B B

A m B u dt dx
t







       
                      

 

 

      (4-48) 

式（4-48）中的
u
t




是未知的，还不能用来求 c值。 

在计算 c时，如果忽略抽油杆柱的弹性，即把抽油杆柱暂时看作刚体，则杆

柱各断面的运动速度相同，（4-48）式中的两个积分相等。此时可用下式求得 c的
近似值 

 
2

1
2

2 1 4 1
lnr r

c B
A m B




 
   

 
                   (4-49) 

另一种解决办法是把悬点运动看作简谐运动，在确定
u
t




时，先不考虑粘滞

阻尼（即先令 0c  ），把所研究的问题先归结为上端做简谐运动、下端自由的细

长杆的无阻尼纵振问题。 
2 2

2
2 2

u ua
t x

 


 
                         (4-50) 

边界条件 

 0
1 cos

2x

Su t

   

0r
x L

uA E
x 


 


 

在上述边界条件下解方程（4-50）可得 

cos tan sin sin
2

u S x L x t
t a a a

  
 

  
  

  
           (4-51) 
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1 sin
2 cosx L

u S t
t L

a

 








                 (4-52) 

将（4-51）、（4-52）式（4-48）得： 

 1 1
2

2 1 4 21 1ln cos
sin

r r

c B B L LA m B
La a

a



 


  
  
   

     
  
  
    

      (4-53) 

计算 c值的更精确的方法是由（2-12）得到
u
t




的一般表达式： 

 
1

cos sin
n

n n
n

u n P n t n O x n t
t

   



 


           (4-54) 

先假定 0c  ，由（4-54）式求得
u
t




后代入（4-48）式，初步计算出 c 的近

似值，然后再进行迭代计算，最后便可得到更精确的 c值，但计算量很大。 
上述计算中只考虑了液体与抽油杆体的摩擦，实际上，抽油杆接箍将会引起

附加的摩擦，为此，在具体“诊断”程序中计算粘滞阻尼系数 c时，应该考虑接

箍引起的摩擦。对于多级杆柱则应分级计算其阻尼系数。 
计算 c时所用的粘度应该是泵以上油管中流体的平均粘度。为了能得到比较

准确的粘度值，应先计算油管内的压力和温度分布，然后计算相应温度和压力分

布下的平均粘度。 

4.4.7 考虑接箍摩擦的阻尼系数模型 

上述摩擦功阻尼系数模型只适用于单机抽油杆且为考虑附加接箍引起的阻

尼。然而实际的抽油井中的抽油杆柱受到的粘滞摩擦力为流体对抽油杆柱的摩擦

力加上环空流体对抽油杆接箍的摩擦阻力。本模型主要考虑了这两个方面的摩擦

阻力，建立了较为准确的阻尼系数计算模型。 
抽油杆柱上受到的粘滞摩擦阻力由两部分组成，环控中流体对抽油杆柱的阻

力和环空中流体对抽油杆柱接箍上的摩擦阻力： 

lCAAvvCDvvF rcfffrfffr /)(5.05.0 21            (4-55) 

由4.4.3节的推导可知： 

ffrrr vb
t
ubF 



                       (4-56) 

式（4-56）中的系数为： 
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



















1257.2

1257.2

)1]()1)(()381.0(42.15001[12

)1]()1)(()381.0(42.915)39.02.0[(12

r

tr

r

c

t

c
fr

r

tr

r

c

t

c

t

r
r

D
D

l
D

D
D

D
D

b

D
D

l
D

D
D

D
D

D
Db





(4-57) 

又因为抽油杆柱长度为 dx 的单元体的粘滞阻尼力为： 

dx
t
uAcdxF rrr



                         (4-58) 

将（4-56）代入（4-58）中得到： 

  0



 frfrrr vb

t
ubAc                    (4-59) 

方程中需要知道抽油杆和环空流体的速度项，因而本方法为一个隐式求解阻

尼系数的方法，首先假设一个阻尼系数 c，计算出抽油杆的速度和环空流体的速

度，然后由方程（4-59）计算出真实 c的阻尼系数，将两个阻尼系数做比较，若

相差较大，则把 c作为初始值重新代入到阻尼波动方程中，然后再计算新的阻尼

系数直到阻尼系数 ec
cc




足够小，则可求出阻尼系数 c。 

五、模型的评价及改进 

（1）问题一：本文通过对简谐悬点运动模型和曲柄滑块悬点运动模型的评

价，结合抽油杆四连杆几何模型，建立了悬点运动模型，并分析了该模型与实际

悬点运动位移的误差，提出了带冲程损失位移的悬点运动模型。由此可以得到，

在建立四连杆机构的运动模型时，不仅要考虑四连杆机构的静载荷下的几何特

征，还要考虑抽油机在工作过程中所承受的动载荷对悬点运动规律的影响。 
（2）问题二：本节主要采用Gibbs提出的带阻尼的波动方程，将地面悬点示

功图转化为了泵功图，在计算过程中，其波动方程的阻尼系数采用的多项式拟合

的方法求解。因而阻尼系数的求解就会产生一定的误差，较为准确的阻尼系数的

求解需要对抽油杆模型进行详细的受力分析后，考虑抽油杆的真实阻力来建立相

应的阻尼模型求解阻尼系数。 
（3）问题三：本节主要建立了两种通过泵功图计算油井日产液量的计算模

型。两种模型主要基于对泵功图的图形处理，本文主要采用Origin软件对其进行

图形处理，该图形处理技术在计算过程中会产生较大的误差，进一步的改进图形

处理技术将会大大提高油井日产液量的计算精度。同时，文本还建立了基于灰色

理论的抽油井泵功图诊断模型。 
（4）问题四：本节对Gibbs模型进行了原理分析，通过研究发现，Gibbs模

型在建立波动方程时，对抽油机进行了较多的简化假设，而且其仅仅考虑了抽油

杆柱在抽油过程中的振动，忽略了油管环空内液柱的惯性及振动，同时也忽略了

油管未锚定时，油管的振动。因此，针对于此情况，本文建立了同时考虑液柱和

抽油杆柱振动的二维模型。但此模型仍然存在许多的简化假设条件。本文提出的

二维模型还可以进行如下改进：同时考虑抽油杆柱振动、环空中液柱振动和油管

振动的三维振动数学模型；考虑抽油杆与油管之间存在偏磨情况的抽油系统模

型；考虑定向井的振动模型，即考虑抽油井为有一定倾斜角的情况下的振动模型；

考虑环空流体为多相流时抽油井的振动模型，即考虑环空流体存在气相的情况。 
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六、附录 

Gibbs 模型计算泵功图 Matlab 程序 

（1）一级杆泵功图计算Matlab程序 
Gibbsjs1.m 

clc;clear; 

D=xlsread('DINPUT.xls');u=xlsread('UINPUT.xls'); 

K=144;n=100;pi=3.1415926;a=4983.416;L=792.5;v=0.6633; 

omega=2*pi*7.6/60;E=2.1*(10^11);d1=0.022;Ar1=pi*d1^2/4; 

x=792.5; 

sigma=zeros(n,1);tau=zeros(n,1);gamma=zeros(n,1);delta=ze

ros(n,1); 

sigma0=(2/K)*sum(D(1:K)); 

gamma0=(2/K)*sum(u(1:K)); 

for i=1:n 

    for p=1:K 

        sigma(i)=sigma(i)+(2/K)*D(p)*cos(2*pi*i*p/K); 

        tau(i)=tau(i)+(2/K)*D(p)*sin(2*pi*i*p/K); 

        gamma(i)=gamma(i)+(2/K)*u(p)*cos(2*pi*i*p/K); 

        delta(i)=delta(i)+(2/K)*u(p)*sin(2*pi*i*p/K); 

    end 

end 

cd=2.29595-44.32202*v+459.29115*v^2-2790.90409*v^3+10451.

0482*v^4-... 

    

24714.8911*v^5+36933.77379*v^6-33779.575*v^7+17244.66252*

v^8-... 

    3761.98482*v^9; 

c=pi*a*cd/(2*L); 

alpha=zeros(n,1);beta=zeros(n,1); 

for i=1:n 

    

alpha(i)=((i*omega)/(a*2^0.5))*(1+(1+(c/(i*omega))^2)^0.5

)^0.5; 

    

beta(i)=((i*omega)/(a*2^0.5))*(-1+(1+(c/(i*omega))^2)^0.5

)^0.5;  

end 

kappa=zeros(n,1);mu=zeros(n,1);On=zeros(n,1); 

Pn=zeros(n,1);dOn=zeros(n,1);dPn=zeros(n,1); 

for i=1:n 

    kappa(i)=(sigma(i)*alpha(i)+tau(i)*beta(i))/... 

        (E*Ar1*(alpha(i)^2+beta(i)^2)); 
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    mu(i)=(sigma(i)*beta(i)-tau(i)*alpha(i))/... 

        (E*Ar1*(alpha(i)^2+beta(i)^2)); 

    On(i)=(kappa(i)*cosh(beta(i)*x)+delta(i)*... 

        sinh(beta(i)*x))*sin(alpha(i)*x)+... 

        (mu(i)*sinh(beta(i)*x)+gamma(i)*... 

        cosh(beta(i)*x))*cos(alpha(i)*x); 

    Pn(i)=(kappa(i)*sinh(beta(i)*x)+delta(i)*... 

        cosh(beta(i)*x))*cos(alpha(i)*x)-... 

        (mu(i)*cosh(beta(i)*x)+gamma(i)*... 

        sinh(beta(i)*x))*sin(alpha(i)*x); 

    dOn(i)=(tau(i)*sinh(beta(i)*x)/(E*Ar1)+... 

        

(delta(i)*beta(i)-gamma(i)*alpha(i))*cosh(beta(i)*x))*... 

        

sin(alpha(i)*x)+(sigma(i)*cosh(beta(i)*x)/(E*Ar1)+... 

        

(gamma(i)*beta(i)+delta(i)*alpha(i))*sinh(beta(i)*x))*... 

        cos(alpha(i)*x); 

    dPn(i)=(tau(i)*cosh(beta(i)*x)/(E*Ar1)+... 

        

(delta(i)*beta(i)-gamma(i)*alpha(i))*sinh(beta(i)*x))*... 

        

cos(alpha(i)*x)+(sigma(i)*sinh(beta(i)*x)/(E*Ar1)+... 

        

(gamma(i)*beta(i)+delta(i)*alpha(i))*cosh(beta(i)*x))*... 

        sin(alpha(i)*x); 

end 

t=xlsread('TINPUT.xls');zjbl1=0;zjbl2=0; 

u1=zeros(K,1);D1=zeros(K,1); 

for p=1:K 

    zjbl1=0;zjbl2=0; 

    for i=1:n 

        

zjbl1=zjbl1+On(i)*cos(i*omega*t(p))+Pn(i)*sin(i*omega*t(p

)); 

        

zjbl2=zjbl2+dOn(i)*cos(i*omega*t(p))+dPn(i)*sin(i*omega*t

(p)); 

    end 

    u1(p)=(sigma0*x)/(2*E*Ar1)+gamma0/2+zjbl1; 

    D1(p)=(sigma0/2+E*Ar1*zjbl2)/1000; 

end 
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（2）三级杆泵功图计算Matlab程序 
Gibbsjs2.m 

clc;clear; 

D=xlsread('DINPUT2.xls');u=xlsread('UINPUT2.xls');t=xlsre

ad('TINPUT2.xls'); 

K=143;n=100;pi=3.1415926;a=4983.416;T=3; 

omega=2*pi*4/60;E=2.1*(10^11);v=0.6347; 

x=[523.61 664.32 618.35];L=1819.56; 

d1=[0.025 0.022 0.019];Ar1=zeros(1,T); 

for i=1:3 

    Ar1(i)=pi*((d1(i))^2)/4; 

end 

sigma=zeros(n,1);tau=zeros(n,1);gamma=zeros(n,1);delta=ze

ros(n,1); 

sigma0=(2/K)*sum(D(1:K)); 

gamma0=(2/K)*sum(u(1:K)); 

for i=1:n 

    for p=1:K 

        sigma(i)=sigma(i)+(2/K)*D(p)*cos(2*pi*i*p/K); 

        tau(i)=tau(i)+(2/K)*D(p)*sin(2*pi*i*p/K); 

        gamma(i)=gamma(i)+(2/K)*u(p)*cos(2*pi*i*p/K); 

        delta(i)=delta(i)+(2/K)*u(p)*sin(2*pi*i*p/K); 

    end 

end 

for q=1:T 

cd=2.29595-44.32202*v+459.29115*v^2-2790.90409*v^3+10451.

0482*v^4-... 

    

24714.8911*v^5+36933.77379*v^6-33779.575*v^7+17244.66252*

v^8-... 

    3761.98482*v^9; 

c=pi*a*cd/(2*L); 

alpha=zeros(n,1);beta=zeros(n,1); 

for i=1:n 

    

alpha(i)=((i*omega)/(a*2^0.5))*(1+(1+(c/(i*omega))^2)^0.5

)^0.5; 

    

beta(i)=((i*omega)/(a*2^0.5))*(-1+(1+(c/(i*omega))^2)^0.5

)^0.5;  

end 

kappa=zeros(n,1);mu=zeros(n,1);On=zeros(n,1); 

Pn=zeros(n,1);dOn=zeros(n,1);dPn=zeros(n,1); 

for i=1:n 
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    kappa(i)=(sigma(i)*alpha(i)+tau(i)*beta(i))/... 

        (E*Ar1(q)*(alpha(i)^2+beta(i)^2)); 

    mu(i)=(sigma(i)*beta(i)-tau(i)*alpha(i))/... 

        (E*Ar1(q)*(alpha(i)^2+beta(i)^2)); 

    On(i)=(kappa(i)*cosh(beta(i)*x(q))+delta(i)*... 

        sinh(beta(i)*x(q)))*sin(alpha(i)*x(q))+... 

        (mu(i)*sinh(beta(i)*x(q))+gamma(i)*... 

        cosh(beta(i)*x(q)))*cos(alpha(i)*x(q)); 

    Pn(i)=(kappa(i)*sinh(beta(i)*x(q))+delta(i)*... 

        cosh(beta(i)*x(q)))*cos(alpha(i)*x(q))-... 

        (mu(i)*cosh(beta(i)*x(q))+gamma(i)*... 

        sinh(beta(i)*x(q)))*sin(alpha(i)*x(q)); 

    dOn(i)=(tau(i)*sinh(beta(i)*x(q))/(E*Ar1(q))+... 

        

(delta(i)*beta(i)-gamma(i)*alpha(i))*cosh(beta(i)*x(q)))*

... 

        

sin(alpha(i)*x(q))+(sigma(i)*cosh(beta(i)*x(q))/(E*Ar1(q)

)+... 

        

(gamma(i)*beta(i)+delta(i)*alpha(i))*sinh(beta(i)*x(q)))*

... 

        cos(alpha(i)*x(q)); 

    dPn(i)=(tau(i)*cosh(beta(i)*x(q))/(E*Ar1(q))+... 

        

(delta(i)*beta(i)-gamma(i)*alpha(i))*sinh(beta(i)*x(q)))*

... 

        

cos(alpha(i)*x(q))+(sigma(i)*sinh(beta(i)*x(q))/(E*Ar1(q)

)+... 

        

(gamma(i)*beta(i)+delta(i)*alpha(i))*cosh(beta(i)*x(q)))*

... 

        sin(alpha(i)*x(q)); 

end 

zjbl1=0;zjbl2=0; 

u1=zeros(K,1);D1=zeros(K,1); 

for p=1:K 

    zjbl1=0;zjbl2=0; 

    for i=1:n 

        

zjbl1=zjbl1+On(i)*cos(i*omega*t(p))+Pn(i)*sin(i*omega*t(p

)); 
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zjbl2=zjbl2+dOn(i)*cos(i*omega*t(p))+dPn(i)*sin(i*omega*t

(p)); 

    end 

    u1(p)=(sigma0*x(q))/(2*E*Ar1(q))+gamma0/2+zjbl1; 

    D1(p)=(sigma0/2+E*Ar1(q)*zjbl2)/1000; 

end 

gamma0=sigma0*x(q)/(E*Ar1(q))+gamma0; 

for i=1:n 

    sigma(i)=E*Ar1(q)*dOn(i); 

    tau(i)=E*Ar1(q)*dPn(i); 

    gamma(i)=On(i); 

    delta(i)=Pn(i); 

end 

end 
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