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题 目         有杆抽油系统的数学建模及诊断 

摘       要 
本文是一个研究有杆抽油系统的建模及诊断问题。 
针对问题一，本文首先分析数据得到曲柄滑块四连杆机构的几何关系和满足

的力学方程，第二，根据得到的规律，从简单到复杂，依次建立了三种模型：简

谐运动模型、曲柄滑块机构模型、精确解模型，分别求得其位移函数、速度函数、

加速度函数。第三，使用Matlab软件编程得到各个方程的计算结果，并画出函数

曲线，作为各模型计算精度的对比。最后，根据已知悬点位移和三个模型求得的

悬点位移，使用Origin画图，对比发现，三个模型得到的位移函数、速度函数差

别不大，而加速度函数差别很大，且三个模型计算得到的位移与实际位移有一定
误差，比实际位移大。 

针对问题二，本文根据 Gibbs 波动方程，给出了由悬点示功图转化为泵功

图的详细计算过程，并给出了计算流程图。计算采用分离变量法，将偏微分方

程化为常微分方程求解，用边界条件的限制，得到位移和载荷的方程，然后用

节点分析法求解。计算出第一级杆的数据后，重复利用之前的过程计算第二级、

第三级杆，计算过程中需要判定是否是最后一级杆柱，若不是继续计算，若是

计算出位移、载荷函数，最后得到井下示功图。然后使用 Matlab 软件编程进行

计算，得到一级杆和多级杆的地面示功图和泵功图。由结果图线可以看出转换

之后的泵功图曲线比地面示功图曲线更光滑，而且没有大的波动。说明吉布斯

模型在计算泵功图的过程中，消除了一些动载荷的影响，但是模型并未详细考

两种不同内径抽油杆在连接处的载荷变化。 
针对问题三(1)，选择有效冲程模型和改进的液量迭代法模型，用问题二得

到的泵功图进行产液量的计算，并用 Matlab 编制了一套根据泵功图计算产液量
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的程序。在有效冲程模型中，首先对泵功图进行预处理，然后建立曲率计算模

型确定阀门开闭点，得到有效冲程；在改进的液量迭代模型中，将传统的液量

迭代模型与有效冲程相结合，用 Getdata 软件对泵功图进行预处理，并考虑漏

失的影响，计算得到产液量。附件 1 和附件 2 用有效冲程法计算的产液量分别

为 86.3115m3/s 和 31.6027m3/s；附件 1 和附件 2 用改进的液量迭代法计算的产

液量分别为 89.7784m3/s 和 25.7963m3/s 。两个模型对比分析，得到改进的液

量迭代模型比有效冲程模型更接近实际值。 

针对问题三(2)，本文从新的角度提取泵功图特征：首先对泵功图进行预处
理，并提取泵功图的直观几何特征。计算功图总面积并与标准功图面积对比，

然后分区域计算面积，按区域面积特征再对故障进行分类，最后再由曲率、拐

点(固定阀游动阀的开启、关闭点)等特征细化故障类型，得出最终结论。根据

本思路列方程及其边界条件，利用 Microsoft Visual Basic 6.0 编程计算，并根据

判定条件进行自动诊断，本程序可以诊断出基本正常、严重漏失、供液不足和
气体影响等情况，故障时报警提醒，使用简单方便。经计算机自动诊断，附件

中给出的一级杆和三级杆均没有气体影响。 
针对问题四(1)，Gibbs 方程的不足在于○1 抽油杆受力分析仅适用于直井○2

使用傅里叶分解计算方程，而傅里叶系数数目太低就不能保证精度，因此计算

时间较长。此外，傅里叶级数法使示功图平滑化，即不接近于实际数据，有限

差分解可以克服此问题。○3 没有考虑多级管柱节箍的影响。 
因此本文对其做出如下改进：○1 用三次样条插值法模拟抽油杆柱轴线的具体

编程算法；○2 对定向井抽油杆柱的受力进行分析,建立波动方程；○3 在同级杆柱

内运用显式差分格式,在组合杆级边界节点采用变步长有限差分格式的混合差分
法求解波动方程。○4 考虑多级管柱节箍的影响。并给出由悬点示功图转化为泵功

图的详细计算过程，包括：原始数据的处理、边界条件、初始条件、求解算法；

利用附件 1、附件 2 的数据重新进行计算；对计算结果与问题二的计算结果进行

比较，发现新建模型更精确；不仅适用于直井，也适用于斜井；画出的泵功图不
平滑，更接近实际数据。 

针对问题四(2)，本文研究一种能够定期校验并修正阻尼系数的方法。提出

一种迭代计算阻尼系数的算法，利用已有地面示功图数据以及泵功图计算算法，

可得到更加合理的阻尼系数。首先求出一个 C 的初值，然后代入波动方程求井

下示功图，再根据求得的功图对一组带阻尼的波动方程进行数值积分，从而导

出与示功图参数有关的阻尼系数公式，反复迭代采用特定的收敛条件即可求出

准确的阻尼系数。根据此方法，使用 Matlab 软件编程计算，得到结果。一级杆

C=1.8498，三级杆的 C= 0.6701，根据得到的泵功图对比验证，迭代法得到的C
值更加精确。使用这种方法还可以校验各种阻尼公式对油田的适应性的好坏。 

 
关键词：有杆抽油 Gibbs 波动方程 泵功图 有效冲程法 液量迭代法 自动

诊断故障系统 有限差分法 迭代法 阻尼系数  
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1 问题的提出 

目前，开采原油广泛使用的是有杆抽油系统(垂直井)。电机旋转运动转化

为抽油杆上下往返周期运动，带动设置在杆下端的泵的两个阀的相继开闭，从

而将地下上千米深处蕴藏的原油抽到地面上来。 

抽油杆上端点称为悬点，图 4 示意了悬点 E 的运动过程。在一个冲程期间，

仪器以一系列固定的时间间隔测得悬点 E 处的一系列位移数据和荷载数据，据

此建立悬点 E 的示功图称为悬点示功图。 
“泵”是由柱塞、游动阀、固定阀、部分油管等几个部件构成的抽象概念，泵

中柱塞处的示功图称为泵功图。因为受到诸多因素的影响，在同一时刻 t，悬点

处的受力(荷载)与柱塞的受力是不相同的；同样，在同一时刻 t，悬点处的相对

位移与柱塞的相对位移也不相同。因此悬点示功图与泵功图是不同的。图 5 给出

了理论悬点示功图和理论泵功图。示功图包含了很多信息，其中就有有效冲程，

泵的有效冲程是指泵中柱塞在一个运动周期内真正实现从出油口排油的那段冲

程。工程上一般根据示功图形状与理论示功图进行对比来判断抽油机工作状态。 
通过悬点示功图可以初步诊断该井的工作状况，如产量、气体影响、阀门漏

液、沙堵等等。要精确诊断油井的工作状况，最好采用泵功图。然而，泵在地下

深处，使用仪器测试其示功数据实现困难大、成本高。因此，通过数学建模，把

悬点示功图转化为杆上任意点的示功图(统称为地下示功图)并最终确定泵功图，

以准确诊断该井的工作状况，是一个很有价值的实际问题。 

掌握抽油机悬点的位移、速度和加速度的变化规律时研究抽油装置动力学，

进行抽油设计和分析其工作状况的基础。为了正确的使用抽油装置，首先必须了

解其运动规律。 
目前，油田故障诊断的方法是首先获得地面示功图，然后由技术人员根据

自己的经验和油井的具体工况参数，推算出泵功图，并与井下标准泵功图进行

图像特征的比较，从而识别其故障。依靠经验的人为主观判断，会增大误诊的

风险，这就需要提出一种合理有效的方法来提高诊断的准确性，这对提高有杆

抽油系统的可靠性、避免井下作业的盲目性及提高石油产量具有重要的现实意

义。随着人工神经网络，SVM 等技术的不断成熟，自动解决泵功图工况识别
问题有了更多的工具和平台。 

Gibbs 波动方程的原理即通过首先研究抽油杆的动力学特性，建立抽油杆

柱振动方程，利用分离变量法求解，并用傅里叶级数展开求解系数，根据边界

条件，求出相应的解。Gibbs 方程有很多假设条件，方程本身及其边界条件、

解法都有改进的余地。 

2 模型的初始假设 
1、钢制抽油杆由很多节连接而成，假定具有相同直径的为同一级； 
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2、电机旋转运动通过四连杆机构转变为抽油杆的垂直运动。假设驴头外轮廓

线为部分圆弧、电机匀速运动，悬点 E 下只挂光杆(光杆下不接其它杆，

不抽油，通常用来调试设备)； 
3、位移u(x, t)的方向以向上为正,载荷月不 0 的方向以向上为正,抽油杆柱的

位置 x沿杆向下为正； 
4、油管内充满液体,且液体密度均匀； 
5、杆柱在垂直井中工作，抽油杆柱不与油管发生摩擦或摩擦载荷不计； 
6、所有抽油杆均为钢制，密度为：8456(单位：kg/m3)，弹性模量为：2.1*1011(单

位：Pa)。 
7、因为悬点功图数据是自动测试的，附件 1、2 所给数据的第一对并不一定

刚好是一个冲程的起点。上行和下行用的时间也不一定完全相等。 
8、所有抽油机的油管是锚定的，因此本题不必考虑抽油管的长度变化(伸缩)。 

3 问题一模型的建立和求解 
3.1 问题分析  

问题一要求求出悬点E的一个冲程的运动规律：位移函数、速度函数、加速
度函数。掌握抽油机悬点的位移、速度和加速度的变化规律时研究抽油装置动力

学，进行抽油设计和分析其工作状况的基础。为了正确的使用抽油装置，首先必

须了解其运动规律。 
游梁式抽油机是以游梁支点和曲柄轴中心的连线作为固定杆，以曲柄、连杆

和游梁后臂为三个活动杆所构成的四连杆机构[1]。根据题目中给出的结构图，“悬
点”E的运动过程：t=0时刻，曲柄滑块D位于上顶点(   )，AB平行于水平面，

E对应坐标原点(称为E的下死点)，E的位移为0；D运动到下顶点(   )时，E的
位移到达最大(称为E的上死点)；D接着运动到上顶点(    )时，E又回到位移

为0的位置，完成一个周期(即一个冲程)。 
根据游梁式抽油机四连杆机构的几何关系和运动特点，建立游梁摆动方程，

然后求得游梁式抽油机悬点位移变化规律，接着对位移方程进行求导数，得到速

度变化规律，接下来对速度方程进行求导，得到加速度变化规律[2]。 
目前，常用的算法是将运动简化为简谐运动或者曲柄滑块机构进行分析求解，

但是这样求得的解是近似解[3]，不能满足精确计算的需要。若精确计算，需要

根据几何关系和运动特点，以及力学分析，建立新的精确解模型。 
文献3以若干个相关角度的三角函数形式给出了悬点运动加速度的精确计算

公式，但没有给出悬点运动的位移和速度计算公式；文献[4]虽然给出了悬点运

动的位移、速度和加速度的精确计算公式，但整个推证过程和结果表达式繁杂，

应用不便，两者都需要改进 [5]。 
3.2 模型建立 
3.2.1 数据处理与分析 

由附录4中给出的数据可以得到抽油机四连杆机构的几何关系，由附件1的数

据，可以得到冲程冲次等基本参数。 
根据这些数据建立方程，得到A点位移函数，求导得到速度函数，再对速度

函数求导，得到加速度函数。E点运动规律和A点运动规律相同。 
3.2.2 简化为简谐运动时的悬点运动规律 
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图 3.1 抽油机四连杆机构简图 
游梁和连杆的连接点B的运动可看作简谐运动，其机构简图如图3.1所示。即

认为B点的运动规律和D点做圆周运动时在垂直中心线上的投影(C点)的运动规

律相同。 
Step1：悬点位移函数 
B点经过时间t(曲柄转过φ角)时位移𝑆 为： 

𝑆  r(1 − cos𝜙)  r(1 − cos𝜔𝑡) (3.1) 
式中  ——曲柄转角，r d； 

 ——曲柄角速度，r d/s； 
 t ——时间，s。 

以下死点为坐标零点，向上为坐标正方向，则E的位移𝑆 为： 

𝑆  
𝑎

b
𝑆  

𝑎

𝑏
𝑟(1 − cos𝜔𝑡) (3.2) 

Step2：悬点速度函数 

𝑣  
d𝑆 

𝑑t
 

𝑎

b
𝜔𝑟 sin 𝜔𝑡 (3.3) 

Step3：悬点加速度函数 

𝑎E  
𝑑𝑣E 

dt
 

𝑎

𝑏
𝜔2𝑟 cos𝜔𝑡 (3.4) 

3.2.3 简化为曲柄滑块机构时的悬点运动规律 
曲柄滑块机构模型把B点绕游梁支点的弧线运动近似地看为直线运动。 
  Step1：悬点位移函数： 

𝑆𝐴  r(1 − cos𝜙 +
𝜆

 
sin2𝜙)

𝑎

𝑏
 (3.5) 

Step2：悬点速度函数 

𝑣𝐴  
d𝑆𝐴

𝑑t
  r(sin 𝜙 +

𝜆

 
sin 𝜙)

𝑎

𝑏
 (3.6) 

Step3：悬点加速度函数 

𝑎𝐴  
𝑑𝑣𝐴

𝑑𝑡
  2r(cos𝜙 + 𝜆 cos 𝜙)

𝑎

𝑏
 (3.7) 

 

B 

O 
A 

D 

E 

φ 
 O
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图3.2 曲柄滑块机构运动简图 
3.2.4 精确模型求解时的悬点运动规律 

 
图3.3 游梁式抽油机示意图 

Step1：游梁摆动模型方程的建立 
游梁式抽油机结构图如图4所示。 
θ为任意时刻游梁摆角，即游梁后臂与Y方向的夹角； 
𝜃 为游梁初始摆角，即t   时游梁与Y方向的夹角； 
 为任意时刻J与-Y方向的夹角； 



- 9 - 

 

 为曲柄转角，它等于角速度ω与时间t的乘积，即   t ； 
𝑆 为任意时刻悬点位移； 
 “悬点”E的运动过程：t=0时刻，曲柄滑块D位于上顶点(   )，AB平行于

水平面，E对应坐标原点(称为E的下死点)，E的位移为0；D运动到下顶点(   )
时，E的位移到达最大(称为E的上死点)；D接着运动到上顶点(    )时，E又回

到位移为0的位置，完成一个周期(即一个冲程)。前臂AO=4315 mm ，后臂

BO=2495 mm，连杆BD=3675 mm，曲柄半径O’D=R=950 mm。 
假定曲柄由12点钟位置开始沿顺时针方向做匀速圆周运动。在    中,根据

余弦定理： 

𝐿2  𝑏2 + 𝐽2 −  𝑏𝐽 cos( − (θ + ψ)) (3.8) 

其中， 

𝐿2  𝑏2 + 𝐽2 −  𝑏𝐽 cos( − (θ + ψ)) (3.9) 

ψ  t n−1(
I + r cos 

H − G − rcos 
) (3.10) 

由公式(3.1)得 

θ   − cos−1(
𝑏2 + 𝐽2 − 𝐿2

 bJ
)− ψ (3.11) 

公式(3.11)即游梁摆动方程。J和ψ都是 的函数，因此θ也只是 的函数，所

以很容易求解。 
Step2:悬点运动方程的建立与求解 
对于任意时刻，游梁的角位移      θ  θ − 𝜃                    (3.12) 
游梁绕支点 摆动时因其前后臂的角位移相等，故任意时刻悬点位移𝑆 为 

     𝑆  𝑎(θ − 𝜃 ) (3.
13) 

  等式(3.13)即为任意时刻悬点位移表达式。由于对于某一给定型号的抽油

机𝜃 是一常数，因此𝑆 只是 的函数。给定 值，便可计算出悬点位移𝑆 [5]。 
由附录4可以得到: 
前臂a=AO=4315 mm ，后臂b=BO=2495 mm，连杆L=BD=3675 mm，曲

柄半径O’D=r=950 mm。 
由附件1可以得到： 
冲次n      r/min ,冲程s  3   m。 
由图1中，   时的情况，我们可以得到H − G、I的值。 

 为曲柄转角，等于角速度ω与时间t的乘积，即   t 。其中角速度  
2 n

  
。 

由已知数据应用等式(3.8)-(3.13)，采用matlab编程，计算出不同时刻的 值和

悬点位移𝑆 ，并画出相应的曲线。 
Step3：悬点移动速度方程的建立与求解 
将等式(11)两边同时对时间t求导数，得到游梁摆动的角速度𝜃  

𝜃  
J + cos(θ+ ψ)

𝑏𝐽 sin(θ + ψ)
𝐽 − 𝜓  (3.14) 

式中𝐽  和𝜓  分别是J和ψ对时间的导数，分别由式(3.9)和式(3.10)求得为 
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𝐽   r sin(𝜙 + 𝜓) (3.15) 

𝜓  
 r

J
cos(𝜃 + 𝜓) (3.16) 

将(3.15)和(3.16)代到(3.14)中，整理得到 

𝜃  
𝜔𝑟[𝐽sin(𝜃 + 𝜓) + bsin(𝜙 − 𝜃)]

𝑏𝐽sin(𝜃 + 𝜓)
 (3.17) 

由几何关系不难求出 
J sin(𝜃 + 𝜓)  K sin(𝜙 + 𝜙 ) (3.18) 

其中K与𝜙 的计算式为 

K  √𝐼2 + (H − G)2 𝜙  t n−1
1

𝐻 − 𝐺
 

将等式(3.18)带入等式(3.17)中，得 

𝜃  
𝜔𝑟[𝐾sin(𝜙 + 𝜙 ) + b sin(𝜙 − 𝜃)]

𝑏𝐽sin(𝜃 + 𝜓)
 (3.1

9) 
游梁绕支点O摆动时因其前后臂的角速度相等，故任意时刻悬点的速度𝑉 为 

𝑉   𝑎𝜃  
𝑎𝜔𝑟[𝐾 sin(𝜙 + 𝜙 ) + 𝑏sin(𝜙 − 𝜃)]

𝑏𝐽 sin(𝜃 + 𝜓)
 (3.20) 

Step4：悬点运动加速度方程的建立 
将等式(3.19)两边同时对t求导，整理得任意时刻游梁摆动的角速度𝜃  为 

𝜃   
𝜔2𝑟[𝐾 sin(𝜙 + 𝜙 ) + bsin(𝜙 − 𝜃)] −  𝑏𝜔𝑟𝜃 cos(𝜙 + 𝜃) − 𝜃 2 cos(𝜃 + 𝜓)

𝑏𝐽 sin(𝜃 + 𝜓)
 

(3.21) 
游梁绕支点O摆动时因前后臂的角加速度相等，故任意时刻悬点加速度𝑊 为 

𝑊  𝑎𝜃  

 𝑎
𝜔2𝑟[𝐾sin(𝜙 + 𝜙 ) + bsin(𝜙 − 𝜃)] −  𝑏𝜔𝑟𝜃 cos(𝜙 + 𝜃) − 𝜃 2 cos(𝜃 + 𝜓)

𝑏𝐽 sin(𝜃 + 𝜓)
 

(3.22) 
式(3.12)、式(3.19)和式(3.14)反映了游梁摆角的变化规律，式(3.13)、式(3.20)

和式(3.22)是悬点运动的位移、速度和加速度计算公式。对于一定型号的抽油机，

其几何尺寸(𝑎, b,L, H, G,r)是已知的，给定曲柄旋转的角速度 或转速，应用以上

公式便可计算各运动参数。 
上述结果是在曲柄背向驴头旋转的条件下得出的，但对于曲柄面向驴头旋转

的抽油机，只要将 换成  −  即可；而对于前置式游梁抽油机，则用整个游梁

的长度代替𝑎值，结果仍然正确；对于研究其它具有四连杆机构的运动规律，也

可供参考。 
3.3 模型求解与计算结果 

对三种模型采用matlab编程求解，得到位移函数、速度函数、加速度函数曲

线。横坐标为曲柄转角φ，纵坐标分别为位移、速度、加速度。 
(1) 三个模型的位移曲线 
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图3.4 精确模型、简谐运动、曲柄滑块的位移曲线 

(2) 三个模型的速度曲线 

 
图3.5 精确模型、简谐运动、曲柄滑块的速度曲线 
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(3) 三个模型的加速度曲线 

 
图3.6 精确模型、简谐运动、曲柄滑块的加速度曲线 

 
 (4) 三个模型的悬点位移曲线与实际数据悬点位移曲线的对比 

 
图3.7 精确模型、简谐运动、曲柄滑块三个模型的位移、实际位移对比 
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由以上四幅图，可以得到： 
○1 精确模型、简谐运动、曲柄滑块三个模型其位移、速度、加速度公式及随

 角的变化曲线进行比较后发现，尽管同一角度下的数值不同，但其变化趋势是

相似的。 
○2 精确模型、简谐运动、曲柄滑块三个模型的位移函数、速度函数差别不大，

而加速度函数差别很大。 
○3 三个模型计算得到的位移与实际位移有一定的误差，比实际位移大。分析

可知，造成这种现象的原因是实际情况下，由于作用在柱塞上的液柱载荷在在上、
下冲程中交替地分别由油管转移到抽油杆柱和由抽油杆柱转移到油管，从而引起

杆柱和管柱交替的增载和减载，使杆柱和管柱发生交替的伸长和缩短，使悬点的

位移变小。 
3.4 模型评价与推广 

简谐运动模型将B点的运动看作简谐运动，认为𝑟
 ⁄   及𝑟

𝑏⁄   ，即认为曲

柄半径r比连杆长度和游梁后臂小很多。而实际抽油机的𝑟
 ⁄ 值是不可忽略的，特

别是冲程长度较大时，忽略后会引起很大的误差。 
曲柄滑块机构模型把B点绕游梁支点的弧线运动近似地看为直线运动，取r

与l的比值 为有限值，即  𝑟
 ⁄  1/ 。 

  在一般工程应用中，可以采用简化模型，但在做精确的分析计算和抽油机

结构设计时，则必须按照四连杆机构来研究抽油机的实际运动规律。精确模型根

据游梁式抽油机四连杆机构的几何关系和运动特点，通过建立游梁摆动方程，得

出游梁式抽油机悬点运动参数。适用范围广泛。 

4 问题二模型的建立与求解 
4.1 问题分析 

问题二要求使用 Gibbs 模型，给出由悬点示功图转化为泵功图的详细计算过

程，包括：原始数据的处理、边界条件、初始条件、求解算法。并利用附件中的

数据分别计算出两口油井的泵功图数据；分别绘制出两油井的悬点示功图和泵功

图。 
“泵”是由柱塞、游动阀、固定阀、部分油管等几个部件构成的抽象概念(见

图 4.1)，泵中柱塞处的示功图称为泵功图。因为受到诸多因素的影响，在同一时

刻 t，悬点处的受力(荷载)与柱塞的受力是不相同的；同样，在同一时刻 t，悬点

处的相对位移与柱塞的相对位移也不相同。因此悬点示功图与泵功图是不同的。

示功图包含了很多信息，其中就有有效冲程，泵的有效冲程是指泵中柱塞在一个

运动周期内真正实现从出油口排油的那段冲程。工程上一般根据示功图形状与理

论示功图进行对比来判断抽油机工作状态。 
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图 4.1 有杆泵抽油系统原理图 

通过悬点示功图可以初步诊断该井的工作状况，如产量、气体影响、阀门漏

液、沙堵等等。要精确诊断油井的工作状况，最好采用泵功图。然而，泵在地下

深处，使用仪器测试其示功数据实现困难大、成本高。因此，通过数学建模，把

悬点示功图转化为杆上任意点的示功图(统称为地下示功图)并最终确定泵功图，

以准确诊断该井的工作状况，是一个很有价值的实际问题。 
1966 年，Gibbs 给出了悬点示功图转化为地下示功图的模型[6]，[7]，由于

受计算机速度的限制，直到近些年才得以被重新重视。 
4.2 假设条件 

(l)位移u(x, t)的方向以向上为正,载荷不 0 的方向以向上为正,抽油杆柱的位

置 x沿杆向下为正； 
(2)杆柱在垂直井中工作，抽油杆柱不与油管发生摩擦或摩擦载荷不计； 
(3)油管内充满液体,且液体密度均匀； 

(4)以悬点运动的下死点为运动起始点，抽油杆柱上任意截面的运动，记为
u(x, t)，可分解为两部分:(l)该截面随着悬点的上下运动,记为:u (t)；(2)该截面

相对于悬点的弹性位移，记为:u1(x, t)。 
4.3 模型的建立 
4.3.1 Gibbs方程的建立 

抽油杆柱的一段截取示意图如图 4.2 所示.这里假设以悬点为原点，沿井深

方向为位移方向，沿杆柱纵向截取一点 x 和另一点x +  x,其间有一段长度为 L
的的接箍。抽油杆柱密度均匀为 p，截面积恒为 A，凡为微元所受阻尼，其方

向与位移方向相反，𝐹b为微元在 x处的张力，F𝑡为微元在x +  x处的张力。 

 

油管压力 

套管压力 

动液面 

套管 

抽油杆 

 
油管 

固定阀 

游动阀 

油层 

地面 

柱塞 

出油口 
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图 4.2 抽油杆柱微元受力示意图 

根据牛顿第二定律((∑𝐹  m𝑎)有： 

𝐹b − 𝐹𝑡 − 𝐹𝑑  ρAL
∂2𝑢

𝜕𝑡2
 (4.1) 

节点 x和x +  x处的张力可表示为： 
𝐹𝑏  𝜍x+ x𝐴 (4.2) 
𝐹𝑡  𝜍𝑥𝐴 (4.3) 

根据胡克定律，𝜍𝑥和𝜍x+ x可表示为; 

𝜍𝑥  𝐸 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
|𝑥 

(4.4) 

𝜍x+ x  𝐸  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
|x+ x 

(4.5) 

 
其中，𝜍x+ x在x +  x处的应变泰勒公式表示为： 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|x+ x  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|𝑥 +

∂2𝑢

𝜕𝑥2
|𝑥 + ⋯ 

(4.6) 

微元受到的阻尼为： 

𝐹𝑑  cm
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 cρAL

𝜕𝑢

𝜕𝑡
 

(4.7) 

将式(4.1)-(4.3)带入，即可得到波动方程： 
∂2𝑢

𝜕𝑡2
 𝑎2

∂2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑐

𝜕𝑢

𝜕𝑡
 

(4.8) 

4.3.2 边界条件 
边界条件是将悬点动载荷函数 (t)及光杆位移函数U(t)展开成的傅里叶级

数： 

 (t)  
𝜍 

 
+ ∑(𝜍𝑛 cos𝑛𝜔𝑡 + 𝜏𝑛 sin 𝑛𝜔𝑡)

𝑛

𝑛=1

   (4.9) 

U(t)  
𝜈 

 
+ ∑(𝜈𝑛 cos𝑛𝜔𝑡 + 𝛿𝑛 sin 𝑛𝜔𝑡)

𝑛

𝑛=1

  (4.10) 
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以上二式中的 4 个傅里叶系数由实测的 (t)和U(t)曲线数值积分求得，下

面以𝜍𝑛为例。 

首先将 (t)和U(t)离散化，采样点数为 160，等时采样之后，令θ   t，T  
2 

ω
，

dt  
𝑑θ

𝜔
，可得到： 

𝜍𝑛  
1

𝜋
∫ 𝐷(θ)cos 𝑛θ

2𝜋

 

dt   (n   ,1, ⋯，𝑛̅) (4.11) 

考虑到θ是离散变量： 

θ  
 𝜋𝜌

𝑘
          ρ  1, ,⋯ , k (4.12) 

 (
 𝜋𝜌

𝑘
)  𝐷𝑝 (4.13) 

采用梯形法则进行数值积分，合并同类项得到： 
𝜍𝑛

                              (4.14) 
由函数的周期性可得：𝐷  𝐷𝑘，cos  cos 𝑛𝜋，因此： 
 

𝜍𝑛  
 

𝑘
∑ 𝐷𝜌 cos(

 𝑛 

𝑘
𝜌)  

𝑘

𝜌=1

(n   ,1, ⋯，𝑛̅) (4.15) 

 
同理，可求得其他三个傅氏系数： 

𝜏𝑛  
 

𝑘
∑ 𝐷𝜌 sin (

 𝑛 

𝑘
𝜌)    (n   ,1, ⋯，𝑛̅)

𝑘

𝜌=1

 (4.16) 

𝜈𝑛  
 

𝑘
∑ 𝑈𝜌 cos(

 𝑛 

𝑘
𝜌)    

𝑘

𝜌=1

(n   ,1, ⋯，𝑛̅) (4.17) 

𝛿𝑛  
 

𝑘
∑ 𝑈𝜌 sin (

 𝑛 

𝑘
𝜌)    (n   ,1, ⋯，𝑛̅) 

𝑘

𝜌=1

 (4.18) 

以上各式中： 
Θ——曲柄转角； 
 ——曲柄角速度； 
T——抽汲周期； 
n̅——傅氏级数所取项数，本文取 10； 
k——  周期内等分的份数,即离散化的采样点数,取 140 至 200 即可； 
ρ——从 O 到 k 各点序号。 

4.3.3 初始条件 
系统在启动前,抽油杆柱从驴头上自由悬挂于充满液体的油管中，并且驴头
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从下死点开始向上运动，则模型的初始条件为： 

{

𝑢(𝑥, 𝑡)|( ≤x≤L,t= )   

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
|( ≤x≤L,t= )   

 

4.3.4 原始数据处理 
用插值法处理原始数据，由Gibbs波动方程可知，取 10个点即可满足要求，

得到的值已与结果十分接近。 
4.3.5 求解算法 

以式(4.9)和(4.10)为边界条件，用分离变量法求解方程(4.8)就可得出抽油杆

任意深度 x断面的位移随 时间的变化。求解步骤如下： 
首先令U(x, t)  X(x)T(t)，X(x)和T(t)分别为仅含 x和 t 的函数，将其带入

波动方程并整理可得： 
𝑇   (t)

𝑎2𝑇(𝑡)
+

𝐶𝑇  (𝑡)

𝑎2𝑇(𝑡)
 

𝑋  (x)

𝑋(𝑥)
 (4.19) 

上式每一侧仅含有一个独立变量，因而他等于一个常数，令其为𝜆𝑛
2，带入

(4.19)并将其分离成两个常微分方程： 

{
𝑇   (t) + 𝐶𝑇  (𝑡) + 𝜆𝑛

2 𝑎2𝑇(𝑡)   

𝑋  (x)+ 𝜆𝑛
2 𝑋(𝑥)   

 (4.20) 

方程组(4.20)中(1)式之中的周期解为: 𝑇(𝑡)  𝑒 𝑛𝜔𝑡 ,带入方程组第一个等式

可得方程(4.19)的特解𝜆𝑛： 

𝜆𝑛  −𝛼𝑛 + i𝛽𝑛  (4.21) 
式中𝛼𝑛和𝛽𝑛为实数，其值为： 

𝛼𝑛  
nw

𝑎√ 
√1 + √1 + (

𝑐

𝑛𝑤
)2 (4.22) 

𝛽𝑛  
nw

𝑎√ 
√−1 + √1 + (

𝑐

𝑛𝑤
)2 (4.23) 

当n   时，𝜆   ，方程组(4.20)变为： 

{
𝑇   (t) + 𝐶𝑇  (𝑡)   

𝑋  (x)   
 (4.24) 

其解为： 

{
𝑇(𝑡)  ξ

X(x)  ζ + ηx
 (4.25) 

方程组(4.20)中第二个等式解为谐波方程： 
X(x)  𝜙𝑛  sin𝜆𝑛𝑥 + 𝜃𝑛 cos𝜆𝑛𝑥 (4.26) 

综合以上各式，求出方程(4.19)的解为： 

U(x, t)  ξ(ζ + ηx) + ∑(𝜙𝑛  sin𝜆𝑛𝑥 + 𝜃𝑛 cos𝜆𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

𝑒 𝑛𝜔𝑡  (4.27) 

再经过变换可得到 Gibbs 方式的解析解为： 

U(x, t)  
𝜍 

 𝐸𝐴𝑟

+
𝜈 

 
+ (4.28) 
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由胡克定律，抽油杆柱任意深度 x断面上的动载荷随时间的变化为 

F(x, t)  E𝐴𝑟

𝜕𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
∑(𝑂𝑛(x)cos𝑛𝜔𝑡 + 𝑃𝑛(𝑥) sin 𝑛𝜔𝑡)

𝑛

𝑛=1

 
(4.29) 

即： 

F(x, t)  
𝛿 

 
+ E𝐴𝑟 ∑(𝑂𝑛

 (x)cos𝑛𝜔𝑡 + 𝑃𝑛
 (𝑥)sin 𝑛𝜔𝑡)

𝑛

𝑛=1

 (4.30) 

式中，E为钢杆弹性模量，𝐴𝑟为抽油杆柱的截面积；𝜔为曲柄的角速度。 
张琪等人 1984 年提出了用摩擦功确立的粘滞阻尼系数公式： 

C  
 𝜋𝜇

𝜌𝑟𝐴𝑟

{
1

ln 𝑚
+

 

𝐵2

(𝐵1 + 1) [𝐵1 +
 

(𝜔𝐿 𝑎⁄ )/sin(𝜔𝐿 𝑎⁄ ) + cos(𝜔𝐿 𝑎⁄ )
]} (4.31) 

式中：m  𝐷𝑡 𝐷𝑟⁄ ，𝐵1  
𝑚2−1

2 ln 𝑚
− 1，𝐵2  𝑚4 − 1 −

(𝑚2−1)2

ln 𝑚
 

𝐷𝑡、𝐷𝑟——油管内径、抽油杆直径，mm； 
𝐴𝑟——抽油杆截面积，𝑚2； 
μ——液体粘度，P ∙ s； 
L——抽油杆长度，m； 
𝜌𝑟——抽油杆密度，𝐾g 𝑚3⁄ 。 
在油田实际生产过程中，一般采用多级杆，所以对抽油杆住的动载荷需要

分级计算，逐级消除抽油杆住动载荷。首先计算第一级杆杆柱末端载荷和位移；

然后以第一级杆柱末端为第二级初始及边界条件，划分第二级抽油杆，再计算

其末端载荷和位移。以此类推，直到求出最后一级末端的载荷和位移，得出最

终的泵功图。 
根据力的连续性原理，计算第二级杆柱载荷与位移所需要的傅里叶系数与

计算第一级杆柱的系数的关系如下： 
𝜍 2  𝜍  

σ𝑛2  E𝐴𝑟𝑂𝑛
  

𝜏𝑛2  E𝐴𝑟𝑃𝑛
  

𝜈 2  
𝜍 

E𝐴𝑟

𝐿1 + 𝜈  

𝜈𝑛2  𝑂𝑛(x) 
𝛿𝑛2  𝑃𝑛(𝑥) 

4.4 模型的计算与流程求解 
计算流程如图 4.3 所示，计算步骤如下： 
（1） 取得光杆载荷、位移与时间的函数，即 (t)和U(t)。方法为将地面

示功图数字化，或使用数字式动力仪[8]。 
（2） 利用公式计算粘滞阻力系数 C。 

（3） 根据 (t)和U(t)计算四个傅里叶系数𝜍𝑛、𝜏𝑛、 𝑛、𝛿𝑛。 

由于实际工作中 (t)和U(t)是经过数字动力仪测得的曲线的数值形式，所

以四个傅里叶系数可由 (t)和U(t)数值积分求得。 
（4） 计算特殊系数和函数。 

系数包括𝛼𝑛、𝛽𝑛、 𝑛、𝜇𝑛，函数包括𝑂𝑛(𝑥)、𝑂𝑛
 (x)、𝑃𝑛

 (𝑥)、𝑃𝑛(𝑥)。 
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（5） 判定是否为最后一级杆柱，如果不是则根据力的连续性原理，进行

第二级杆的计算，重复步骤(2)、(3)、(4)。 
（6） 如果是最后一级，计算出杆柱末端的动载荷函数F(x, t)和位移函数

U(x, t)，即可得到井下示功图。 

 
图 4.3 计算井下示功图流程图 

 

使用 Matlab 软件编程进行计算。 
根据附件一的数据计算一级杆的泵功图，编程得图形如图 4.4： 
根据附件二的数据计算多级杆的泵功图，编程得图形如图 4.5： 

图 4.4 中上方曲线为地面示功图，下方曲线为转换后泵功图，可以看出转

换之后的示功图曲线比地面示功图曲线更光滑，而且没有大的波动。说明吉布

斯模型在计算泵功图的过程中，消除了一些动载荷的影响。 
图 4.5 中，地下泵功图曲线有明显的毛刺，但是从整体上看，比地面示功

图的波动要小，进一步说明吉布斯模型能消除部分动载荷的影响，但是模型并

未详细考两种不同内径抽油杆在连接处的载荷变化，因此，多级杆泵功图曲线

局部毛刺较多。 
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图 4.4 一级杆地面示功图和泵功图 

 
图 4.5 多级杆地面示功图和泵功图 

 



- 21 - 

 

4.5 模型的评价与推广 
本文先建立了描述抽油杆纵向弹性振动的数学模型，即 GibbS 波动方程，

然后利用分离变量法求解该方程，将地面示功图转化为泵功图。 
本题在计算阻尼系数 c 时用 GibbS 提出的第二种方法， 

c  
𝜋𝑎γ

 𝐿
 

γ  
    × 1 −2𝐿(𝑃𝑅𝑕𝑝 − 𝐻𝑕𝑝)𝑇2

(𝐴1𝑥1 + 𝐴2𝑥2 + ⋯ + 𝐴𝑛𝑥1𝑛)𝑆
2

 

上式涉及的未知参数用美国石油工程学会推荐的有杆抽油系统设计计算方

法求得。 
采用的 GibbS 波动方程仅考虑了抽油杆柱的振动、惯性载荷，忽略了液柱

的振动载荷，所以求出的泵功图与实测泵功图相比存在一定误差[9]。但是此误
差不是很大，且二维和三维的数学模型计算复杂、难以实现，所以本系统采用

的求解泵功图方法可以满足油田实际生产需要。 

5 问题三(1)模型的建立与编程求解 
5.1 问题分析 

问题三(1)要求建立 2 个不同的由泵功图估计油井产量的模型，其中至少一

个要利用“有效冲程”；并利用附件 1 和附件 2 的数据分别估算两口油井一天(24

小时)的产液量。 
在问题二中，应用 Gibbs 模型将悬点示功图转化为本题所需的泵功图。功

图能真实地反映泵的工作状态，解析好功图，就能顺利地求出油井的产液量。

在功图处理过程中，由人工的拉线绘制发展到计算机数学处理，功图的解析越

来越细化和量化；求解产液量也由功图面积求产发展到功图的有效冲程求产。

但在实际的油井生产过程中，不但要考虑井身结构、油质粘度等对泵功图求解

的影响，还要考虑泵充满程度、阀尔漏失、冲程损失、油井含气等因素对液量

计算的影响。二者兼顾才能准确的计算出油井的产液量，真实描述泵的工作状

态[10]。 
查阅文献得到，常用的“功图量油”方法主要有 5 种：拉线法、面积法、液

量迭代法、有效冲程法和综合诊断法。“拉线法”只适合供液较好、粘度较低、

惯性力和动载阻尼较小的油井。“面积法”在液量计算上采用面积相比仍然存在

局限性，与“拉线法”计算的产液量相似。“液量迭代法”采用迭代循环处理，得

到的液量越来越准确；但在功图处理上仍然采用人工拉线处理，虽然得到较大

提高，但针对特殊井况，如上碰泵、下碰泵、双阀尔漏失、游动法尔关闭迟缓

等，有一定局限性。“有效冲程法”采用数学方法准确求解，通过泵功图确定活
塞的有效位移，也考虑了气体和供液不足对液量造成的影响，但在液量精度上

不及“液量迭代法”。“综合诊断法”是依据游梁机-深井泵工作状态与油井产液量

变化关系，把有杆泵抽油系统视为一个复杂的振动系统，该系统在一定的边界

条件和一定的初始条件下，对外部激励(地面功图)产生响应(泵功图)。然后对泵

功图进行分析，确定泵的有效冲程、泵漏失、充满程度、气影响等，计算井下

泵排量，进而求出地面折算有效排量。 
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针对本题，选用“有效冲程法”作为模型一，通过分析泵功图计算产油量；

将“有效冲程法”得到的柱塞有效冲程引入“液量迭代法”中，得到改进的液量迭

代法，作为模型二计算产油量。用 Matlab 编写相关程序，分别用两个模型计算

单级杆和多级杆的日产油量。 
5.2 模型一：有效冲程法 
5.2.1 功图量油原理 

通过建立油井有杆泵抽油系统的力学数学模型(波动方程)，计算出给定系统

在不同井口示功图激励下的泵功图响应，然后对此泵示功图进行定量分析，判
断游动阀、固定阀开闭点的位置，确定泵的有效冲程，充满系数，气体影响等

参数，计算泵的排液量，进而求出地面折算的有效排量。 
阀开闭点的位置与泵示功图的关系[11]：从泵的工作过程上分析，根据柱塞

上所承受的载荷的变化特性及阀的开闭点位置，可以将泵示功图分为四个阶段

(见图 5.1)。 
根据泵的工作过程可知，图 5.1 中 A、B、C、D 点依次为游动阀关闭点、

固定阀开启点、固定阀关闭点、游动阀开启点。ABC 为上冲程，CDA 为下冲

程，AB 为柱塞加载段，BC 为高载荷段(泵吸入过程)，CD 为柱塞卸载段，DA 
为低载荷段(泵排出过程)。 

柱塞加载阶段：游动阀关闭到固定阀开启，柱塞上行，柱塞上所承受的载

荷在短时间内迅速增大，但相对于泵筒的位移变化量较小。 
高载荷阶段：固定阀开启到固定阀关闭，柱塞上行，柱塞上载荷维持在一

个高的水平，同时相对于泵筒的位移变化量较大。 

 
图 5.1 泵功图与阀开闭点位置的关系 

柱塞卸载阶段：固定阀关闭到游动阀开启，柱塞下行，柱塞上所承受的载

荷在短时间内迅速减小，但相对于泵筒的位移变化量较小。 
低载荷阶段：游动阀开启到游动阀关闭，柱塞下行，柱塞上载荷维持在一

个低的水平，同时相对于泵筒的位移变化量较大。 
综合分析可得如下结论：(l)在图形特征方面：阀开闭点处泵示功图曲线曲
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率变化显著。(2)阀开闭点位于泵示功图的高、低载荷段，而高、低载荷段分别

在上、下冲程。(3)柱塞有效冲程取固定阀开、闭点位移差与游动阀阀开、闭点

位移差的较小值。 
由泵功图可得到柱塞冲程和有效排出冲程，从而可以计算出泵的排量及油

井产量。其关键是准确判定阀的开启点和闭合点，从而得到柱塞的有效冲程。

然后根据公式(5-1)计算可得泵的日产液量[12]。 
𝑄  1   × 𝑆𝑝𝑒 × 𝐴𝑝 × 𝑁 ×𝐵𝑜 (5.1) 

式中：𝑆𝑝𝑒为柱塞有效冲程，𝑚；𝐴𝑝为柱塞横截面积，𝑚2；𝑁为冲次，1/min；
𝐵𝑜为为泵排出压力条件下油管内混合物的体积系数。 

抽油泵的漏失主要有三类：阀漏失、柱塞与泵筒的间隙漏失和油管漏失。

其中阀漏失引起的体积减少在计算有效冲程时已经考虑过了，而油管漏失是一

个很难计算的量，不予考虑，现场只考虑柱塞与泵筒的间隙漏失。用有效冲程

法进行功图量油的流程图如图 5.2 所示。 

地面功图及相关生产数据

有杆抽油系统动力学模型

井下泵功图

泵功图定量处理

柱塞有效冲程，井下排量

折算井口液量
 

图 5.2 有杆抽油系统有效冲程法功图量油的计算流程 
5.2.2 有效冲程的确定方法 

(1)泵功图的处理 
①对示功图进行平滑去噪，即用平均法对数据进行处理。算法： 

𝑌  
1

3
(𝑦 −1 + 𝑦 + 𝑦 +1)(𝑖   ,3,… , 𝑁 − 1), 

𝑌1  
1

 
(𝑦1 + 𝑦2),𝑌𝑁  

1

 
(𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛) 

(5.2) 

②由于泵示功图的数值范围相差较大，将其泵示功图组的原始数据进行归

一化处理，归一化载荷比记为𝑅𝑓、行程比记为𝑅𝑠。算法： 

𝑅𝑓  𝐹𝑚𝑎𝑥 − 𝐹𝑚 𝑛 ， 𝑅𝑠  𝑆𝑚𝑎𝑥 − 𝑆𝑚 𝑛 ， f  (𝐹 − 𝑓𝑚 𝑛)/𝑅𝑓 ， s  (𝑆 −

𝑆𝑚 𝑛)/𝑅𝑠。 
③将归一化的示功图分成两段曲线，即：高载荷段和低载荷段曲线。分区

算法：计算出载荷的一半，计算出载荷一半与曲线的交点，两点的上边曲线为

高载荷段曲线，下边为低载荷段曲线。 
(2)确定阀开闭点 
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理想泵示功图上阀开闭点处曲率变化最大，且固定阀开闭点在高载荷段，

而游动阀开闭点在低载荷段。因此对预处理过的示功图的高低载荷段分别计算

各数据点的曲率变化来确定阀开闭点。算法：曲率计算模型。 
曲率计算模型[13]：泵示功图曲线上任意一点 𝑃  的曲率𝐾 根据与其相邻的

五个数据点：𝑃 (𝑠 −2, 𝑓 −2)、𝑃 (𝑠 −1, 𝑓 −1)、𝑃 (𝑠 ,𝑓 )、𝑃 (𝑠 +1, 𝑓 +1)、𝑃 (𝑠 +2, 𝑓 +2)之

间的几何关系计算(如图 5.3)。 

 
图 5.3 离散点曲率计算示意图 

则 𝑃 点的曲率为：𝐾   𝜃 /    
式中， 𝜃 为直线𝑃 −2𝑃 到直线𝑃 𝑃 +2的有向旋转角度，计算公式如下： 

 𝜃  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 ⌈
(𝑓 − 𝑓 +2)(𝑠 − 𝑠 −2) − (𝑓 − 𝑓 −2)(𝑠 − 𝑠 +2)

1 + (𝑠 − 𝑠 −2)(𝑠 − 𝑠 +2)
⌉ (5.3) 

弧长Δ  的近似计算公式如下： 
Δ   𝑃𝑖−2𝑃𝑖−1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑃𝑖−1𝑃𝑖
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑃𝑖𝑃𝑖+1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑃𝑖+1𝑃𝑖+2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ̅ (5.4) 

点 𝑃 处的曲率变化量δ𝐾 根据 𝑃 、𝑃 +1两点的曲率𝐾 、𝐾 +1由下式计算：

δ𝐾  |𝐾 +1 − 𝐾 |。 
泵示功图曲线是通过数值方法计算得到的，曲线中含有复杂的频率成分。

在实际计算中，为了降低或消除其引起的曲率变化量的波动，一般采用相邻 5 
点取平均值的方法计算中间点的曲率变化量δ𝐾 

 ，，以提高计算精度。即： 

δ𝐾 
  

𝛿𝐾 −2 + 𝛿𝐾 −1 + 𝛿𝐾 + +𝛿𝐾 +1 + +𝛿𝐾 +2

5
 (5.5) 

⑤在高低载荷段分别找出两个曲率变化最大的点，分别求出其比例位移，

较小者便是有效冲程。 
5.2.3 模型应用实例 

针对附件 1 和附件 2 给出的数据，结合问题二得到的泵功图，用 Matlab 编

程将有效冲程法量油模型程序化。经过计算，附件 1 和附件 2 用有效冲程法得

到的地面日产油量分别为：86.3115m3/d，31.6027 m3/d。图 5.4—图 5.8 为单级

杆有效冲程法算法实现图(见程序 youxiaochongcheng1.m)，同理可得多级杆有效

冲程法算法实现图(见程序 youxiaochongcheng2.m)。 
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图 5.4 单级杆实测泵功图 

 

 
图 5.5 单级杆平滑去噪处理后泵功图 
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图 5.6 单级杆归一化处理后泵功图 

 
 

 
图 5.7 单级杆高载荷段泵功图 
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图 5.8 单级杆低载荷段泵功图 

5.3 模型二：改进的液量迭代法 
基于模型一得到的柱塞有效冲程，结合液量迭代法，提出改进的液量迭代

模型，其算法流程图如图 5.9 所示。 
地面实际示功图

实际示功图的叠加

Getdata软件取特征点

根据坐标求特征线

讨论三种漏失情况

引用模型求得有效冲程

初始产量等于模型求得的产量，迭
代计算求得产液量

 
图 5.9 改进的液量迭代法算法流程图 

5.3.1 示功图的预处理 
在抽油杆和液体质量惯性力的影响下，泵挂越深，示功图的外形顺时针扭

转越厉害。因此，在处理有惯性力的示功图时，应该把理论示功图的外形叠加

在实际示功图上，再旋转一个角度，见图 5.10。线段𝑎1𝑏和𝑎𝑏1平行，它们在上、

下冲程中均分动载荷的波动值。在图 5.10 中，这些线都平行于零线。线段𝑎𝑎1和

𝑏𝑏1从两端限制了示功图的外形并垂直于线段𝑎1𝑏和𝑎𝑏1，由上述线段的交点即可

确定𝑎点和𝑏点的位置。活塞上冲程时，由示功图的边界线与线段𝑎1𝑏交点即定

出d点。活塞下冲程时，由示功图的边界线与线段𝑎𝑏，交点即定出g点。当泵筒

被液体全部充满时，g点和f点重合[14]。 
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(a)单级杆叠加示意图 

 
(b)多级杆叠加示意图 

图 5.10 理论示功图与实际示功图叠加示意图 
用 GetData 软件在叠加图上取特征点，结合几何知识，计算出特征线的长度。 

5.3.2 改进模型的求解 
取压缩气体的过程为多变过程，根据气液两相流理论，计算泵的吸入口压
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力和排出口压力，便可计算出泵的吸入因数、排出因数和充满因数。在根据文

献[15]，对泵的吸入过程和排出过程漏失因子的公式加以简化，结合模型一计

算的柱塞有效冲程，最后求出泵的现有产液量。针对泵的漏失情况，分三种情

况进行讨论。 
（1） 泵无漏失时的现有排量𝑄𝐿

 可按下式计算： 

𝑄𝐿
  1   

𝜋𝐷2

 
𝑆𝑝𝑒𝑛η (5.6) 

式中：𝐷为抽油泵的泵径，m；𝑆𝑝𝑒为活塞的冲程长度，m；𝑛为冲次，1/min；

η为泵的充满因数，可由下式计算： 

η  
𝜂𝑘 − 𝑏𝜃

1 − 𝑏𝜃
 (5.7) 

式中，η为按示功图计算的表观充满因数，表示在各种泵吸入压力下，抽汲
气液混合物时液体充满泵的程度，是根据示功图的尺寸求得的，即𝜂𝑘   g/cb ，

θ  1/m ；m为泵筒中的气体压缩多变指数，m=1.12~1.13；b  𝑝入/p出，表示

泵吸入压力与排出压力的比值。当泵受到气体的破坏和带喷的作用时，b 表示

在打开、排出凡尔的瞬间，泵筒中的气体受压缩的程度[16]。 
（2） 泵排出过程有漏失时，现有排量可按下式计算： 

𝑄𝐿
  1   

𝜋𝐷2

 
𝑆𝑝𝑛(𝜂 − 𝛼) (5.8) 

式中：𝛼为泵排出过程的漏失因数，由下式求得： 

𝛼  
(1 − 𝜁)(1 − 𝑏)

𝑡𝑎𝑑

(𝑡𝑎𝑑 + 𝑡𝑏𝑑 + 𝑡𝑏𝑔) (5.9) 

式中：𝑡𝑎𝑑、𝑡𝑏𝑑、𝑡𝑏𝑔分别表示排出过程有漏失时，示功图中𝑎𝑑、𝑏𝑑、𝑏𝑔线

段所对应的漏失时间，可由下式确定： 

𝑡𝑎𝑑  
1

𝜔
 rccos ( 𝛿𝜁− 1) (5.10) 

𝑡𝑑𝑏  
1

𝜔
 rccos (1−  𝛿𝜁) (5.11) 

𝑡𝑏𝑔  
1

𝜔
 rccos ( 𝛿𝜂𝑘 − 1) (5.12) 

式中：𝜔为曲柄的旋转角速度，  n /3 ；δ为活塞的有效冲程与光杆冲

程之比，δ  𝑆𝑝/𝑆；𝜁表示液体或气液混合物进泵时，活塞打开吸入凡尔时的行

程占总行程的百分数，𝜁  𝑑𝑏/𝑐𝑏。 
（3） 泵吸入过程有漏失时，现有排量可按下式计算： 

𝑄𝐿
  1   

𝜋𝐷2

 
𝑆𝑝𝑛(𝜂 − 𝛽) (5.13) 

式中𝛽为泵吸入过程的漏失因数，由下式求得： 

β  
(ζ − 1)(1 − b)

𝑡𝑔𝑎

(𝑡𝑏𝑔 +  𝑡𝑎𝑔 + 𝑡𝑎𝑐) (5.14) 
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式中：𝑡𝑏𝑔、𝑡𝑎𝑔、𝑡𝑎𝑐分别表示吸入过程有漏失时，示功图中𝑏𝑔、𝑎𝑔、𝑎𝑐线

段所对应的漏失时间，可由下式确定： 

𝑡𝑏𝑔  
1

𝜔
 rccos ( 𝛿𝜂𝑘 − 1) (5.15) 

𝑡𝑔𝑎  
1

𝜔
 rccos(1−  𝛿𝜂𝑘) (5.16) 

𝑡𝑎𝑐  
1

𝜔
 rccos ( 𝛿𝜁 − 1) (5.17) 

若|𝑄𝐿 − 𝑄𝐿
 |/𝑄𝐿 ≤ 𝐸 (𝐸为所要求的精度)，则𝑄𝐿

 即为计算产液量，否则可用

𝑄𝐿
 代替𝑄𝐿重新计算，直到满足所要求的精度为止。 

5.3.3 模型应用实例 
针对附件 1 和附件 2 给出的数据，结合问题二得到的泵功图，用 Matlab 编

程将改进的液量迭代法量油模型程序化。经过计算，在相对误差为 5%时，附件

1和附件 2用液量迭代法得到的地面日产油量分别为：89.7784m3/d，25.7963 m3/d。
单级杆液量迭代法算法见程序 gaijinyeliang1.m，多级杆液量迭代法算法见程序

gaijinyeliang2.m。 
由于改进的液量迭代法是有效冲程法和传统液量迭代法的结合，因此理论

上应用改进的液量迭代法得到的产液量更接近于实际数据。 

6 问题三(2)模型的建立与编程求解 
6.1 问题分析 

问题三(2)要求建立模型或算法，有计算机自动判别泵功图数据是否属于泵

内有气体的情况，并对附件一、二给出的数据进行计算机诊断是否属于泵内充

气这种情况。 
在第二问中，根据地面示功图用 Gibbs 方法计算得到了泵功图。泵功图用

途广泛，根据泵功图可以计算出有效冲程、泵漏失、泵充满程度、油井产量等

一系列参数，这些参数的计算对油田生产有着极其重要的作用。因此，泵功图
的求解非常有必要。目前，油田故障诊断的方法是首先获得地面示功图，然后

由技术人员根据自己的经验和油井的具体工况参数，推算出泵功图，并与井下

标准泵功图进行图像特征的比较，从而识别其故障[17]。依靠经验的人为主观

判断，会增大误诊的风险，这就需要提出一种合理有效的方法来提高诊断的准

确性，这对提高有杆抽油系统的可靠性、避免井下作业的盲目性及提高石油产
量具有重要的现实意义。随着人工神经网络，SVM 等技术的不断成熟，自动

解决泵功图工况识别问题有了更多的工具和平台。 
对本问题求解需要找出气体影响的判定条件，并用方程或函数关系式表示，

根据函数关系和条件，编写计算机程序进行自动诊断。 
6.2 思路分析与模型建立 
6.2.1 思路分析 

本文引入一种新的计算判定抽油机泵故障的方法。首先对泵功图进行预处

理，并提取泵功图的直观几何特征。计算泵功图的面积，将其分为三类，即面

积基本正常、面积部分缺失和面积严重缺失。然后计算四个区域面积，根据各

区域面积的缺失程度再对故障进行分类，最后采取不同的故障规则来匹配。则

这样，经过逐步分析，就能推断出故障的类型，得出结论。根据本思路列方程
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及其边界条件，利用 Microsoft Visual Basic 6.0 编程计算，并根据判定条件进行

自动诊断，本程序可以诊断出基本正常、严重漏失、供液不足和气体影响等情

况，使用简单方便。 
6.2.2 故障特征知识 

由于井下工况复杂多样，泵示功图表现出多种形状特征。典型泵示功图是

指某一因素影响十分明显，其形状代表该因素影响下的基本特征。虽然实际情

况中有多种因素在影响示功图的形状，但是总有其主要因素[18]。因此，示功

图的形状也是反映着主要因素影响下的特征，如图 6.1 所示。 
图 6.1(l)——(5)分别对应自喷、固定阀卡死、泵筒内壁严重磨损、抽油杆断

脱、气锁的情况；图 6.1(6)、(8)对应抽油泵充不满的情况；图 6.1(7)是泵内气体

影响下的示功图；图 6.1(9)对应柱塞脱出泵筒的情况；图 6.1(10)、(11)分别对应

固定阀、游动阀漏失的情况；图 6.1(12)对应系统磨阻过大的情况；图 6.1(13)
对应泵筒弯曲的情况；图 6.1(14)、(15)对应上碰泵、下碰泵的情况；图 6.1(l6)
对应卡泵情况；图 6.1(17)、(18)分别对应正常工况下油管不锚定、锚定的情况

[26]。 
本文分析了大量基于油田技术人员多年经验的故障示功图，从新的角度出

发，提取井下示功图的特征[27]，得到泵功图气体的影响的结果：𝑆3𝑎𝑟𝑒𝑎 →   ； 
𝐹max > 𝐹stdmax  。井下泵功图气体影响的图示如图 6.2。 

式中𝑆3𝑎𝑟𝑒𝑎 ——泵功图第三部分面积； 
    𝑆std𝑎𝑟𝑒𝑎 ——标准泵功图第三部分的面积； 
    𝐹max——在一个冲次内的最大载荷； 
    𝐹stdmax ——标准泵功图最小载荷。 

 
图 6.1 典型泵示功图 
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位移

载荷
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图 6.2 理论泵内充气泵功图形状及划分 

 
6.2.3 泵功图的预处理 

现场获得的泵功图往往规格不一至，曲线可能由某些原因导致不连续。对

泵功图进行预处理的流程如图 6.3 所示[28]。 

 
图 6.3 泵功图预处理工作流程 

 
首先要进行线膨胀，保证泵功图的连通性，再进行线细化处理，从而获得

单位宽度的中心骨架。对细化处理的一般要求是：保证细化后曲线的连通性；

保留原图的细节特征；细化结果是原曲线的中心线；保留曲线的端点；保证交

叉部分中心线不畸变。细化后的图像局部会存在噪声，需要进行去毛刺处理。

泵功图预处理的过程如图 6.4 所示。经处理，图像变为单像素二值图像，可以

直接提取特征与标准特征图像进行对比判断[19]。 
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图 6.4 扫描获得的图像预处理过程 

6.2.4 泵功图的预处理 
图 6.4 所示的封闭曲线为一幅泵功图。直观上，希望获得的几何特征有泵

功图所围面积、封闭曲线周长、封闭曲线与图像边缘围成的 4 个角的面积，以
及封闭曲线的质心。面积 S 可用图像中的区域面积 S 表征， 即可以用同一标

记的区域内像素的个数总和来表示。图 6.3(d) 中区域面积可以通过纵向扫描图

像，累加同一标记像素得到。 
周长 L： 区域周长 L 是用区域中相邻边缘点间距离之和来表示。采用不

同的距离公式，关于周长 L 的计算有很多方法。如果填充好的泵功图用 4 连
接邻域确定边界[20]，那么周长就等于边界中的像素数量和减 1。 

封闭曲线与图像边缘围成的  4 个角的面积 𝐴𝐿𝑈、𝐴𝐿𝐷、𝐴𝑅𝑈、𝐴𝑅𝐷 ：

𝐴𝐿𝑈、𝐴𝐿𝐷、𝐴𝑅𝑈、𝐴𝑅𝐷的位置如图 6.4 所示，均可采用统计各个区域像素的方

法获得。 

封闭曲线的质心(𝑋 、𝑌 )： 

𝑋  𝑓𝑖𝑥 (
∑𝑚 𝑥 

∑𝑚 

)，𝑌  𝑓𝑖𝑥(
∑𝑚 𝑦 

∑𝑚 

) 

用上式近似求得二值图像的质心。其中 𝑚 为一个像素的值 0 或 1，𝑥 为

一个像素所对应的行，𝑦 为一个像素所对应的列。以 Matlab 为工具，对图 6.3 
所示泵功图提取特征，包括：面积、周长、左上角面积、右上角面积、左下角

面积、右下角面积和质心。 
6.2.5 模型建立 

Step1：泵工图面积的计算 
首先计算泵功图的面积。数据库中的数据是以数组形式存在的，一个数组

中包含两个元素(载荷、位移)，且数组间是等间隔采样，其间隔时间取决于冲

次的大小，一般一个冲刺内等时间取 144-200 个点，以保证面积计算的准确性。 
一个冲次内泵功图面积计算方法如下： 

S  lim
𝑛→∞

∑(𝐹 
𝑢 − 𝐹 

𝑑)(𝑋 +1 − 𝑋 )

𝑛−1

 = 

 (6.1) 

式中，(𝑋 ，𝐹 
𝑢)和(𝑋 +1，𝐹 

𝑑)分别为泵功图离散点的长冲程和下冲程的横纵

坐标，即位移和载荷，n=150。 
按照泵功图的面积大小进行分类，计算泵功图总面积𝑆𝑎𝑟𝑒𝑎与标准泵功图

𝑆𝑠td𝑎𝑟𝑒𝑎进行对比。 
（1） 如果   9𝑆𝑠td𝑎𝑟𝑒𝑎  𝑆𝑎𝑟𝑒𝑎  1 1𝑆𝑠td𝑎𝑟𝑒𝑎，即泵功图面积基本正常。 
（2） 如果𝑆𝑎𝑟𝑒𝑎     5𝑆𝑠td𝑎𝑟𝑒𝑎，即泵功图面积严重缺失。 
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（3） 其他情况，继续下一步。 
Step2：泵工图的划分 
为了更好的提取故障泵功图的特征，本文将泵功图分成四个部分，沿顺时

针方向依次为第 1、2、3、4 区域[21]，具体划分如图 6.5 所示。 

位移

载荷

B

A

C

D

1
2

34

 
图 6.5 理论泵功图形状及划分 

首先将标准泵功图存入数据库，进行划分，然后将划分好的四个标准区域

的面积也存入数据库，以便日后作对比。划分取点算法如图 6.6 所示。 

 
图 6.6 取划分点的算法 
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Step3：计算泵功图各部分面积 
四个区域面积的计算方法如图 6.7 所示。 

 

 
图 6.7 分区域计算面积流程图 

(1)如果𝑆3𝑎𝑟𝑒𝑎 →  (第三区域面积缺失严重)，其他区域面积缺失不严重，则

说明泵中有气体。 
(2)其他情况，参照规则。 
Step4：推断规则的建立 
建立可靠的判断规则，规则表示了故障特征与故障间的因果关系。推测规

则建立后可用下图 6.8 表示，一共有 20 条。 
气体影响和供液不足的区别：如果在第一区域内曲线的二阶导数趋近于常

数，第三区域内曲线的二阶导数趋近于常数，则是气体影响。如果第三区域曲
线的一阶倒数、第四区域曲线的一阶导数趋近于常数，则是供液不足。 

Step5：系统推理流程 
推理方式主要有三种:正向推理、反向推理和混合推理。本系统采用正向推

理。正向推理的基本思想为:从已有信息(事实)出发，在知识库中寻找可用的知

识，通过冲突消解对知识进行筛选、启用，将推理出的新事实加入到数据库中

作为下一步推理的已知事实[22]，然后继续搜索知识库，选取可用知识继续进

行推理，如此重复直至问题解决。推理流程图如图 6.9 所示。 
由此，可编程由计算机自动判别某泵功图数据是否属于泵内有气体的情况。 
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图 6.8 故障分类图 

 
图 6.9 推测流程图 
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Step6：计算编程 
具体程序参见附件。利用 Microsoft Visual Basic 6.0 编程计算。 
软件的初始界面如图 6.10 所示。在图片框中输入泵功图，点击判断故障按

钮，即可在右下方的文本框中输出相应的故障。 

 
图 6.10  根据泵功图自动诊断故障系统界面 

6.3 计算结果 
（1） 附件一数据的诊断流程 
○1 计算泵功图总面积与区域面积。 
○2 用规则 1“总面积基本正常”判断，符合。 
本次循环结束。结果界面如图 6.11 所示： 

（2） 附件二数据的诊断流程 
○1 计算泵功图总面积与区域面积。 
○2 用规则 1“总面积基本正常”判断，符合。 
本次循环结束。结果界面如图 6.12 所示： 
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图 6.11 根据泵功图自动诊断故障系统界面(一级杆数据) 

 
图 6.12 根据泵功图自动诊断故障系统界面(多级杆数据) 
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6.4 模型的评价与推广 
泵功图是描述泵处载荷——位移关系的封闭曲线，它包含了有杆抽油系统

井下设备(油管、抽油杆、抽油泵)运行状况的丰富信息，可以准确、直观地反

映出井下设备的工作情况，从而进行有效的故障诊断[23]。 
从新的角度提取泵功图特征，首先计算功图总面积并与标准功图面积对比，

然后分区域计算面积，按区域面积特征再对故障进行分类，最后再由曲率细化

故障类型，得出最终结论。 
如果泵功图如图 6.2 所示，则诊断流程如下所示： 
○1 计算泵功图总面积与区域面积。 
○2 用规则 1“总面积基本正常”判断，不符合。 
○3 用规则 2“总面积严重缺失”判断，不符合。 
○4 用规则 3“不符合规则 1、2”判断，与事实相符，于是进入下一层规则继

续判断。 
○5 用规则 4“第三区域面积严重缺失”判断，符合，进入下一层次规则继续

判断。 
○6 用规则 10 进行判断，符合故障特征描述且没有下一层次规则，于是给出

诊断结果：气体影响。 
结果界面如图 6.13 所示： 
 

 
图 6.13 根据泵功图自动诊断故障系统界面(气体影响) 
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显示泵功图第三区域面积严重漏失，有故障，原因是受气体的影响。并蜂

鸣报警。 
本论文提出的方法切实可行，能有效诊断出多种有杆泵井典型故障。 
 

7 问题四(1)模型的建立与求解 

7.1 问题分析 
问题四(1)要求对 Gibbs 进行原理分析，发现它的不足。在合理的假设下，重

新建立抽油系统模型或对现有模型进行改进；并给出由悬点示功图转化为泵功图

的详细计算过程，包括：原始数据的处理、边界条件、初始条件、求解算法；利

用附件 1、附件 2 的数据重新进行计算；对计算结果与问题二的计算结果进行比

较，分析新建模型的优缺点。 
7.2 模型的建立 
7.2.1 思路分析 

Gibbs 波动方程的原理即通过首先研究抽油杆的动力学特性，建立抽油杆

柱振动方程，利用分离变量法求解，并用傅里叶级数展开求解系数，根据边界

条件，求出相应的解。 
Gibbs 方程的不足在于○1抽油杆受力分析仅适用于直井○2使用傅里叶分解计

算方程，而傅里叶系数数目太低就不能保证精度，因此计算时间较长。此外，

傅里叶级数法使示功图平滑化，即不接近于实际数据，有限差分解可以克服此

问题。○3没有考虑多级管柱节箍的影响。 
对 Gibbs 模型改进： 
（1） 用三次样条插值法模拟抽油杆柱轴线的具体编程算法[29]； 
（2） 对定向井抽油杆柱的受力进行分析,建立波动方程； 
（3） 在同级杆柱内运用隐式差分格式,在组合杆级边界节点采用变步长

有限差分格式的混合差分法求解波动方程； 
（4） 考虑多级管柱节箍的影响。 
然后并给出由悬点示功图转化为泵功图的详细计算过程，包括：原始数据的

处理、边界条件、初始条件、求解算法；利用附件 1、附件 2 的数据重新进行计

算；对计算结果与问题二的计算结果进行比较。 
7.2.2 边界条件 

在抽油机悬点运动一个周期内，已知地面悬点位移在不同时刻可分别为

𝑢1,𝑢2,⋯ , 𝑢𝑛；悬点动载荷为𝐹1 , 𝐹2 , ⋯ , 𝐹𝑛，则边界条件为： 
𝑢 ,1  −𝑢1,𝑢 ,n  −𝑢2,⋯ , 𝑢 ,n  −𝑢𝑛 

𝐹1  𝐸𝐴
𝜕𝑢

𝜕𝑠
|1,1  𝐸𝐴

𝑢1,1 − 𝑢 ,1

 𝑠
 , 𝐹2  𝐸𝐴

𝜕𝑢

𝜕𝑠
|1,2  𝐸𝐴

𝑢1,2 − 𝑢 ,2

 𝑠
 ,⋯ 

另外，由于示功图是一个周期函数，可知： 
𝑢 ,n  𝑢 ,  ,𝑢 ,1  𝑢 ,n+1 

7.2.3 初始条件 
实际工程中的定向井有杆抽油系统是十分复杂的，为使问题简化，同时满

足工程计算精度，对定向井有杆抽油系统做相应假设， 具体假设同文献[30]。 
(1)假设抽油杆柱轴线与油管轴线重合，并与井眼轴线具有相同的曲率； 
(2)抽油杆柱在油管内的横向振动和变形很小，忽略不计； 
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(3)在弹性范围内，抽油杆柱在弯曲井中的弯曲变形仍看作弹性小变形； 
(4)抽油杆柱在运动过程中，始终与油管壁均匀接触； 
(5)油管壁呈刚性，外力作用下不变形； 
(6)抽油杆柱截面呈圆形，且为同一级抽油杆柱，其截面积不变； 
(7)油液密度、阻尼系数和库仑摩擦系数在同一口井内为常数。 

7.2.4 求解算法 
Step1：定向井抽油杆柱轴线的计算机模拟 

根据假设(3)可以看出抽油杆柱轴线应该是一条连续光滑的空间曲线，但由
于工程上井眼轴线是用有限组离散井身参数(井深、井斜角和方位角)表示的，

根据井眼井身参数模拟抽油杆柱轴线曲线是进行抽油杆柱动态仿真的前提。 
抽油杆柱轴线模拟的目的实际上就是根据井眼轨道上的一些已知的测点的

井深、井斜角与方位角的数据来预测任意其它井深的井斜角和方位角。目前针

对这一问题求解，已有正切法、平衡正切法，平衡井斜角法，曲率半径法以及
三次样条差值法[31]。其中三次样条差值法精度最高，因为它既有分段插值的

优点，又能使节点处保持光滑连续。 
本文采用三次样条插值法模拟抽油杆柱轴线。将井斜角θ和方位角φ看成是

随井深s变化的函数，根据三次样条函数的定义，可构造抽油杆柱轴线的样条函

数p(s)和Q(s)，其具体算法可参见文献[32]。 
Step2：波动方程 

{
 
 

 
 

∂2𝑢

𝜕𝑡2
 𝑎2

∂2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑐

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− δhN + 𝑔 cos𝜃

𝑁  √(𝑃
𝑑𝜃

𝑑𝑠
− 𝑞𝑟

 sin 𝜃)2 + (𝑃 sin 𝜃
𝑑𝜑

𝑑𝑠
)2

 (7.1) 

其中，𝑎  √𝐸𝑟 𝜌𝑟⁄  ；h  
𝑓

𝜌𝑟𝐴𝑟
 ；𝑔  

𝜌𝑟
′

𝜌𝑟
𝑔； 

δ  
 𝑢  𝑡⁄

| 𝑢  𝑡⁄ |
 ±1；𝑞𝑟

  (𝜌𝑟 − 𝜌1)𝐴𝑟𝑔 

式中，u(x, t)为抽油杆柱上 S 点出的界面在时刻 t 沿井深方向的位移，简写

为 u；θ为抽油杆柱斜深 s 处的井眼倾斜角；φ为斜深 s 处的井眼方位角；f为抽

油杆柱与油管间的摩擦系数；Pr为抽油杆密度；Er为抽油杆弹性模量；A𝑟为抽

油杆截面积；P 为 s 截面处抽油杆的轴向力。 
对上述方程，在均质杆段，将抽油杆柱轴线离散成等步长的 m个单元，步

长为 s，各单元以下标 i表示，i=O，1，2，…，m；将时间 t 离散成 n个时间

段，时间步长为 t，各时间点以下标 j 表示，j=0，1， 2，…，n，则𝑢i，j表示

抽油杆柱上第 i个节点在时刻 j 的位移。根据牛顿差分公式得: 

(
∂u

∂t
) ,j  

𝑢 ,𝑗+1 − 𝑢 ,𝑗

 𝑡
 (7.2) 

(
∂u

∂t
) ,j−1  

𝑢 ,𝑗 − 𝑢 ,𝑗−1

 𝑡
 (7.3) 
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(
∂2𝑢

𝜕𝑡2
) ,𝑗  

(
∂u
∂t

) ,j − (
∂u
∂t

) ,j−1

 𝑡
 

𝑢 ,𝑗+1 −  𝑢 ,𝑗 + 𝑢 ,𝑗−1

 𝑡2
 (7.4) 

u(s, t)对井深 s 的二阶中心差分格式为： 

(
∂2𝑢

𝜕𝑡2
) ,𝑗  

𝑢 ,𝑗+1 −  𝑢 ,𝑗 + 𝑢 ,𝑗−1

 𝑠2
 (7.5) 

u(s, t)对井深 t 的一次导数的差分，根据一阶中心差分法得： 

(
∂u

∂t
) ,j  

𝑢 ,𝑗+1 − 𝑢 ,𝑗−1

  𝑡
 (7.6) 

将式(7.4)、(7.5)、(7.6)带入式(7.1)经整理得： 

𝑢 +1,𝑗   (𝑢 ,𝑗+1 − − 𝑢 ,𝑗 + 𝑢 ,𝑗−1) +
  𝑡𝑐

 
(𝑢 ,𝑗+1 − 𝑢 ,𝑗−1) +  𝑢 ,𝑗

− 𝑢 −1,𝑗 +  𝐵 ,𝑗 𝑡2 
(7.7) 

其中，κ  
 𝑠2

𝑎2 𝑡2；𝐵 ,𝑗  (𝛿 ,𝑗𝑕 𝑁 ,𝑗 − 𝑔 cos 𝜃 ) 

R.W.亨别克指出，有限差分式(7.7)中𝑢 ,𝑗项的系数如果为负，则其解是不稳

定的，因此有限差分解的收敛条件为: 
− κ+  ≥  ⟹ κ ≤ 1 

即 
 𝑠2

𝑎2 𝑡2
≤ 1 (7.8) 

Step3：组合杆柱连接处的处理方法 
图 7.1 为不同材料及杆径组合杆柱结构示意图， 

 
图 7.1 组合杆结构图 

设Er2、Pr1、Ar1为第一级杆柱的弹性模量、密度与横截面积；Er2、Pr2、Ar2

为第二级杆柱的弹性模量、密度与横截面积。则第一、二级杆柱的波动方程可

写为: 
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∂2𝑢

𝜕𝑡2
 𝑎1

2
∂2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑐1

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− δh1N + 𝑔1

 cos𝜃 (7.9) 

∂2𝑢

𝜕𝑡2
 𝑎2

2
∂2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑐2

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− δh2N + 𝑔2

 cos𝜃 (7.10) 

由变形协调及连续性条件，两级杆连接点 i处应满足如下条件： 
(𝑃 ,𝑗)1  (𝑃 ,𝑗)2 (7.11) 
(𝑢 ,𝑗)1  (𝑢 ,𝑗)2 (7.12) 

推出 

𝑢 +1,𝑗  
𝛼𝑠 + 𝛽𝑠

𝑣2

𝑢 ,𝑗+1 −
( 𝛼𝑠 − 𝑣1 − 𝑣2)

𝑣2

𝑢 ,𝑗 +
𝛼𝑠 − 𝛽𝑠

𝑣2

𝑢 ,𝑗−1 −
𝑣1

𝑣2

𝑢 −1,𝑗

+
𝑟1(𝛿 ,𝑗𝑕1 𝑁 ,𝑗 − 𝑔1 

 cos𝜃 ) + 𝑟2 (𝛿 ,𝑗𝑕2 𝑁 ,𝑗 − 𝑔2 
 cos𝜃 )

𝑣2

 
(7.13) 

式中，𝛼𝑠  𝛼1 + 𝛼2； 𝛽𝑠  𝛽1 + 𝛽2 

其中，𝛼𝑘  
( 𝑠 𝑟 𝐴𝑟)𝑘

2(𝑎𝑘 𝑡)2 ； 𝛽𝑘  
( 𝑠 𝑟 𝐴𝑟𝑐)𝑘

4𝑎𝑘
2 𝑡

； 𝛾𝑘  
( 𝑠 𝑟𝐴𝑟)𝑘

2(𝑎𝑘)2 ； 𝑣𝑘  
( 𝑟𝐴𝑟 )𝑘

 𝑠𝑘
。 

Step4：差分网格图 
波动方程差分网格图如图 7.2 所示： 

 
图 7.2 波动方程计算差分网格图 

泵处负荷可以写为： 

𝑃𝑚,𝑗  𝐸𝑟𝐴𝑟(
𝜕𝑢

𝜕𝑠
)𝑚,𝑗  

𝐸𝑟𝐴𝑟

 𝑠
(
3

 
)𝑢𝑚,𝑗 −  𝑣𝑚−1,𝑗 +

1

 
𝑢𝑚−2,𝑗 (7.14) 

7.3计算结果 
根据波动方程的求解方法，利用 matlab 语言编制了计算泵功图程序，通过

该程序，可选择图形或文件两种形式载入地面功图数据，通过计算便可得到泵

功图。 
 
一级杆的地面示功图和泵功图如图 7.3 所示： 
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图 7.3 一级杆的地面示功图和泵功图 

三级杆的地面示功图和泵功图如图 7.4 所示： 

 
图 7.4 多级杆的地面示功图和泵功图 
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7.4 模型的评价与推广 

给出了三次样条插值法模拟抽油杆柱轴线的具体编程算法,并对定向井抽

油杆柱的受力进行分析,建立波动方程。 
抽油杆柱波动方程的求解。通常由于抽油杆是由多级杆柱组合,为了求解这

样一个双曲偏微分波动方程,提出了在同级杆柱内运用显式差分格式,在组合杆

级边界节点采用变步长有限差分格式的混合差分法。 
对比第二问中结果，发现新建模型更精确；不仅适用于直井，也适用于斜

井；画出的泵功图不平滑，更接近实际数据。 
 

8 问题四(2)模型的建立与编程求解 
8.1 问题分析 

问题四(2)提出 Gibbs 波动方程中的阻尼系数 C 大多数是做了诸多假设后推

出的，并不能完整地反应实际情况。试从方程本身和某些数据出发用数学方法

估计参数 C，写出 C 的理论推导过程并尽可能求出 C。 
目前，确定阻尼系数[1]的方法，归结起来主要有三种:(l)经验算法，操作人

员根据经验输入不同的阻尼系数，由计算机试算，直至得出理想泵功图为止；

(2)根据不同假设推导出等效粘滞阻尼系数。文献[34]基于一定假设条件得出了

两个阻尼系数公式；文献[35]推导出可用于不同材料混合杆的阻尼公式，并根

据水功率与泵功率进行迭代求得了阻尼系数；文献[36]根据 S.G.Gibbs 的假设及

A.M.皮尔维尔江的近似阻尼力公式推导出了阻尼系数计算公式；(3)根据示功图

计算阻尼系数。文献[52]根据正常泵况下，改变阻尼系数对泵功图面积影响较

明显，而对泵有效冲程影响不明显的特点，提出了确定阻尼系数的方法；文献

[37]通过对一组带阻尼的波动方程进行数值积分，导出了与示功图参数有关的

阻尼系数公式。 
Gibbs 推导的两个阻尼系数计算公式基于以下假设： 
○1 悬点是简谐振动； 
○2 以光杆瞬时运动速度的均方根值表示抽油杆的平均速度； 
○3 抽油杆柱一周所耗散的功等于等效粘滞阻尼所耗散的功。 
曹均合将抽油杆柱在粘性液体中运动时由粘性阻尼引起的弹性比能损失位

移，等效为同种液体在与抽油杆柱结构尺寸相同的长直导管中等温、层流流动

时的比能损失的压头高度，假设悬点是简谐振动，以抽油杆柱运动平均速度的
积分表示粘滞阻尼损失，推导出了无量纲阻尼因子[38]，然后推得等效粘滞阻

尼系数。 
A.M.尔维尔江阻尼公式，假设油管内混合物匀质且各相比例稳定的条件下，

根据做功相等原理。 
图 8.1、8.2、8.3 是针对某一地面示功图由于取不同的阻尼系数得出的 3 个

井下泵功图。图 8.1 是取比实际阻尼系数低的欠阻尼泵功图，图 8.2 是过阻尼泵

功图，图 8.3 是阻尼系数过大产生的反转泵功图。 
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图 8.1 欠阻尼的泵功图 

 
图 8.2 过阻尼的泵功图 

 
图 8.3 阻尼过大产生的反转泵功图 

 
由于影响阻尼系数的因素相当的多，而其中的许多因素很难确定[39]。尽

管有不少计算阻尼系数的公式，还没有哪种公式计算结果是令人满意的。对于

具体油井，要通过试算的方法选用适合本油田的阻尼系数计算公式。 
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8.2思路分析与模型建立 
8.2.1 思路分析 

事实上，在抽油机井系统中，系统的阻尼力主要包括:抽油杆与油管内液体

之间的摩擦力、抽油杆接箍与油管内液体之间的摩擦力、油管内壁与液体之间

的摩擦力、液体通过游动阀的阻力、柱塞与泵筒之间的摩擦阻力。系统阻尼力

受到井内液体温度、粘度、密度的影响，还与抽油杆柱的运动速度、液体流动

速度等因素有关。而液体粘度、密度及流动速度在时时变化，实际阻尼力很难

测到，因此一般情况下在相关计算中，通常以等效阻尼力代替实际阻尼力。在
抽油井生产过程中，阻尼系数也不是一成不变的，它会随着油井含水的增加，

产出液体的阻尼系数也会发生变化[40]。 
因此，本文研究一种能够定期校验并修正阻尼系数的方法。研究表明，改

变阻尼系数对泵功图的面积影响较为明显，而对泵有效冲程影响不明显。对一

组带阻尼的波动方程进行数值积分，从而导出与示功图参数有关的阻尼系数公
式，采用特定的收敛条件求出精确的阻尼系数值。使用这种方法还可以校验各

种阻尼公式对油田的适应性的好坏。 
8.2.2 数据分析与处理 

假设上冲程时间为 0 到𝑇1，下冲程时间为从𝑇1到T。 
8.2.3 模型建立 

Gibbs 方程可以写成一下形式： 

𝐸𝐴
∂2𝑢

𝜕𝑡2
𝑑𝑥  𝜌𝐴

∂2𝑢

𝜕𝑥2
𝑑𝑥 − 𝑐𝜌𝐴

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑥 (8.1) 

式中，U(x, t)——抽油杆在Z截面t时刻的位移，m； 
          E——杆材的弹性模量，P 。 
将(8.1)式沿 x方向从 0 到 L 数值积分，等式左边积分为： 

∫ 𝐸𝐴
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2

𝐿

 

𝑑𝑥  ∑,𝐸1𝐴1 *
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢(𝑥 −1, 𝑡)

𝜕𝑥
+-

𝑛

 =1

 ∑[𝐹(𝑥1, 𝑡) − 𝐹(𝑥 −1, 𝑡)]

𝑛

 =1

 𝐹(𝑥𝑛, 𝑡) − 𝐹(𝑥 , 𝑡)  𝐹𝑝(𝑡) − 𝐹 (𝑡) 

式中   n——数值积分节点个数； 

       𝐹𝑝(𝑡)——泵的动载荷，N； 

       𝐹 (𝑡)——光杆动载荷，N。 
对(8.1)积分后可以得到： 

𝐹𝑝(𝑡) − 𝐹 (𝑡)  ∫ 𝜌𝐴
∂2𝑢

𝜕𝑥2

𝐿

 

𝑑𝑥 + ∫ 𝑐𝜌𝐴
𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝐿

 

𝑑𝑥 (8.2) 

式(8.2)在上冲程对时间积分并变换积分次序可得 

∫ 𝐹𝑝(𝑡) − 𝐹 (𝑡)
𝑇1

 

𝑑t  ∫ 𝜌𝐴 ∫
∂2𝑢

𝜕𝑥2

𝑇1

 

𝐿

 

𝑑𝑡 𝑑𝑥 + ∫ 𝑐𝜌𝐴 ∫
𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝑇1

 

𝐿

 

𝑑𝑡 𝑑𝑥 

令[∫ 𝐹𝑝(𝑡)
𝑇1

 
𝑑t] 𝑇1⁄  𝐹pu

̅̅ ̅̅ ，表示上冲程泵的平均动载荷； 
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令[∫ 𝐹 (𝑡)
𝑇1

 
𝑑t] 𝑇1⁄  𝐹ou

̅̅ ̅̅，表示上冲程光杆的平均动载荷。 

这样上式可以表示为; 

𝑇1(𝐹pd
̅̅ ̅̅̅ − 𝐹od

̅̅ ̅̅)

                       (8.3) 

  其中，𝐹pd
̅̅ ̅̅̅  ∫ 𝐹𝑝(𝑡)

𝑇

𝑇1
𝑑t (T − 𝑇1)⁄ ，表示下冲程泵的平均动载荷； 

𝐹od
̅̅ ̅̅  ∫ 𝐹 (𝑡)

𝑇

𝑇1
𝑑t (T− 𝑇1)⁄ ，表示下冲程光杆的平均动载荷。 

很明显 

u(x, )  u(x, T)          
𝜕𝑢(𝑥,  )

𝜕𝑡
 

𝜕𝑢(𝑥,𝑇)

𝜕𝑡
    

由式(8.2)、(8.3)可得， 

[𝑇1𝐹pu
̅̅ ̅̅ − (T− 𝑇1)𝐹pd

̅̅ ̅̅̅]− [𝑇1𝐹ou
̅̅ ̅̅ − (𝑇 − 𝑇1)𝐹od

̅̅ ̅̅]

  𝑐 ∫ 𝜌𝐴[𝑢(𝑥,𝑇1) − 𝑢(𝑥,  )]
𝐿

 

𝑑𝑥

+  ∫ 𝜌𝐴
𝐿

 

[
𝜕𝑢(𝑥,𝑇1)

𝜕𝑡
−

𝜕𝑢(𝑥,  )

𝜕𝑡
]𝑑𝑥  

(8.4) 

假设𝑇1  𝑎𝑇(  5  𝑎  1)。𝑎由不同的抽油机确定。为了计算方便，近似

假设 
𝑢(𝑥, 𝑇1) − 𝑢(𝑥,  )  − (𝑆 + 𝑆𝑝)  ⁄  

其中，𝑆 ——光杆冲程，m； 

𝑆𝑝——泵冲程，m。 

以及假设 
𝜕𝑢(𝑥,𝑇1)

𝜕𝑡
 

𝜕𝑢(𝑥,  )

𝜕𝑡
   

这样，由式(8.4)就可以得到： 

c  
𝑇[(1 − 𝑎)(𝐹pd

̅̅ ̅̅̅ − 𝐹od
̅̅ ̅̅) − 𝑎(𝐹pu

̅̅ ̅̅ − 𝐹ou
̅̅ ̅̅ )]

𝑆 (1 + 𝑆𝑝 𝑆 ⁄ )∑ 𝜌1𝐴1𝑋1
𝑛
 =1

 (8.5) 

其中，𝐹od
̅̅ ̅̅、𝐹pd

̅̅ ̅̅̅根据光杆示功图上、下冲程面积积分除以光杆冲程长度求得； 

𝐹ou
̅̅ ̅̅、𝐹pu

̅̅ ̅̅ 根据泵功图上、下冲程面积积分除以泵冲程长求得。 

用式(8.5)求解阻尼系数，必须先知道泵功图，但是如果知道泵功图，必须先

知道阻尼系数，故采用迭代法解决这个问题。先给一个任选初始值𝐶 ，根据初

始值求泵功图，再用式(8.5)求 C。 
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8.2.4 收敛条件 
假设泵工作是正常的，其工作条件如附录 4 中图所示。 
𝑃 表示游动阀上部的压力，P(t)表示泵筒内压力，𝑃1表示泵的吸入压力。液体

通过游动阀压力降为 𝑃𝑡 ，通过固定阀压力降为 𝑃𝑠。为方便计算，假设 
 P   𝑃𝑡   𝑃𝑠 

如果忽略柱塞与液体的惯性力，则作用于柱塞上的平衡方程应该是 

𝐹𝑝(𝑡)  𝑃 (𝐴𝑝 − 𝐴𝑟) − 𝑃(𝑡)𝐴𝑝 + 𝑊𝑝 ± 𝑓 

式中，𝐴𝑝、𝐴𝑟——柱塞与抽油杆截面积； 

𝑊𝑝——柱塞重； 

𝑓——柱塞与泵筒间的摩擦力。 
在上冲程固定阀打开时 

𝑃(𝑡)  𝑃1 −  P 
则上冲程平均泵载荷为 

𝐹pu
̅̅ ̅̅  (𝑃 − 𝑃1)𝐴𝑝 − 𝑃 𝐴𝑟 + 𝑊𝑝 + 𝑓 +  P𝐴𝑝 

在下冲程游动阀打开时 
𝑃(𝑡)  𝑃 +  P 

则下冲程平均泵载荷为 

𝐹pd
̅̅ ̅̅̅  −𝑃 𝐴𝑟 + 𝑊𝑝 − (𝑓 +  P𝐴𝑝) 

设𝑓  𝑓 +  P𝐴𝑝，则 

𝐹pu
̅̅ ̅̅  𝑃 (𝐴𝑝 − 𝐴𝑟) − 𝑃1𝐴𝑝 + 𝑊𝑝 + 𝑓  

𝐹pd
̅̅ ̅̅̅  −𝑃 𝐴𝑟 + 𝑊𝑝 − 𝑓  

所以得出 

𝐹pu
̅̅ ̅̅ − 𝐹pd

̅̅ ̅̅̅  𝑃 𝐴𝑝 − 𝑃1𝐴𝑝 +  𝑓  

如果近似地忽略了𝑓 ，就得出 

𝑃  𝑃1 + (𝐹pu
̅̅ ̅̅ − 𝐹pd

̅̅ ̅̅̅) 𝐴𝑝⁄  (8.6) 

又， 
𝑃  𝑃1 + 𝐹 𝐴𝑝⁄  (8.7) 

式中𝐹 为泵举升液体载荷。 
对比(8.6)和(8.7)式，可以确定收敛条件为 

|
𝐾1 − 𝐹 

𝐾1 − (𝐹pu
̅̅ ̅̅ − 𝐹pd

̅̅ ̅̅̅)
− 1|  ε (8.8) 

式中ε为允许误差；𝐾1  𝐹ou
̅̅ ̅̅ − 𝐹od

̅̅ ̅  ̅
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迭代计算阻尼系数框图见图 8.4。 
开始

输入油井数据

计算F0

输入地面功图

任选初始值C0

计算泵示功图

计算Fpu，Fpd

根据（8.5）计算Cd

打印Cd

结束

N

N

YY

ε|<1-
)F-F(-(K

)F-(K
|

pdpu1

01

|C-C| d0

)F-F(-(K

)F-(K

pdpu1

01
0 dCC 

 
图 8.4 迭代计算阻尼系数流程框图 

 
8.3 模型的求解 

根据以上流程及算法，使用 Matlab 编写程序计算。求出 C 的值： 
一级杆的 C 值为：c =1.8498，使用修正后的 C 画出的示功图和泵功图如图

8.5 所示； 
三级杆的 C 值为：c = 0.6701，使用修正后的 C 画出的示功图和泵功图如图

8.6 所示， 
8.4 模型的评价与推广 

本节提出一种迭代计算阻尼系数的算法，利用已有地面示功图数据以及泵

功图计算算法，可得到更加合理的阻尼系数。 
由上可知，在油井正常工作的情况下，利用地面施工图，可以计算出满足

工程需要的阻尼系数值。这对于油田技术工作人员定期校验油井阻尼系数是十

分有益的。 
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图 8.5 修正 C 后的一级杆的地面示功图和泵功图 

 
图 8.6 修正 C 后的三级杆的地面示功图和泵功图 
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