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1 问题重述 

1.1 背景 

有杆泵抽油是当前国内外应用最广泛的人工举升采油技术，目前世界上机械采油井

数已超过总生产井数的 90%以上，70%以上的机械采油井都采用有杆泵抽油模式，我国

则有 90%以上的生产井采用有杆抽油模式。有杆抽油模式采油的简单流程是：电机旋转

运动转化为抽油杆上下往返周期运动，带动设置在杆下端的泵的两个阀相继开闭，从而

将地下上千米深处蕴藏的原油抽到地面上来。 

钢制抽油杆由很多节连接而成，具有相同直径的归位同一级，级数最多可达 5 级，

长度可达上千米。描述抽油杆中任意水平截面处基本信息的通用方法是示功图，函数关

系可表现为位移-荷载关于时间 t 的参数方程。其中，一个冲程中示功图是一个封闭的曲

线。抽油杆上端点称为悬点，建立该悬点的示功图称为悬点示功图。而“泵”是由柱塞、

游动阀、固定阀、部分油管等几个部件构成的抽象概念，泵中柱塞处的示功图称为“泵

功图”。通过悬点示功图可以初步诊断该井的工作状况，如产量、气体影响、沙堵等等。

要精确诊断油井的工作状况，最好采用泵功图。而在实际应用中，泵在地下深处，测试

起来困难大、成本高。因此，把悬点示功图转化为杆上任意点的示功图并最终确定泵供

图，以准确诊断该井的工作状况，是一个非常有价值的实际问题。 

1.2 问题 

现要求通过数学建模来完成以下任务： 

（1） 分析光杆悬点的运动规律。假设驴头外廓线为部分圆弧、电机匀速运动，光杆悬

点下只挂光杆，按附录中给出的四连杆各段尺寸和附件中给出的参数，求出该悬

点的一个冲程的规律：位移函数、速度函数、加速度函数。并与指定附件中数据

进行比较。 

（2） 泵功图的计算。Gibbs 给出了悬点示功图转化为地下示功图的模型，使用 Gibbs

模型，给出悬点示功图转化为泵功图的详细过程，包括：原始数据的处理、边界

条件、初始条件、求解算法。利用附件中给出的一级杆的某油井参数和悬点示功

图数据，三级杆的另一油井参数和悬点示功图数据，分别计算出这两口油井的泵

功图数据，并分别绘制出两油井的悬点示功图和泵功图。 

（3） 泵功图的应用。 

① 建立两个不同的由泵功图估计油井产量的模型，其中至少一个要利用“有效冲程”；

并利用附件中给出的数据分别估算两口油井一天的产液量。 

② 如图 5（C）形式的泵功图表示泵内有气体，导致泵没充满。要求建立模型或算法，

由计算机自动判别某泵功图数据是否属于泵内有气体的情况。并对附件中对应的泵

功图进行计算机诊断，看其是否属于泵内充气的情况。 
                          
（4） 深入研究的问题。 

① 要求对 Gibbs 模型进行原理分析，发现它的不足。在合理的假设下，重新建立抽油

系统模型或对现有模型进行改进，并给出由悬点示功图转化为泵功图的详细计算过

程，包括：原始数据的处理、边界条件、初始条件、求解算法。利用附件中给定的

数据重新进行计算，对计算结果与问题（2）的计算结果进行比较，分析所建模型

的优缺点。 

② Gibbs 模型在数学上可简化为“波动方程”：
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。其中 a 为已知常数，

c 为阻尼系数，鉴于大多数的阻尼系数公式是作了诸多假设后推出的，并不能完整地
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反应实际情况。如果能从方程本身和某些数据出发用数学方法估计参数 c，贡献是很

大的。要求对此进行研究，详细给出计算 c 的理论推导过程并尽可能求出 c。如果需

要题目之外的数据，要用字母表示并给出计算 c 的推导过程。 

2 问题分析 

2.1 对问题（1）的分析 

问题 1 中包含了对光杆悬点运动规律的分析。电机旋转运动通过四连杆机构转变为

抽油杆的垂直运动，假设驴头外轮廓线为部分圆弧、电机匀速转动，悬点 E 下只挂光杆，

则可把杆抽油系统地面实物图抽象成如图 1 所示的抽油机器四连杆机构简图。假设曲柄

滑块 D 在制定轨道内做匀速圆周运动，悬点 E 的运动过程为：t=0 时刻，曲柄滑块 D 位

于上顶点（ 0= ），AB 平行于水平面，E 对应坐标原点（称为 E 的下死点），E 的位移为

0；D 运动到下顶点（ = ）时，E 的位移到达最大（称为 E 的上死点）；D 接着运动到

上顶点（ 2= ）时，E 又回到位移为 0 的位置，完成一个周期（即一个冲程）。其中，

一个冲程有上冲程和下冲程两部分组成，上冲程是抽油杆带着柱塞向上运动，柱塞上的

游动阀受管内液体压力而关闭，它是泵内吸入液体，井口排出液体的过程；下冲程是抽

油杆带着活塞向下运动，柱塞压缩固定阀和游动阀之间的液体。 
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图 1  抽油机器四连杆机构简图 

2.2 对问题（2）的分析 

问题（2）中包含了泵功图的计算，泵功图直接反应了泵的工作状态。悬点示功图

反映悬点载荷与位移的关系曲线，测取悬点示功图最主要的目的是判断井下泵的工作情

况，通常习惯上认为凭借地面上悬点示功图就可以分析出井下泵的工作状况，但实际中

仅凭地面悬点示功图很难做出较准确的判断，甚至有时根本无法判断井下的工作状况，

这是因为油井深度在几百到几千米不等，在柱塞载荷变化经上千米的抽油杆柱传递到地

面的过程中，受抽油杆柱或液柱的弹性形变、惯性力等因素影响，使得悬点示功图与泵

功图有很大差异，所以人们一直在设法获得有效的泵功图。它的求解不仅有利于对泵况

进行准确的分析及故障判断，还可以求出泵的有效排量，从而准确的求出油井产液量。

因此，井下泵供图的转化是非常重要的。1966 年，Gibbs 给出了悬点示功图转化为地下
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示功图的模型，当时由于受计算机速度的限制，直到近些年来才被重新重视。此处，我

们根据 Gibbs 模型，得出由悬点示功图转化为泵功图的详细计算过程。我们可以根据附

件 1 中给定的只有一级杆的某油井参数和悬点示功数据画出该油井的悬点示功图，根据

附件 2 中给定的有三级杆的另一油井参数和悬点示功数据画出该油井的悬点示功图，利

用上述计算过程，分别计算出这两口井的泵功图数据，进而分别画出两油井的泵功图。 

2.3 对问题（3）的分析 

1．在问题（2）中，我们使用 Gibbs 模型，得出了由悬点示功图转化为泵功图的详

细计算过程，为问题（3）中由泵功图估算油井产液量奠定了基础。用泵功图法计算产

液量是数字化油田建设的一项重要技术，具有简化地面流程、降低投资和运行成本，可

以实时地动态产液计量等优点。在实际有杆抽油系统应用过程中，产液量的计算流程可

归纳为下图所示： 

地面示功图及相关数据

有杆抽油系统动力模型

井下泵功图

确定产液量计算方法

得到油井产液量
 

图 2  有杆抽油系统产量计算流程 

泵功图包含了计算油井产量所需要数据的信息，通用的计算方法主要有以下几种：

利用柱塞的有效冲程法、泵效法和泵功图面积法等。此处，我们采用其中的两种方法建

立由泵功图估计油井产量的模型，一是利用有效冲程，二是泵功图面积法。 

2．由于石油是聚集在一定地质构造中的油、气体混合物，所以在抽油过程中总有

或多或少的气体进入泵内，致使上冲程时泵内压力因气体的膨胀而不能很快降低，造成

固定阀打开之后，从而增载变慢。泵的余隙越大，残余的气体越多，泵口压力也就越低，

则固定阀滞后打开的时间越长。下冲程时，泵内气体压缩，使得泵内压力不能迅速提高，

造成游动阀打开滞后，使卸载过程缓慢，这个过程体现在图中就如图 5（C）形式，我们

可以建立模型或算法，来通过计算机自动判别某泵功图数据是否属于泵内有气体的情

况。 

2.4 对问题 4 的分析 

1. Gibbs 对抽油杆柱进行受力分析，建立了一维波动方程，我们在此基础上对现有模型

进行了改进。先对 Gibbs 进行原理分析，如图 3 所示，取抽油杆 x 段的单元体进行受力

分析，假设以悬点为原点，沿井深方向为位移方向，沿杆柱纵向截取一点 x 和另一点

xx  ，其间有一段长度为 L 的接箍。抽油杆柱密度均匀为 ，截面积恒为 A， dF 为微

元在 x 处的张力， tF为微元在 xx  处的张力，根据牛顿第二定律（  maF ）有： 

2

2

t
uALFFF dtb




                      （2.1） 

节点 x 和 xx  处的张力可表示为： 

                  
2

2

t
uALFFF dtb
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节点 x 和 xx  处的张力可表示为： 

                   AF xxb                              （2.3） 

                   AF xt                               （2.4） 

根据胡克定律, x 和 xx  
可表示为 

                    xx x
uE |



 ， xxxx x

uE  



 |         （2.5） 

其中 xx  
在 xx  处的应变泰勒公式表示为： 

                     ......|||
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微元受到的阻尼为：
t
uALc

t
ucmFd
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代入后可得出波动方程：
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图 3  抽油杆运动力学模型 

之前采用的 Gibbs 波动方程是仅考虑了抽油杆柱的振动载荷、惯性载荷，在此基础上对

现有的模型进行了改进，在实际油井中对抽油杆进行受力分析，我们又考虑了油压、套

压，泵内油柱产生的压力及浮力以及抽油杆自身的重力，使模型的建立更符合实际，从

而得到更理想的泵功图。 

2. 尽管描述抽油杆动力学特性的波动方程在不断完善，促进了有杆抽油系统动态预测、

工况诊断技术与示功图油量技术在采油工业中的应用，然而波动方程中阻尼系数的确定

一直是困扰研究者的难题，影响阻尼系数的因素很多，主要包括：摩擦阻力、井内液体

温度、粘度、密度的影响，还与抽油杆的运动速度、液体流动速度等因素有关。由于液

体的速度、密度及流动速度在时时变化，实际阻尼力很难测到，因此在一般情况下在有

关计算中，通常以等效阻尼力代替实际阻尼力。目前，确定阻尼系数的方法归结起来有

三类：（1）经验计算法；（2）根据不同的假设推到出等效阻尼粘滞阻尼系数；（3）根据

示功图计算阻尼系数。这三种方法中，示功图更合理的利用了已知数据，更接近于实际

的阻尼系数。 

3 模型假设 

1. 假设以悬点为原点，沿井深方向为位移方向。 
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2. 假设阻尼系数不随液体温度、密度而变化。 

3．不考虑液体通过游动阀的阻力。 

4 符号说明 

r :曲柄半径； 

l :连杆长度； 

b :游梁后臂； 

 :曲柄转角，rad； 

 :曲柄角速度，rad/s； 

t :时间，s； 

r :抽油杆的密度， 3/mkg ； 

rA :抽油杆的截面积， 3m ； 

tD :油管直径，m ； 

rD :抽油杆直径，m； 

D为泵径，m。 

5、模型建立与求解 

3.1 问题 1 的模型建立与求解 

3.1.1 问题 1 的数学模型 

分析光杆悬点的运动规律我们采用了以下两种模型
【1】

： 

模型 1：光杆悬点做简谐运动 

根据图 1 抽油机四连杆机构简图，记 OA=a、OB=b，假设 lr / ≈0 及 r/b≈0，即认为

是曲柄半径 r 比连杆长度 l和游梁后臂 b 小很多，从而忽略它与 l和 b 的比值。此时，可

以把光杆悬点 B 的运动看作是简谐运动，认为 B 点的运动规律和 D 点做圆周运动时在垂

直中心线上的投影 C 点的运动规律相同。则： 

（1）B 点经过时间 t 时的位移 BL 为： 

)cos1(*)cos1(* trrLB                                  （3.1） 

取 E 的下死点对应坐标原点，向上为坐标正方向，悬点 A 的位移 AL 为： 

  )cos1(** tr
b
aL

b
aL BA                                    （3.2） 

（2）悬点 A 的速度为： 

     )sin(*** tr
b
a

dt
dLV A

A                                     （3.3） 

（3）悬点 A 的加速度为： 

 )cos(** 2 tr
b
a

dt
dVW A

A                                     （3.4） 
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模型 2：光杆悬点简化为曲柄滑块机构时的运动规律 

     实际抽油机的 lr / 值是不可以忽略的，特别在冲程长度较大时，如果忽略会引起很

大误差。因此，取 r与 l的比值为有限值，即 0< lr / < 4/l ，并把 G 点绕游梁支点的弧线

运动近似看作直线运动，则可把抽油机的运动简化为图 4 所示的曲柄滑块运动结构图。 
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图 4  曲柄滑块运动结构图 

 =0 时，游梁与连杆的连接点 B 位于 M 点处，距离曲柄轴心最远，相应于悬点 E 的下死

点， 

 =180 时，B 在 N 处，距离曲柄轴心最近，相应于悬点 E 的上死点。 

（1）B 点经过时间 t 时的位移 BL 为： 

BL =MN= )]sin11(
1

)cos1[( 22 


 r                         （3.5） 

根据三角形的相似性可得 A 点的位移： 


b
aLL BA b

ar )]sin11(
1

)cos1[( 22 


                    （3.6） 

由于 A 点和 E 点可看作一个整体做直线运动，则 E 点的位移： 

 AE LL
b
ar )]sin11(

1
)cos1[( 22 


                      （3.7） 

（2）悬点 E 的速度为： 

      为了便于用求导来得到 A 点的速度和加速度，可将 AL 计算式进一步简化，取其

近似式。  22 sin1 按二项式定理展开，取其前两项可得： 

     
2

sin
1sin1

22
22 
                                   （3.8） 

化简得 A 点的位移为： 

b
arLA )sin

2
cos1( 2


                                  （3.9） 
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悬点 E 点的速度为： 

b
ar

dt
dLVV A

AE )2sin
2

(sin 


                                （3.10） 

（3）悬点 E 的加速度为： 

     
b
ar

dt
dVW A

A )2cos(cos2                            （3.11） 

 3.1.2 对问题 1 的模型结果分析 

针对问题 1，我们建立了两种模型，分别是光杆悬点做简谐运动规律和光杆悬点简

化为曲柄滑块机构时的运动规律。此外，还需将有载荷的附件 1 的悬点位移函数画到图

1 中进行比较。按简谐运动计算的位移函数为 ))7959.0cos(1(6430.1)(_ ttjxS  ,速度函数为

)7959.0sin(3076.1)(_ ttjxV  ，加速度函数为 )7959.0cos(0407.1)(_ ttjxW  ；按曲柄滑

块机构计算的位移函数为 ))7959.0(sin0668.011(8685.3)7959.0cos(1(6430.1)(_ 2 tttqbS  ,速

度函数为 )5918.1sin(1293.0)7959.0(sin(3076.1_ ttqbV  ，加速度函数为

)5918.1cos(2585.0)7959.0(cos(0407.1_ ttqbW  。考虑在一个冲程过程中，按照附录 4

给出的四连杆各段尺寸和附件 1 的参数，分别画出悬点 E 在两种模型下的位移函数（如

图 1-1 所示）, 速度函数（如图 1-2 所示），加速度函数（如图 1-3 所示）。两种模型得

到的位移数据与附件一的悬点位移数据比较发现：两种模型求得的一个冲程长为3.2米，

与附件一给出的冲程数据一致，但由附件一的位移数据得冲程长大约为 2.5 米，这有可

能是仪器测量造成的。 

 

图 1-1 位移函数 



 

 
 

10 

 

图 1-2 速度函数 

 

图 1-3 加速度函数 

3.2  问题 2 的数学模型与求解 

3.2.1 问题 2 的数学模型 

悬点示功图到井下示功图的转换的基本思想为：将整个系统视为一个复杂的振动系

统，该系统有一定的初始条件和边界条件，将悬点示功图视为外部激励，井下示功图视

为系统产生的响应。井下信息以应力波的方式通过抽油杆传递到地面上，抽油杆是井下

信号与地面信号之间的传输线，对抽油杆建立的波动方程相当于该系统的传递函数。 

（1） Gibbs 模型 

    Gibbs
【2】

通过对有杆泵抽油井的抽油杆柱进行受力分析，建立波动方程，即为 Gibbs

模型，该波动方程是由悬点示功图转化为泵功图的纽带。Gibbs 提出的带粘滞阻尼的波

动方程如下： 

t
txuc

t
txua

t
txu













 ),(),(),(
2

2
2

2

2

                     （3.12）                                     

式中 u(x,t)为在 x 断面不同时刻 t 的位移函数； 

a 为应力波在抽油杆柱中的传播速度； 

c 为粘滞阻尼系数。 
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（2）波动方程边界条件和初始条件获取 

一般来说，因为波动方程中包含时间和空间的二阶函数，所以求解波动方程需要两

个边界条件和两个初始条件。但是，由于抽油过程是一个周期过程，仅需要求出周期解，

不需要初始条件。在周期解中，初始条件的影响逐渐消失，因而只需要两个边界条件即

可。这两个边界条件就是光杆载荷-时间和位移-时间关系。采用截断的傅立叶级数作为

边界条件的表达式： 








n

n
nn tntntD

1

0 )sincos(
2

)( 


                        （3.13） 








n

n
nn tnnvvtU

1

0 )sincos(
2

)(                          （3.14） 

实际工作中， )( tD  和 )( tU  是以曲线的形式给出的，所以须先将曲线离散化进行数值

计算。取采样点数为 144，等时采样，令 t  ，


2
T ，





d
ddt  ，可得到： 








2

0
cos)(

1 dtnDn   n=0,1,2,„，


n     （3.15） 

考虑到 是离散变量：   
k
p


2

      p=1,2,„,k 

用下面符号表示：       pDk
pD )

2
(


 

采用梯形法则进行数值积分： 

]
2

}
2

)2cos(]
)1(2

cos[

...
2

]
2*2

cos[]
1*2

cos[

2

]
1*2

cos[]
0*2

cos[

[{
1

1

2110

k

nD
k
knD

k
nD

k
nD

k
nD

k
nD

kk

n


























合

并同类项后可以得到： 

]
2

)2cos(
...]

2*2
cos[]

1*2
cos[

2

0cos
[

2
21

0 


nD
k

nD
k
nDD

k
k

n   

由函数周期性可得： kDD 0
， n2cos0cos  ，因此： 





k

p
pn k

pnD
k 1

]
2

cos[
2 

        n=0,1,2,„,


n  





k

p
pn k

pnD
k 1

]
2

sin[
2 

         n=1,2,„,


n  





k

p
pn k

pnU
k

v
1

]
2

cos[
2 

        n=0,1,2,„,


n  
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



k

p
pn k

pnU
k 1

]
2

sin[
2 

         n=1,2,„,


n  

以上式子中： T——抽油周期； 

             


n——傅氏级数所取项数，此处取 10； 

             k—— 2 周期内等分的份数，即离散的采样点数，此处我们取 144； 

             p——从 0 到 k 各点序号； 

代入 )( tD  和 )( tU  后便确定给出悬点示功图转化为泵功图的边界条件。 

（3） 求解算法 

基于上述得到的边界条件数据，可以采用两种方法求解波动方程，即傅立叶级数法

和有限差分法，分别得到解析解和数值解。本文中我们在 Gibbs 波动方程的基础上，采

用傅里叶级数法进行求解。 

令 U(x,t)=X(x)T(t),X(t)和 T(t)分别仅为 x 和 t 的函数，将其代入波动方程并整理

可得： 

)(

)(

)(

)(

)(

)( ''

2

'

2

''

xX
xX

tTa
tCT

tTa
tT

                                （3.16） 

上式每一侧仅含有一个独立变量，因而它等于一个常数，令其为 2

n ，代入上式并将

其分离成两个常微分方程： 









0)()(

0)()()(
2''

22'''

xXxX
tTatCTtT

n

n



                             （3.17） 

该方程组中的（1）式的周期解为： inwtetT )( ，代入方程组第一个等式可得方程（3.17）

的特解为： 

nnn i                                     

式中 n 和 n 为实数，其值为： 

2)(11
2 




n
C

a
n

n   

2)(11
2 




n
C

a
n

n   

当 n=0 时， 00  ，方程组（3.17）变为： 









0)(

0)()(
''

'''

xX
tCTtT

 

其解为： 



 

 
 

13 









xxX
tT





)(

)(
 

方程（3.17）中第二个等式解为谐波方程： 

xxxX nnnn  cossin)(                             （3.18） 

综上各式：可求出(3.16)的解为： 

     





1

)cossin()(),(
n

tin
nnn exxxtxU                （3.19） 

再经过变换可得 Gibbs 方程的解析解为： 








n

n
nn

r

nwtxPtnxQvx
EA

txU
1

00 )sin)(cos)((
22

),( 
             （3.20） 

式子中： 

xxvx
xxxkxQ

nnnnn

nnnnnn





cos)coshsinh(

sin)sinhcosh()(




 

xxvx
xxxkxP

nnnnn

nnnnnn





sin)sinhcosh(

cos)coshsinh()(




 

)( 22

nnr

nnnn
n EA
k








  

)( 22

nnr

nnnn
n EA 







  

由胡克定律，抽油杆柱任意深度 x 断面上的动载荷随时间的变化为： 

       
x
txUEAtxF r






),(
),(  

即 ])sincos)((
2

[),(
1

''
0







n

nn tnPtnxQ
EA

EAtxF 


                （3.21） 

式子中： 

xxvx
EA

xxvx
EA

nQ

nnnnnnn
n

nLnnnnn
n







cos]sinh)(cosh[

sin]cosh)(sinh[)('





 

        

xxvx
EA

xxvx
EA

nP

nnnnnnn
n

nLnnnnn
n







sin]cosh)(sinh[

cos]sinh)(cosh[)('





 

上述中：E——钢杆弹性模量； 
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rA ——抽油杆柱的截面积； 

 nQ ， nP ——位移函数和载荷函数中的系数。 

根据地面示功图计算井下示功图时，必须首先确定阻尼系数。可以用抽油杆柱在一

个循环中由粘滞阻尼引起的摩擦功来确定阻尼系数： 

       ]}

cossin

1

2
)[1(

4

ln

1
{

2
11

2

L
aa

La
LBB

BmA
C

rr








  

       
r

t

D
Dm  ； 

       1
ln2

12

1 



m

mB ；
m

mmB
ln

)1(
1

22
4

2


  

式中： ——液体粘度，  

        L——抽油杆长度，m。 

对于单级杆，根据上述模型，可以得到泵的载荷和位移。但在油田的实际生产过程

中，一般采用多级杆，需要进行分级计算，把上一级杆柱的位移和载荷作为求解下一级

抽油杆柱的位移和载荷的边界条件，重新计算傅立叶系数和相应的系数，才能进行下一

级杆柱位移和载荷的求解，即可得到使用多级抽油杆的泵功图
【3】

。 

3.2.2 对问题 2 的模型结果分析 

使用 Gibbs 模型，得出由悬点示功图到泵功图的转化关系，由附件 1 中的数据画出

一级杆的某油井的悬点示功图，根据转化关系，计算出油井 1 的泵功图数据，绘制出相

应泵功图。 

 

               图 2-1 悬点功图及泵功图位移（载荷）-时间图 
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图 2-2 一级抽油杆悬点示功图和泵功图 

由附件 2 中的数据画出三级杆的油井 2 的悬点示功图，根据转化关系，计算出油井

的泵功图数据，绘制出对应于该油井的泵功图（见图 2-5）。 

 

图 2-3 悬点功图及一级杆泵功图位移（载荷）-时间图 

 

图 2-4 二级杆及三级杆泵功图位移（载荷）-时间图 
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图 2-5 三级杆的悬点示功图和泵功图 

3.3 问题 3 的数学模型及求解 

3.3.1 问题 3 的数学模型 

1. 由泵功图估计油井产量，建立了如下两种模型。 

模型 1：利用“有效冲程”建模 

步骤如下： 

（1）求泵功图各点的曲率 

    以一级杆为例，我们采用相邻三点圆弧曲率估算方法，得到泵功图中 144 个离散采

集点 ),( iii FxP 的曲率 iK ，即利用泵功图上任意一离散采集点 ),( iii FxP 及其前一采集点

),( 111  iii FxP 和后一采集点 ),( 111  iii FxP 3 点之间的几何关系计算出 ),( iii FxP 点的曲率

iK ，数学模型如下： 

   
iii

PPP
i QLL

S
K iiI

1

!1
2






         （3.22） 

其中，
!1  iiI PPPS 为三点构成的三角形的有向面积。 

（2）求泵功图各点的曲率变化 

根据泵功图上任意一离散采集点 ),( iii FxP 的曲率 iK 及其后一点 ),( 111  iii FxP 的曲

率
1iK 即可求出点 ),( iii FxP 的曲率变化率 iK ，即： iii KKK  1 。 

（3）消除或降低点的曲率变化量 iK 的波动误差 

在实际算法中，我们采用五点平均法求得中间点的曲率变化量 iK ，以提高算法精

确度。 

（4）找出泵功图中四个最大曲率的变化点 

    曲率 iK 与曲率变化量 iK 的数据如图 1 所示，通过穷举比较法得到泵功图上 4 个曲

率变化最大点 ),(1 iim FxP ， ),(2 iim FxP ， ),(3 iim FxP ， ),(4 iim FxP 从而得泵柱塞有效冲程
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penS 。 

根据液量计算公式： 

])1([6.7
4

14406.7
4

1440 0

22







wwwpenpen ffSDSDQ  液
 （3.23） 

式中： 
0 ——原油密度， 3/mkg ； w ——水的密度； wf ——原油含水率。 

模型 2：利用泵功图面积法建模 

产量计算公式如下： 

p
p

q
S
Sq                                       (3-24) 

式中， q为泵的示功图法计算的产量， l/d ； S为泵的示功图面积， 2cm ； 

pS 为理论示功图面积， 2cm ； pq 为理论产量， l/d 。 

其中， PA 是在理论示功图上实测的； pq 按式(3-25)计算。 

snγDπq 2
P

4
1440                               (3-25) 

式中， s为冲程，m； n为冲次， min/次 ； γ为井内液体重度，可取 0.9。 

这种方法最大的优点就是计算简便、准确，但是其不足之处是计算高产井时误差较大。 

2． 如图5（C）形式的泵功图表示泵内有气体，导致泵没充满。我们可以通过以下两种

算法来进行判断。 

（1）在问题 3 的有效冲程模型中，我们找出了泵功图中四个曲率变化最大的点，从而

得到泵柱塞上冲程和下冲程的位移，如图 5（C）中 AB 表示上冲程位移，CD 段表示下冲

程位移， 当 AB>CD 时，说明泵内有气体，此过程由计算机自动判别。 

 

A B

C D
 

                          图 5（C）泵内冲起泵功图形状 

（2）在上冲程中，泵内压力因气体的膨胀而不能很快降低，造成固定阀打开滞后，增

载变慢，余隙越大，残余气体越多，泵口压力就越低，则固定阀滞后打开的时间越长。

下冲程时，泵内气体压缩，使得泵内压力不能迅速提高，造成游动阀打开滞后，使卸载

过程缓慢，泵的余隙越大，进入泵内的越多，示功图卸载线的上凸抛物线越明显。体现

在图 5（C）中示，图像右下部缺失，增载线的斜率变小，卸载线为一条弧线，这种情况

是泵内有气体的情况。  

3.3.2 对问题 3 的模型结果分析 

（1）建立了两个由泵功图估计油井产量的模型，一是通过找出曲率变化最大的四个

点确定有效冲程，可建立如图 1 所示模型，二是利用泵功图面积法，建立如图 2 所示模

型。通过两种模型，利用附件 1 和附件 2 的数据分别估算出了两口井一天的产液量。 

图 3-1 是求得的一级抽油杆（附件 1）曲率变化图，并找到了曲率变化较大的点，



 

 
 

18 

选取其中四个变化最大的点（见图 3-2），即可求得有效冲程。  

 

                             图 3-1 一级杆曲率变化曲线图 

  

           图 3-2 一级抽油杆曲率法求曲率变化最大的四个点的结果 

利用附件 1（一级杆）的数据估算油井的产液量： 

方法一：有效冲程 2.4191 米， 

由式子 

])1([6.7
4

14406.7
4

1440 0

22







wwwpenpen ffSDSDQ  液  

求得的油量为 101.6109 吨。 

方法二：有效面积法求的 pq =131.7164, 

snγDπq 2
P

4
1440   

p
p

q
S
Sq   

pS
S

=泵功图面积/理论示功图=0.7664 
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求得的油量为 100.9494 吨。 

图 3-3 是求得的三级抽油杆（附件 2）曲率变化图，并找到了曲率变化较大的点，

选取其中四个变化最大的点（见图 3-4），即可求得有效冲程。

 

图 3-3 三级杆曲率变化曲线图 

 

图 3-4三级抽油杆曲率法求曲率变化最大的四个点的结果 

利用附件 2（三级杆）的数据估算油井的产液量： 

方法一：有效冲程 3.4624 米， 

由式子 

])1([6.7
4

14406.7
4

1440 0

22







wwwpenpen ffSDSDQ  液
 

求得油量为 29.9879 吨。 

方法二：有效面积法求的 pq =35.6444 

snγDπq 2
P

4
1440   
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p
p

q
S
Sq   

pS
S

=泵功图面积/理论示功图=0.7769 

求得油量为 27.6926 吨。 

（2）由附件 1 和附件 2，我们可以得出如下泵功图： 

 

图 1 附件 1泵功图 

 

图 2 附件 2泵功图 

根据我们前面提到的第一种判别方法，对于附件 1 泵功图，得到上冲程位移

AB=2.3303 米，下冲程位移 CD=2.4191 米，则 AB<CD，经诊断得泵内几乎无充气。对于

附件 2 泵功图，得到上冲程位移 AB=3.7289 米，下冲程位移 CD=3.4624 米，则 AB>CD，

经诊断得泵内是充气的。 

3.4  问题 4 的模型建立 

1． 修正的吉布斯方程 

由于抽油杆在整个有杆抽油系统中具有重要作用，在一维情况下，有杆抽油系统模

型就是指抽油杆的受迫振动模型。有杆抽油系统完整的数学模型包括：波动方程、上下

边界条件、初始条件、连接条件 

（1）波动方程
【4】 

新模型中抽油杆的截取示意图如图 5 所示，根据牛顿第二定律（  maF ）有： 
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图 5 修正后的受力分析 

2

2

t
uxAFFFFFFFF egldcdtb




  , 

 
cF  —为微元所受油压产生的力，其方向与位移方向相同，大小为 x

L
SPc  ， cP 是油压，

大小为 0.3Mpa, 

dF   —为微元所受的由套压产生的力，其方向与位移方向相反，大小为 x
L
SPd  ， cP

是套压，大小为 0.2Mpa ,                                          

   eF  —为油管内液体产生的浮力，其方向与位移方向相同，大小为 Agoil ,                         

lF  — 为泵内油柱产生的压力，其方向与位移方向相同，大小为 x
L
SPoil   ,  

gF  —为抽油杆自身的重力，其方向与位移方向相同。大小为 Ag , 

S —柱塞的面积 

oil  —泵内混合液体的密度，大小为 33 /10988.0 mkg , 

应用胡克定律跟泰勒公式经过变换得到修正的 Gibbs 波动方程： 

g
t
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x
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
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


5983.10
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                            （3.26） 

（2） 上下边界条件： 

 模型的上边界条件由抽油机选点运动规律所决定。设悬点的位移函数为： )(tU ,则模

型的上边界条件为： 

              )(|),( 0 tutxu x                            （3.27） 

 模型的下边界条件由井下泵的工作状况决定。设柱塞的载荷函数为： )(tFP ，则模

型的下边界条件为: 

                  )(|),( ttx p
FtxF                            （3.28） 
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（3）初始条件  

假设系统在启动前，抽油杆柱从驴头上自由悬挂于充满液体的油管中，并且驴头从

下死点开始向上运动，则模型的初始条件为： 

0|),( )0,0(  ttxtxu  

0|
),(

)0,0( 



 ltxt

txu
 

修正的吉布斯方程是一个二阶非齐次偏微分方程，必须结合边界条件和初始条件才

能解。 

（4） 连接条件 

对于多级杆柱结构，两杆连接处的载荷与位移连续条件多年来一直沿用由 J.F.Lea

提出过渡处理条件：上级抽油杆底端与下级抽油杆的载荷、位移都是始终相等的，其数

学关系表示如下： 

)()(
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rr

1

rr

1

tutu
tFtF
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d
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r
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r




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
 

式中 )()( tstF d
r

d
r 、 ：分别表示 t 时刻，第 r 级抽油杆底端的载荷与位移； 

      )()( rrrr tstF rr 、 ：分别表示 t 时刻，第 r+1 级抽油杆顶端的载荷与位移。 

最后构成的完整的抽油杆的模型
[5]
为： 
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                              (3.29) 

)(|),( 0 tutxu x 
      )(|),( ttx p

FtxF   

 

0|),( )0,0(  ttxtxu   0|
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)()( rr
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1 tutu r
d
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（5）修正吉布斯波动方程的求解 

因为得到的修正的 Gibbs 波动方程是二阶非齐次线性偏微分方程，用分离变量法求解。

设 )()(),( tTxXtxu  ，X(x)和 T(t)分别为仅含 x 和 t 的函数，方程可以转化简化为:  

q
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                            (3.30) 

q 为合并之后的常数。在求解非齐次方程时，用到的方法是先求解齐次的方程，所以先

求解原 Gibbs 方程， 
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                               (3.31) 
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波动方程上边界条件的傅里叶级数形式如下： 
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                 (3.32) 
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傅里叶系数 n 、 n 、 n 、 n 由实测的 D(t)和 U(t)曲线数值经过积分得到。 

用分离变量法得到 X(x)和 T(t)分别求为： 

xxxX nnnn  cossin)(   

inwtetT )(  

经过变换可得到 Gibbs 方程的解析解为： 
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                  (3.35) 

)(nQn 、 )(' nQn 、 )(nPn 、 )(' nPn 为特殊系数。 

将求的的 X(x)、T(t)带到修正的吉布斯方程，得到：
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整理以后得到的 ),( txU 的形式如下，在原 ),( txU 的形式下，系数因为 q 的存在而得到修

正。 
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2．根据示功图计算 估计阻尼系数的计算公式过程
[6]
如下： 

对 Gibbs 方程
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假设上冲程时间从 0 到 1T，下冲程时间从 1T到T ,则上冲程对时间进行积分并变换积分次

序得到 dtdx
t
txuAdtdx

t
txuAcdttFtF

L TTT L
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整理得到阻尼系数计算公式如下： 
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1T为一个周期内上冲程时间，
0S 是光杆的冲程， PS 是泵的冲程， TT /1 ， )15.0(  ，

 可根据不同型号抽油机确定。 )(tFrd 分别是地面功图上、下冲程的载荷-时间曲线；

)(tFpu ， )(tFpd 分别是泵示功图上下、下的载荷-时间曲线。其中： 
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 是抽油杆的总重量。      

4.4 对问题 4 的模型结果分析 

1. 利用修正的 Gibbs 方程得到的泵功图如下图，可以看出泵功图的波动性得到了很好

的改善。但是对荷载的影响不是很大，荷载的精确计算还要进一步从理论上完善 Gibbs

模型，建立出更合理的模型。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 6  修正后 Gibbs 得到的泵功图 
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2. 模型解决与分析 

图 7 分别为地面示功图和泵功图的载荷-时间曲线，利用求解出积分平均值代入阻尼系

数的公式，得到的阻尼系数是 0.256，更接近于实际的阻尼系数。 

  
图 7 悬点功图、泵功图载荷-时间曲线 

5 模型的评价及分析探讨 

分析光杆悬点的运动规律，采用了两种模型，一种是光杆悬点做简谐运动，一种是

光杆悬点简化为曲柄滑块机构时的运动规律，通过这两种模型，分别求出了悬点 E 的一

个冲程的运动规律：位移函数、速度函数、加速度函数。采用 Gibbs 模型，用傅里叶级

数法求得波动方程的数值解，并根据附件 1 和附件 2 中给出的数据，分别计算出这两口

井的泵功图数据并作图。接下来用泵功图估计油井产量，建立了“有效冲程”法模型和

泵功图面积法模型，求得附件 1 和附件 2 给出的两口井的每日的产油量。由泵功图判断

泵内是否有气体，可以通过计算曲率变化最大的四个点，上面两个之间上冲程位移和下

面两个点下冲程位移差来判别是否有气体，也可以通过增载线和卸载线的变化来判别。

对 Gibbs 模型进行原理分析，发现其不足，通过对抽油杆的单元体进行受力分析来对现

有的模型进行了改进，并给出了悬点示功图转换为泵功图的详细计算过程，通过与问题

二的结果进行比较，发现改进后的模型能更有效地消除波动，从而更准确地计算有效冲

程及产液量，应用价值可观。 
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