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题 目        有杆抽油系统的数学建模及诊断     

摘       要： 
油杆抽油机系统在国内外采油井广泛应用。在该系统中，通过悬点载荷和

运动参数，以及泵功图对井的工作状况诊断，将对油井产量、气体影响等有重

要作用。特别是，如何通过数学建模，把悬点示功图转化为泵功图，是一个很

有价值的实际问题。 
本文紧密围绕题干提出的四大问题，从经典物理运动规律和机械原理出发，

运用数学思维，结合波动方程，建立了抽油机系统的简化模型并求解。 
针对游梁式抽油机的几何特征和运动关系，我们分别运用简谐近似模型和

曲柄滑块模型对其进行求解，并与精确解析解进行了比较，结果发现除加速度

局部有微小差别外，三种方法所得其他参数差别较小。另外，结论也表明在一

般工程应用中，采用简化方法基本上可以满足要求，而在抽油机结构设计及力

学分析中，则应采用精确解析方法。 
为了获得抽油机系统的动态参数，我们根据 Gibbs 给出的悬点示功图转化

为地下泵功图模型，对其进行分析并采用精确的数值积分求解算法进行求解，

得出两口井的泵功图，并与传统级数算法结果对比，克服了传统算法的复杂性，

且提高了计算精度。 
根据 Gibbs 模型计算得出的泵功图，我们建立了 2 个由泵功图估计油井产

量的模型，一是泵的理论排量模型，另一个是利用“有效冲程”估计的油井产

量模型。前者基于抽油机的冲次、冲程、抽油泵的参数、原油物性参数给出了

油井的理论产量，后者则考虑了相应的影响因素，如有效冲程、液体收缩性、

漏失和充气等的影响，更加接近生产实际情况。 
最后，我们对 Gibbs 模型波动方程进行了分析，在传统粘滞阻尼系数计算
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方法的基础上，使用了三种改进方法：考虑比能损失、考虑摩擦功以及改进的

摩擦功方法，从方程本身运用数学方法重新计算了阻尼系数，并给出了详尽的

推导过程，更真实的反应了实际情况，并对模型进行了进一步推广。 

 

关键词：有杆抽油机  Gibbs 模型 泵功图 粘滞阻尼系数 
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有杆抽油系统的数学建模及诊断 

一、问题重述与提出 

有杆泵抽油是国内外石油工业的传统采油方式之一，在我国石油开采中有

杆抽油系统一直占主导地位。在我国各油田中，大约 80%以上杆抽油系统。其

中,60%的产液量、75%的产油量均依靠该采油方式进行采油生产。有杆抽油机

以其结构简单、制造容易、可靠性高、耐久性好、维修方便、适应现场工况等

优点,在采油机械中占有举足轻重的地位。原理简单来说是由电机旋转运动转化

为抽油杆上下往返周期运动，带动设置在杆下端的泵的两个阀的相继开闭，从

而将地下上千米深处蕴藏的原油抽到地面上来。 
钢制抽油杆由很多节连接而成，具有相同直径的归为同一级，级数从上到

下按 1,2„进行编号，可多达 5 级，从上端点到下端点可能长达上千米。描述抽

油杆中任意一水平截面（为表述方便，下面把杆水平截面抽象称为“点”）处基

本信息的通用方法是示功图：它是该点随时间 t 而变化的荷载（合力，向下为

正）数据作为纵坐标，以该点垂直方向上随时间 t 而变化的位置相对于 t=0 时

刻该点位置的位移数据作为横坐标构成的图形。函数关系表现为位移-荷载关于

时间 t 的参数方程。一个冲程中示功图是一条封闭的曲线。构成示功图的数据

称为示功数据。 
抽油杆上端点称为悬点。在一个冲程期间，仪器以一系列固定的时间间隔

测得悬点 E 处的一系列位移数据和荷载数据，据此建立悬点 E 的示功图称为悬

点示功图。悬点示功图可由油田某井采油工作时采集的悬点处原始位移-荷载示

功数据作图得到。 
“泵”是由柱塞、游动阀、固定阀、部分油管等几个部件构成的抽象概念，

泵中柱塞处的示功图称为泵功图。因为受到诸多因素的影响，在同一时刻 t，
悬点处的受力（荷载）与柱塞的受力是不相同的；同样，在同一时刻 t，悬点

处的相对位移与柱塞的相对位移也不相同。因此悬点示功图与泵功图是不同的。

示功图包含了很多信息，其中就有有效冲程，泵的有效冲程是指泵中柱塞在一

个运动周期内真正实现从出油口排油的那段冲程。工程上一般根据示功图形状

与理论示功图进行对比来判断抽油机工作状态。 
通过悬点示功图可以初步诊断该井的工作状况，如产量、气体影响、阀门

漏液、沙堵等等。要精确诊断油井的工作状况，最好采用泵功图。然而，泵在

地下深处，使用仪器测试其示功数据实现困难大、成本高。因此，通过数学建

模，把悬点示功图转化为杆上任意点的示功图（统称为地下示功图）并最终确

定泵功图，以准确诊断该井的工作状况，是一个很有价值的实际问题。 
本文我们需要解决以下几个问题： 
1. 光杆悬点运动规律 

光杆的运动与地下抽油杆的运动息息相关，获取光杆的运动规律是对抽油

过程进行合理分析首要条件。电机旋转运动通过四连杆机构转变为抽油杆的垂

直运动。假设驴头外轮廓线为部分圆弧、电机匀速运动，悬点 E下只挂光杆（光

杆下不接其它杆，不抽油，通常用来调试设备）。利用附录 4给出四连杆各段尺

寸以及附件 1的参数，求出悬点 E的一个冲程的运动规律：位移函数、速度函

数、加速度函数。并与有荷载的附件 1的悬点位移数据进行比较。 
2. 泵功图计算 
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1966 年，Gibbs 给出了悬点示功图转化为地下示功图的模型[1,2]，由于受

计算机速度的限制，直到近些年才得以被重新重视。我们将使用 Gibbs 模型进

行计算，同时给出由悬点示功图转化为泵功图的详细计算过程，包括：原始数

据的处理、边界条件、初始条件、求解算法；其中附件 1 是只有一级杆的某油

井参数和悬点示功数据，附件 2 是有三级杆的另一油井参数和悬点示功数据，

我们将利用它们分别计算出这两口油井的泵功图数据；并分别绘制出两油井的

悬点示功图和泵功图（每口井绘一张图，同一井的悬点示功图与泵功图都绘在

同一张图上，并注明坐标数据）。 
3. 泵功图的应用 

建立 2 个不同的由泵功图估计油井产量的模型，其中至少一个要利用“有

效冲程”；同时利用附件 1 和附件 2 的数据分别估算两口油井一天(24 小时)的产

液量，并对不同的模型进行分析评价（单位：吨，所指的液体是指从井里抽出

来的混合液体） 
4. 对 Gibbis 的模型深入研究 

 Gibbs 模型在数学上可简化为 “波动方程”：
t
uc

x
ua

t
u














2

2
2

2
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  其中 a

为已知常数，c 称为阻尼系数，鉴于大多数的阻尼系数公式[3]是作了诸多假设

后推出的，并不能完整地反应实际情况，计算也相对繁琐。如果能从方程本身

和某些数据出发用数学方法估计参数 c，贡献是很大的。对此，我们应深入考

虑并给出改进的 c 的计算方法，同时详细给出计算 c 的理论推导过程并尽可能

求出 c。如果需要题目之外的数据，会用字母表示之并给出计算 c 的推导过程。 

二、模型假设 

1) 本题将抽油系统各个连接件假设成长度、材质均匀的连杆 
2) 假设抽油系统各连接部分即铰链润滑良好, 阻力忽略不计, 运动过程中各连

接杆件不产生弹性形变 
3) 假设驴头外轮廓线为部分圆弧，电机匀速运动，悬点 E 下只挂光杆，即忽略

了光杆下载荷的作用 
4) 假设油管内充满液体，且液体密度均匀 

 
由于本文中 4 个问题各不相同，所采用模型也有诸多变化，其他假设将在

后文模型中单独说明。 

三、符号约定 

表 1 主要符号约定 
符号 符号说明 
υ 曲柄转角 
θ 游梁摆角 
r 曲柄半径 
l 连杆长度 
a 应力波在抽油杆柱中的传播速度 
c 粘滞阻尼系数 
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U 位移相关 
D 载荷相关 
A 面积相关 
Ar 抽油杆截面积 
Ab 泵的截面积 
E 抽油杆的弹性模量 
γ 无纲量的阻尼系数 
L 杆长 
Pr 光杆功率，即抽油机悬点载荷做功的功率 
Ph 水力功率，即有用功率或称有效功率 
S 冲程 
n 冲数 
ρl 混合液体密度（即水与油混合密度） 
Wl 作用在活塞上的液柱载荷 
Wl’ 静载荷 
Wr’ 抽油杆在液体中的重量 
Q 油井产液量 
H 泵对液体的有效提升高度 
Lf 动液面高度 
PB 油压 
PC 套压 
HL 液体在长直导管中等温，层流条件下流动时的比能压头损失位移 
HL’ 抽油柱在液体中运动时因粘滞阻尼造成的弹性比能损失的位移 
Vcp 抽油过程中抽油杆柱运动平均速度 

'LN  抽油杆柱在粘性液体中运动时，因粘滞阻尼造成的弹性比能损失的

功率 
F  每个抽油周期内抽油杆柱运动能够提及在管内液体中的等效重力 
V  单位时间内抽油杆住因粘滞阻尼而造成的弹性损失位移 
ρr 抽油杆密度 
CF 单位杆长的粘滞阻力系数 
μ0 原油的动力粘度 
μw 水的动力粘度 
μ 油层中液体动力粘度 

n
__

 傅里叶所截项数 

四、模型的分析、建立与求解 

4.1 光杆悬点运动规律 

游梁式抽油机是以游梁支点和曲柄轴中心的连杆做固定杆，以曲柄、连杆

和游梁后壁为三个活动杆所构成的四连杆机构，如图 1 所示。游梁式抽油机悬

点，即驴头悬点，运动的位移、速度和加速度是抽油机结构设计及力学分析的

重要运动参数。目前, 常用的简化方法，如简谐运动与曲柄滑块机构近似，只

能给出其近似解，不能满足精确计算的需要。因此，本文根据游梁式抽油机四
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连杆机构的几何关系和运动特点, 通过建立游梁摆动方程, 提出了求解游梁式

抽油机悬点运动参数的新模型。为了便于与实验进行对比，我们首先还原文献

[1]中，对光杆悬点的简谐运动与曲柄滑块机构近似，之后再讨论新模型的方案。 

 
图 1 游梁式抽油机示意图 

 
4.1.1 简谐运动简化模型 

为方便讨论，我们认为曲柄半径 r 比连杆长度 l 和游梁后壁 b 小很多时，

以致它与 l 和 b 的比值可以忽略，此时，游梁和连杆的连接点 B 的运动可以看

做简谐运动，即认为 B 点的运动规律和 D 点做圆运动时在垂直中心线上的投影

(C 点)的运动规律相图。则 B 点经过 t 时间（曲柄转过 υ 角）时的位移 SB 为： 

(1 cos ) (1 cos )BS r r t                         (1) 

式中：φ —— 曲柄转角，υ=ωt 
      ω —— 曲柄角速度 
      t —— 时间 

悬点 E 的位移 SE 为 

(1 cos )E B
AO AOS S r t
BO BO

                       (2) 

E 点的速度为 

sinB
E

dS AOV r t
dt BO

                          (3) 

E 点的加速度为 
2 cosE

E
dV AOa r t
dt BO

                         (4) 

由式(1)、(2)、(3)和(4)可以得到简化为简谐运动时悬点 E 位移、速度和加

速度随 υ 角的变化曲线。  
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(a)                                (b) 

图 2 (a)简化为简谐运动时悬点 E 的位移速度，加速度运动规律 (b)文献[3]提供

CYJ5-2712 型号抽油机简谐运动悬点运动参数图形 
由上图（a）可以看出，抽油机在一个冲程中，悬点的速度和加速度不仅大

小在变化，而且方向也在发生改变。上冲程的前半冲程为加速运动，加速度为

正（加速度方向与运动方向都向上）；后半冲程为减速运动（加速度方向与运动

方向相反）。下冲程只是改变了运动方向，前半冲程任为加速运动（加速度方向

与运动方向相同，都是向下）；后半冲程任为减速运动（加速度方向与运动方向

相反）。在上下死点处（υ=0，2π），加速度的绝对值最大为： 2
max

AOa r
OB

 。

图 2（b）为文献[1]所提供的简谐运动时悬点位移，速度，加速度曲线本文计算

的三种参数变化规律与文献报道的结论有着比较好的符合。 
4.1.2 曲柄滑块机构简化模型 

模型一中简化为简谐运动所得结果，只能在做不太精确的近似计算和分析

中使用，因为在实际情况下，抽油机的曲柄半径 r 比连杆长度 l 的比值是不能

忽略的，特别是冲程长度比较大时，忽略后会引起很大的误差。在将抽油机模

型简化为曲柄滑块机构时，首先模型假设了 λ=r/l 值在 0 到 1/4 之间，并且将 B
点绕游梁支点的弧线运动近似地看着是支线运动，如图 3 所示。 

 
图 3 曲柄滑块近似机构示意图 
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但由本题附录一所提供的曲柄半径 r=O’D=950mm 与连杆长度

l=BD=3675mm，可以得到 λ=0.2585。该值略大于理论 λ 最大的 0.25，因此该模

型在假设上是合理的，同时也可以说明模型二也并非是最佳的方案。 
在这种曲柄滑块模型中：φ=0 时，游梁与连杆的连接点 B 在 B’点，为距离

曲柄轴心最远的位置，相应于悬点 E 的下死点。 
当 φ=2π 时，B 点再 B’’处，为距离曲柄轴心最近的位置，相应于悬点 A 为上死

点。可以有： ' ' , ' cos cosO B l r O B r l     。 

可以导出 B 点的位移方程：
1' ' ' [(1 cos ) (1 cos )]BS O B O B r  


       

利用三角关系简化 2 2 2 2 21cos 1 sin 1 sin 1 sin
2

           ， 

最后得到 B 点位移方程： 2(1 cos sin )
2BS r 

     

于是，B 点的速度为： (sin sin 2 )
2

B
B

dSV r
dt


      

B 点的加速度为： 2 (cos cos 2 )B
B

dVa r
dt

       

当已知 B 点的位移、速度、加速度之后，则可以用以下关系式求得悬点 E
的相应位移： 

2(1 cos sin )
2E B

AO AOS S r
BO BO


                        (5) 

E 点的速度为 

(sin sin 2 )
2E B

AO AOV V r
BO BO


                        (6) 

E 点的加速度为 
2 (cos cos 2 )E B

AO AOa a r
BO BO

                        (7) 

由式(5)、(6)和(7)可以得到简化为曲柄滑块运动时悬点 E 位移、速度和加

速度随 υ 角的变化曲线，如图 4 所示。 
 

 
图 4 简化为曲柄滑块运动时悬点 E 的位移，速度，加速度运动规律 
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与模型一图 2 相比，尽管同一个 φ 角下的运动参数数值不同，但是其变化

规律是类似的。但是仔细观察图 4 的速度曲线，可以看出在模型二下，速度曲

线在斜率下降时有一定程度的变形，相应的速度变化趋势可以从加速度曲线中

看出。在上下死点的最大加速度与模型一的结果比较分别大 λ%和小 λ%。  
 
4.1.3 精确解析法 

上述两种模型分别简化为简谐运动与曲柄滑块机构的研究结果只可以用于

一般计算与分析，由于给出的只是近似解，都不能满足精确计算的需要。为此

我们根据游梁式抽油机四连杆机构的几何关系和运动特点，通过建立游梁的摆

动方程给出了另一种求解游梁式抽油机悬点运动参数的方法[4]，并与前两种方

法进行了比较。 

 
图 5 运动参数精确解析法示意图 

 
1) 悬点 E 运动位移 

不考虑抽油杆柱的弹性表现，假设柱塞与抽油几悬点具有相同的运动规律。

游梁式抽油机结构简化模型如图 5 所示。 
假定曲柄同样由下死点开始沿顺时针方向以角速度 ω 做匀速圆周运动。游

梁的摆角定义为游梁后臂与上垂线方向的夹角 θ，其计算如下 

                                   (8) 

式中  为游梁与 J 的夹角;  为 J 与下垂线方向的夹角。由下式求得 

  
2 2 2

a r c c o s
2

b J L
bJ


  

  
 

                      (9) 

sinarctg
cos

r
H r






 
  

 
                      (10) 

其中 2 2= ( sin ) ( cos )J r Hr      

将 (10) 式和 (9) 式代入 (8) 式得： 
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2 2 2 sinarccos arctg
2 cos

b J L r
bJ H r


 



    
     

  
         (11) 

由于游梁开始处于水平，即 =0，因此悬点的位移是 

cosAS a                             (12) 

2) 悬点 E 运动速度 

将式( 11)两边同对时间 t 求导数得到游梁摆动的角速度 ' 为 

 ' sin ( + ) sin( )
=

sin ( + )
r J b

bJ
    


 

 
                (13) 

由几何关系可得: 

sin ( + ) sinJ H                         (14) 

将(14)式代入(13)式得： 

 

 ' sin sin( )
=

sin ( )
r H b

bJ
   


 

 


                  (15) 

上式即为游梁摆动的任意时刻的角速度公式，则悬点的运动速度为： 

 ' sin sin( )
sin ( )

H bav a r
b J

  
 

 

 
 

              
  (16) 

3) 悬点 E 运动加速度 
将式( 16)两边同对时间 t 求导数, 整理得任意时刻悬点运动加速度 a 为 

  ' '2
2 cos cos( ) 2 cos( ) cos ( )

=
sin ( )

H b b raa r
b J

         


 

     


   (17) 

图 6 画出了在采用用精确解析法之后，悬点 E 运动位移、速度及加速度曲线。 
 

 
图 6 精确解析法模拟悬点 E 运动位移、速度及加速度曲线 
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为了对比三种模型的结果，我们将附件 1 中的实验测量悬点位移值与计算

值进行对比。分别做出位移，速度，加速度的图形，如图 7 所示。 
由图 7 可以看出，各种模型计算出的位移与速度差距不大，但是在加速度

上有比较明显的区别。从图 7(a)位移的对比来看，严格解析法与实验值最为接

近，而其他两种模型则差别比较大；对图 7(b)中的实验测量值进行处理时，我

们采用了 9 次多项式拟合速度，符合的程度非常好，再通过对时间求导可以得

到(c)图中的实验加速度(红色实线)。对比分析速度的各个模型，精确解析法依

然较高程度的还原了实验测量值；对于图 7 (c)中的加速度，对比实验悬点加速

度与文献报道的相关模型加速度图 7 (d)，可以看出我们的模型三依然存在一定

的的误差，但是依然表示出了加速度变化的相关趋势，而简谐模型与曲柄滑块

近似的结果与文献报道值吻合。 
综合考虑以上分析结果，在一般工程应用中，采用简化方法基本上可以满 

足要求，而在抽油机结构设计及力学分析中，则应采用精确方法。 

 

        
 

图 7 三种模型计算运动参数(a)位移(b)速度(c)加速度与实验值的对比； 
(d)文献[3]中给出的加速度对比图 

 

4.2 泵功图计算 

抽油杆在有杆抽油系统中起着非常重要的作用，它是连接地面抽油机与井

下抽油泵的桥梁。井下泵的运行状况会通过抽油杆上的载荷与运动的信息反映

出来，即泵功图。泵功图是对抽油杆柱最下端载荷变化与位移变化规律及相互

关系的直观描述，亦称为井下示功图。这类示功图包含了有杆抽油系统运行情

况的丰富信息，是工况诊断和相关计算的重要基础资料。由于大部分抽油泵工

作在离地面千米以下的地方，很难直接测得泵功图。如果利用井下示功图诊断

(d) 
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法来直接测得泵功图，由于它本身的缺点，即耗资甚巨、工艺复杂等缺点，无

法广泛地在实际中应用。 
因此，目前国内外学者在对有杆抽油系统井下工作状况进行研究时，必须

首先研究抽油杆的动力学特性，建立抽油杆柱振动模型，并以此作为整个有杆

抽油系统的模型进行故障诊断及井口产液量计算。 
 

4.2.1 Gibbs 模型求解方法探讨 

1963 年，Gibbs 首次提出了有杆抽油系统动态参数的预测模型[1]，该模型

把悬点当做振源，将悬挂在悬点下的细长抽油杆的振动视为一个由悬点上下往

复运动引起的受迫振动，建立了描述抽油杆柱纵向振动的有阻尼二阶偏微分方

程(波动方程)，可采用数值求解的方法预测悬点动载荷变化。其提出的带粘滞

阻尼的波动方程如下： 

2 2
2

2 2

( , ) ( , ) ( , )U x t U x t U x ta c
t x t

  
 

  
                (18) 

按照 Gibbs 方程中提到求解该方程的方式，采用分离变量傅里叶变换法求

解波动方程。波动方程(18)的边界条件是将悬点动载荷函数 D(t)及光杆位移函

数 U(t)展开成的傅氏级数： 

0

1
( ) ( cos sin )

2

n

n n
n

D t n t n t
   



                  (19) 

0

1
( ) ( cos sin )

2

n

n n
n

U t n t n t
   



                  (20) 

其特解如下： 

位移与深度，时间的函数 ( , )iu x t  

0 0

1
( , ) [( ( )cos ( )sin )]

2 2

n

i n i n i
nr

u x t x O x n t P x n t
EA
 

 


           (21) 

载荷与深度，时间的函数 ( , )iF x t  

0

1
( , ) ( )cos ( )sin

2

n

i r n i n i
n

F x t EA O x n t P x nwt
x x






  
   

  
       (22) 

以上式中的 4 个傅里叶系数 n ， n ， n ， n 由实测的 D(t)和 U(t)曲线数值

积分求得。计算时也可将 2π 周期 k 等分，采用级数近似的方法计算。表述如下： 

2

0
1

1 2 2( )cos ( )cos 0,1,2...,
k

n
p

nD t n tdt D p p n n
k k

 
  

 

 
   

 
  (23) 
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2

0
1

1 2 2( )sin ( )sin 1,2...,
k

n
p

nD t n tdt D p p n n
k k

 
  

 

 
   

 
     (24) 

2

0
1

1 2 2( )cos ( )cos 0,1,2...,
k

n
p

nU t n tdt U p p n n
k k

 
  

 

 
   

 
   (25) 

2

0
1

1 2 2( )sin ( )sin 1,2...,
k

n
p

nD t n tdt U p p n n
k k

 
  

 

 
   

 
     (26) 

以（19）和（20）式为边界条件，用分离变量法求解方程（18）便可得出

抽油油杆任意深度 x 断面的位移随时间的变化。 

令 ( , ) ( ) (t)U x t X x T ， ( )X x 和 ( )T t 为分别仅含 x 和 t 的函数，将其代入波

动方程并整理得： 

2 2

''( ) '( ) ''( )
( ) ( ) ( )

T t cT t X x
a T t a T t X x

                       (27) 

上式仅含有一个独立变量，因而它等于一个常数，令其为 2
n ，代入(27)式

并将其分离成两个常微分方程： 
2 2

2

''( ) '( ) ( ) 0
''( ) ( ) 0

n

n

T t cT t a T t
X x X x





   


 
                  (28) 

方程组 (28) 中 (1) 式得周期解为： ( ) in tT t e  代入方程组第一个等式可得

方程 (27) 的特解 n ： 

n n ni                               (29) 

式中 n 和 n 为实数，其值为: 

2

1 1
2n

n c
na






 
    

 
                   (30) 

2

1 1
2n

n c
na






 
     

 
                  (31) 

当 n=0 时， 0 =0，方程组(28)变为： 

''( ) '( ) 0
''( ) 0

T t cT t
X x
 




                      (32) 

其解为： 
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( )
( )
T t

X x x


 




 
                        (33) 

方程组(28)中第二个等式解为谐波方程： 

X( )= sin cosn n n nx x x                       (34) 

综合以上各式，可求出方程（27）的解为： 

1
( , ) ( ) ( sin cos ) in t

n n n n
n

U x t x x x e       




           (35) 

再经过变换可得到 Gibbs 方程的解析解为： 

0 0

1
( , ) ( ( )cos ( )sin )

2 2

n

n n
n

U x t x O x n t P x n t
EAr
 

 


        (36) 

由胡克定律，抽油杆柱任意深度 x 断面上的动载荷随时间的变化为： 
( , )( , ) r

U x tF x t EA
x





                    (37) 

即： 

 ' '0

1
( , ) ( )cos ( )sin

2

n

r n n
n

F x t EA O x n t P x n t
 



            (38) 

式（35）和（37）中的函数系数如下： 

( ) ( ( ) ( )sin( ) ( ( ) ( )cos( )n n n n n n n n n n nO x k ch x sh x x sh x ch x x              (39) 

( ) ( ( ) ( )cos( ) ( ( ) ( )sin( )n n n n n n n n n n nP x k sh x ch x x ch x sh x x              (40) 

' ( ) ( ) ( ) ( ) sin( )

          ( ) ( ) ( ) cos( )

n
n n n n n n n n

r

n
n n n n n n n

r

O x sh x ch x x
EA

ch x sh x x
EA


      


      

 
   
 

 
   
 

        (41) 

' ( ) ( ) ( ) ( ) cos( )

           ( ) ( ) ( ) sin( )

n
n n n n n n n n

r

n
n n n n n n n

r

P x ch x sh x x
EA

sh x ch x x
EA


      


      

 
   
 

 
   
 

        (42) 

2 2

+=
( + )

n n n n
n

r n n

k
EA
   

 
                        (43) 

2 2

-=
( + )

n n n n
n

r n nEA
   


 

                        (44)   

式中 E 为弹性模量；Ar 为抽油杆柱的截面积；为曲柄的角速度。 
以上是一级抽油杆的系统动态参数的计算，在实际的油田生产过程当中，
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一般采用多级杆，所以对抽油杆柱的动载荷需要分级计算，逐级消除抽油杆住

动载荷。首先计算第一级杆柱末端载荷与位移；然后以第一级杆柱末端载荷为

初始及边界条件，计算第二级末端载荷即位移。以此类推，直至求出最后一级

末端的载荷和位移，得出泵功图。 
根据力的连续原理，计算第二级杆柱载荷与位移所需的傅里叶系数与计算

第一级杆柱的系数的关系如下： 

02 0=  ， '
2 =n r nEA O ， '

2 =n r nEA P ， 0
02 1 0= +

r

v L v
EA


， 2 = ( )n nv O x ， 2 = ( )n nP x  

4.2.2 Gibbs 模型的算法实现 

1) 对原始数据的处理 
由于附录 6 提到有关悬点功图数据的来源为自动测试，并且附件 1、2 所提

供的起始数据并不刚好是一个冲程的起点，上行，下行的时间可能并不完全相

等。通过对第一问原始数据位移的分析，我们判断冲程的起始、终止位移应为

0 m，且约定上行的位移为正。 
根据附件 1 与 2 中提供的冲次 n (分别为 7.6/min、4/min)，我们可以得到自

动取点的间隔时间 
60 /

1
nt

N
 


                           (45) 

其中 N 为实验数据的个数。 
根据上式，在 Matlab 中很容易得到时间与实验载荷、位移对应的分离值

D(t)、U(t)。例如图 7(a)红色点线，即实验悬点位移值与时间(或角度)的关系。 
 
2) 计算粘滞阻尼系数 c 
    根据地面示功图计算井下示功图时，必须首先确定阻尼系数，它是影响诊

断准确性的重要参数。抽油杆柱系统的阻尼力主要有抽油杆柱、接箍与液体之

间的粘滞性阻尼力；杆柱及接箍与油管之间的非粘滞性摩擦力；光杆与盘根之

间的摩擦力；泵柱塞与泵筒之间的摩擦力损失；泵阀和阀座内孔的流体压力以

及杆柱材料的迟滞损失等。国内外许多人进行这方面研究。但许多研究得出的

公式需要的参数较多，而且阻尼系数也随油区的变化，生产时期的不同，油井

状态的变化而变化，因而使用不方便。 
在本题此问中，我们首先采用 Gibbs 方程中所提供的方法计算粘滞阻尼系

数 c，在后文关于 Gibbs 模型的深入讨论中再采用其他方法计算该系数。 
根据文献，c 可以表达为： 

2
ac
L

 
                             (46) 

其中 为无量纲的阻尼系数： 

-2 2

1 1 2 2 n n

4.42 10 ( )=
( +...+ )

r hL P P T
A L A L A L


 


                 (47) 

式中 rP 为光杆功率：即是抽油机悬点载荷做功的功率，是提升液体和克服

井下消耗所需要的功率(kW)，可以由下式计算： 
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'

46 10
l

r
W SnP 


                           (48) 

其中 '
lW 为液柱载荷或转移载荷(N)： '

l b lW A L g  

Ab 为泵的横截面积(m2)，L 为杆长(m)， l 为混合液体密度(kg/m3) 

hP 即是所谓的有用功率或称有效功率，也称为水力功率，是指在一定时间

内，将一定量的液体提升一定的距离所需要的功率(kW)： 

=
86400h
QHgP                           (49) 

式中 Q 为日油井产液量(kg/d)，H 为泵对液体的有效提升高度(m)。 

考虑套压和回压的影响时，假设忽略气柱重力和进泵阻力的影响，并认为

环空中和油管中的液体密度相同，有效提升高度为： 

                610



g
PP

LH
l

CB
f


                   (50) 

式中 rP 、 hP 分别为回压和套压(MPa)；Lf 为动液面高度，可以由下式计算： 

6

p

10 ( )= B C b
f

l

W P P AL
A 

                     (51) 

从式(48-51)可以计算得到(47)式的 γ 值，进而计算得到 c 的值。根据附件 1
以及附近 2 中提供的油井基本参数，如表 2 所示：  

表 2 油井基本参数 
数据号 1 2 
井号 7# 1# 
日期 2012.5.30 2010.12.1 
泵径(mm) 70 44 
一级杆杆长(m) 792.5 523.61 
二级杆杆长(m) 无 664.32 
三级杆杆长(m) 无 618.35 
四级杆杆长(m) 无 无 
油层中深(m) 无 1893.1 
泵深(m) 793 1819.56 
冲程(m) 3.2 4.2 
冲次(1/min) 7.6 4 
一级杆杆径(mm) 22 25 
二级杆杆径(mm) 无 22 
三级杆杆径(mm) 无 19 
四级杆杆径(mm) 无 无 
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套压(MPa) 0.2 0.2 
含水率(%) 98 91.2 
油压(MPa) 0.3 0.3 
地面原油密度(g/cm3) 0.864 0.864 
地面原油粘度(mPa*s) 30 30 
原油体积系数 1.025 1.025 

 
我们用以上 Gibbs 法得到了阻尼粘滞系数值： 

 
表 3 Gibbis 法计算阻尼粘滞系数 c(1/s) 
泵型号 阻尼粘滞系数 c 
附件 1:7# 0.672 
附件 2:1# 0.729 

  
从表中可以看出，油井的阻尼粘滞系数大致在 0.6 左右，这与文献[4]估计

的 c=0.6 左右差距不大，可以慎重的选用为本文在 Gibbs 模型中的井液粘滞系

数。 
 

3) 系数求解 
根据 D(t) 和 U(t)，以及(23-26)积分计算四个傅里叶系数 σn，τn，νn和 δn。 
由于 D(t)，U(t)已经处理成离散值，使用 Matlab 编程对进行数值积分，本

文直接采用梯形积分 trapz 函数计算四个傅里叶系数，而非利用 n 的级数形式

进行近似计算。 
例如，对于 σ0，当 n=0 时，根据(23)式，分别利用积分和级数两种算法，

计算出这个参数数值分别为 71485.625 和 71608.706。可见两者相差 123.08，明
显存在较大的差别。由于 σ0 在最终求解 u(x,t)以及 F(x,t)时，对结果有着比较大

的影响，所以，算法的选择也十分重要。 
一般来说 n 越大越精确，但 Gibbs 等人[2]以指出 n>4 后给出的傅里叶系数

可以忽略。因此，本文计算中设 n 为 10。 

其他参数， n ， n ， nk ， n ，使用式(30),(31),(40),(44)编程可以容易求解。 

4) 其他相关函数 

( )nO x 、 ( )nP x 、 ' ( )nO x 和 ' ( )nP x 为计算泵位移和载荷的重要函数，通过(39-42)

式，联立求解出的各项系数，可以得到与时间对应的离散值。 
5) 位移与载荷 

通过位移与载荷特解的(35)以及(38)式，对傅里叶系数 n 求和，可以直接得

到各级连杆的位移和载荷值。 
 

4.2.3 油井泵功图 

基于以上对 Gibbs 模型的探讨以及算法描述，以及附录 1 和附录 2 中所提

供油井的基本参数，我们计算了#7 以及#1 号油井的泵功图，分别显示在图 8(a)(b)
中。 
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图 8 (a) #7 油井泵功图 (b)#1 号油井泵功图  

 
图 8 中蓝色实线均表示为地面实测悬点示功图，红色虚线为第一级杆的示

功图。图 8(b)中黑色点虚线为第二级杆的示功图，最后绿色点画线为三级杆的

示功图，即最下层的泵功图。将(a)(b)图中泵功图与本题附录 5 图 5(B)所示理论

泵功图形状基本吻合，表明所设计的模型与程序具有可用性。 
图 8(a)中黑色虚线为采用传统级数方法近似处理四种傅里叶参数后得到的

结果，可以看出，级数计算会很明显的忽略掉原始数据的一些细节问题，比如

右下角的锯齿部分。而采用精确积分(红色虚线)方法得到的结果则较好的体现

了示功图的特征。 
从上图可知，由地面示功图经计算机处理的得到泵功图，由于已经清除抽

油杆柱的变形、粘滞阻尼和振动等影响，会真实地反映泵的工作状况。这不仅

很容易地对影响抽油泵工作的各种因素做出定性分析，而且可以求出活塞冲程、

有效冲程、泵排量和油管漏失等。当求出正确的泵功图时，能够准确地推断出

抽油泵的工作状况[5]。 
为了更加明晰的显示每一级杆的位移与载荷的变化，我们在图 9 与图 10

中分别给出了两个油井的位移、载荷随时间的变化图。 
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图 9 #7 油井(a)位移(b)载荷随时间变化图 

   
图 10 #1 油井(a)位移(b)载荷随时间变化图 

 
在实际情况计算时，一定要考虑液体浮力的作用，基于 Gibbs 方程，利用

提供的悬点示功图数据，在计算出最下层杆的载荷后，需要减去杆所受到的浮

力，所以每一级杆所计算的载荷都会有一定程度的下降，这与 Gibbs 等人[1]所
报道的结果非常相似。 

 
4.2.4 对结果的误差讨论 

由于附件中没有给出油井管理器所测的地下泵功图，我们无法对比计算泵

功图与实验的误差，但是通过模拟一级杆长 x=1m 时的泵功图，我们可以估量

Gibbs 模型产生的误差，图 11 给出了假设一级杆 x=1m 时的泵功图与实测悬点

示功图的对比。 
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图 10 当 x=1m 时模拟的泵功图与地上示功图 

 
当 x=1m 时的泵功图，理论上应该与地上悬点所测的示功图一致。由图 10

可知，计算出的结果还是与实验值有一定误差，其产生误差可能性如下： 
1. 从地面示功图中取数据是自动机器采集的，在坐标轴上取数据时，不管

坐标轴线作的多么精细，误差是不可避免的。 
2. Gibbs 波动方程在杆式油井中应用过程中，傅立叶系数是通过载荷．时

间、位移．时间曲线计算出来的。而在取数据中，只有地面示功图，以位移为

等份取得数据。由于数据点个数有限，不能无限微分时间，所以为产生比较明

显的误差，如上图右下角锯齿部分。如果 Δt 可以取到足够小，那么计算出的结

果应当与实测值一致。 
3. Gibbs 模型本身的误差问题。Gibbs 假设杆柱在垂直井中工作，抽油杆柱

不与油管发生摩擦或摩擦载荷不计，显然，在实际情况下模型的假设是不可靠

的[6]。 
4. Gibbs 提到的相邻两杆在交界处的连接条件，没有考虑杆级连接处上级

抽油杆突出的环形面积所受的油管内液体的压力，也存在一定的误差。 
 

4.3 泵功图在油井产量中的应用 

我们建立了 2 个不同的泵功图估计油井产量的模型，一是泵的理论排量模

型，另一个是利用“有效冲程”估计的油井产量模型。前者基于抽油机的冲次、

冲程、抽油泵的参数、原油物性参数给出了油井的理论产量，后者则考虑了相

应的影响因素，如漏失和充气等的影响，更加接近实际的产量。 
 
4.3.1 泵的理论排量模型 

    假设柱塞冲程长度等于悬点冲程长度，泵内为油水两相混合物且充满时的

井口产液量为抽油机井的理论产液量。 
泵的工作过程是有三个基本环节所组成，即活塞在泵内让出体积，原有进

泵和从泵内排除原油。在理想情况下，活塞上、下一次进入和排除的液体体积

都等于活塞让出的体积 Vp。 
其计算表达式为： 
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Vp = ApS                         (52) 
其中：Ap 活塞的截面积(m2)，S 为光杆冲程(m) 

因此日产量 Qt 为： 

=1440t pQ A Sn                         (53) 

在实际油井中，由于不可以忽略冲程损失和液体的收缩对排量的影响，因

此我们建立模型二计算油井的实际产量。 
 

4.3.2 油井的实际产量模型 

油井的实际产液量 Q 是指井口原油脱气后的地面实际产液量，在抽油井生

产过程中，实际产量 Q 一般都比理论产量 Qr 低，两者的比值叫泵效，用表示。

即， 

 = tQ Q                            (54) 

影响泵效的因素很多，但从深井泵工作的三个基本环节（活塞让出体积，

原油进泵和从泵内排出原油）和经地面脱气和冷却后液体体积收缩来考虑，泵

效可以写为： 

p l g t=                              (55) 

其中 p 为活塞冲程影响系数,考虑抽油杆和油管变形对柱塞冲程影响; l

为液体漏失系数,考虑泵工作时液体漏失的影响; g 气为充满系数,考虑油井含

气的影响; t 体为液体的收缩性系数,考虑液体从井下到地面容器时体积减少

的影响。 
1) 冲程损失对排量系数的影响 

由于深井泵工作特点，抽油杆柱和油管柱在工作过程中承受着交变载荷，

从而发生弹性伸缩，使活塞冲程 pS 小于光杆冲程 S。因而，减小了活塞让出的

体积。如图 11 中斜线所示，为抽油杆柱和油管弹性变形对冲程的影响。 

 
图 11 理论示功图 
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活塞冲程影响系数 p 可按下式计算： 

p
pS S

S S





                          (56) 

冲程损失主要考虑静载荷和惯性载荷的影响。 
a) 静载荷响引起的冲程损失 

由于作用在柱塞上的液体的重量在上、下冲程中交替分别有油管道抽油杆

柱再由抽油杆柱转移到油管,从而引起杆柱和管柱交替增载和卸载,使杆柱和管

柱发生交替的伸长和缩短。根据胡克定理有: 

=1
= '( + )

n
ri t

r l
i r ri t t

L LW
E A E A

                     (57) 

其中 'lW 为液柱载荷(N)； '=l p l rW A L g ； r 为静载荷影响引起的冲程损失

(m)； l 为液体密度(kg/m)； riL 为第 i 级杆的长度(m)； tL 为油管的长度(m)； tA

为油管截面积(m)； E 为抽油杆的弹性模量(N/m2)； tE 为油管弹性模量(N/m2)。 

b) 惯性载荷引起的冲程的损失 
当悬点到达上死点时,柱塞速度趋于零，抽油杆由于惯性还会带着柱塞继

续上行，使柱塞比静载变形时向上多移动一段距离。当悬点到达下死点时，抽

油杆的惯性力向下，使抽油杆伸长，柱塞又比静载变形时向下多移动一段距离。

因此，由于惯性载荷作用，柱塞冲程比静载变形时要增加。惯性载荷引起的冲

程增加量 g 由下式计算： 

2

1790
r r

g
r r

W Sn L
A E

                          (58) 

式中： g 为惯性载荷引起的冲程增加量(m)； rW 为杆柱重量(N)。 

根据 = -r g   得： 

+p r g
p

S S
S S

 



                        (59) 

2) 气体对泵效的影响 

抽油泵工作时,总会有或多或少的气体伴随油流进入泵内。气体的来源主要

是：(1)井下游离气进入泵中；(2)上冲程时吸入泵中的液体在泵的入口处油气分

离所产生的气，如图 12 所示是泵内充气的泵功图。气体对排量系数的影响可用

充满系数 g 来衡量。 

g
1
1

KR
R







                          (60) 
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其中 K 为余隙比， = s pK V V ， sV 为活塞在下死点时，吸入凡尔和排出凡尔

之间的泵筒容积（称余隙容积）， pV 为活塞让出体积，R 表示泵内气油比。 

 
图 12  充气时的泵功图 

 

3) 液体的收缩性对排量系数的影响 

在泵吸入处的压力和温度的条件下，一定体积的混合液进入抽油泵泵筒,
而当它们到达地面油罐时由于进行了脱气和冷却，使油和水的体积都会发生变

化。液体的收缩性对排量系数的影响大小可用液体的收缩性系数来表示。液体

的收缩性系数可按下式计算： 

t
1

(1 )o W W Wb F b F
 

 
                     (61) 

ob 为原油体积系数， Wb 为水体积系数， WF 为含水率。 

一般的，对于泵吸入口 P = 1.5×l06-3.0×l06Pa 和 T=30-40℃时 ob =1.1-1.5，

Wb =1.005-1.025。 

4) 漏失对排量系数的影响 

影响排量系数的漏失包括:泵筒与柱塞间隙漏失、阀漏失、油管丝扣漏、腐

蚀穿孔漏、制造缺陷的管壁砂眼、裂缝漏和泄油器漏等。 
正常情况下,仅考虑泵筒与柱塞间隙漏失,液体漏失按下式计算： 

3

l

1.57D
0.5p

p p
p

p
Q D v

L


 


                    (63) 

其中 od l pP P gL  ， /30p pv S n ， d ip P P          

1Q 为柱塞与泵筒间的漏失(m3/s)， 为井液体动力粘度(Pa.s)； 柱塞与套

筒配合单边间隙(m)； pL 为柱塞长度(m)； pv 为柱塞移动速度(m/s)； p 为柱塞
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两端压差(Pa)； oP 为油压(Pa)； iP 为沉没压力(Pa)。 

统一单位后，可以得出液体漏失 l 系数为: 

1
l

864001 Q
Q

                          (64) 

根据问题二中计算的泵功图可得，所研究的两口井可以忽略漏失和充气的

影响，因此我们只考虑冲程损失和液体的收缩对排量的影响。结合两口抽油井

的参数见表 2，编写程序计算出了两口井的理论产量和实际预测产量，如下表 4： 
 

表 4  油井产量 

 理论产量 t/d 实际预测产量 t/d 
#7(1 级杆) 134.4 122.6 
#1(3 级杆) 36.7 31.1 

 
由上表可知，考虑了有效冲程和液体压缩系数#7 井的产量与理论产量比值

= tQ Q 为 0.9123，#1 号为 0.8480。可见载荷和液体压缩系数对产量的影响比

较大。 
产量的影响因素还有很多，针对具体的油田需要考虑实际的情况，考虑相

应的影响因素，如漏失和充气等的影响。 
 

4.4 Gibbs 模型的深入研究 

    Gibbs 方程将所有的粘滞阻尼影响都归结为等效的粘滞阻尼影响这一项，

所以该系数对泵功图的计算结果有很大影响。对于 Gibbs 模型中粘滞阻尼系数，

很多学者都是依据一些假设而给出的，并不能完全反映实际情况，因此本文就

此对其进行了深入的研究，并提出了一些改进。 
4.4.1 考虑比能损失推导的阻尼粘滞系数 

由 Gibbs 在 1967 年所发表的文章可知，阻尼系数可以通过式(46)
2
ac
L

 
  

解出来，其中关键参数为无系数阻尼因数 的。这里我们给出一种基于以下假

设计算新的 的计算方法[7]。 

首先给出该模型的假设： 
1) 假设光杆悬点系简谐运动，并以光杆瞬时运动速度的均方根来表示推油

杆运动的平均速度。 
2) 用推油杆柱运动平均速度的积分表示粘滞阻尼损失。 
3) 将抽油杆柱在粘滞性液体中运动时由粘滞阻尼引起的弹性比能损失的

位移，等效为同种液体在与推油柱尺寸相同的长直导管中等温，层流流动时比

能损失的压头高度。 
4) 认为在上述两种情况下，其无因次阻尼常数相等，即 γ=λ。 



26 
 

其具体公式推导如下： 
1) 因粘滞阻尼而造成的弹性比能损失的位移 
利用水力学中的“达普卡-比尤巴塔（Dapcu-Beulata）”公式计算出液体的

压头损失 LH ，等效表示抽油柱在同种液体中运动时因粘滞阻尼造成的弹性比能

损失的位移 'LH  

2
' ( / )( / 2 )L L cpH H L D V g                    (65) 

2) 抽油杆柱在粘性液体中运动时，因粘滞阻尼造成的弹性比能损失的 'LN   

'LN FV                         (66) 

其中，

 

1 1 2 2

'

( )

/

r l

n n
cp

L

F QT
A X A X A XQ V

L
V H T

  


  
 






 

代入，得： 

  1 1 2 2
'

( ) 2' n n
L r l L

A X A X A X SN H
L T

 
 

          (67) 

3) 用实测光杆马力与抽油泵水马力计算 'LN  

' 75( )L r hN P P                         (68) 

4) 相关参数计算 

光杆马力 rP 和抽油泵马力 hP 的计算详见式(48)和(49) 

5) 计算的值。 
    联立（65），（67）和（68）式有， 

 

3

3
1 1 2 2

184 ( )
( / )( )

r h

r l n n

L P P T
L D A X A X A X S


 




   
 

所以有， 

 

3

3
1 1 2 2

184( )
2 2 ( / )( )

r h

r l n n

P P Ta ac
L L D A X A X A X S

  

 


 

   
     (69) 

  对于本文所研究的两口井，我们采用表一中两口井的数据和在问题二中

计算出的相关参数的值，可以得到： 
1) 一级杆抽油结构： 
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3

3
1 1 2 2

3

4 3

184( )
( )( / )( )

184 792.5 (12.0821 10.8955) 1.360 (7.98)
(8456 997.28)(792.5 / 0.022)(792.5 3.80 10 )(3.2)
0.431

r h

r mix n n

P P Tc
L D A X A X A X S 






   

    


  

         

 

结果与问题二中按 Gibbs 方法求得的值 0.676 具有相同的数量级，说明结果

的正确性；但同时也应注意到与之前计算的有一定差别。 

2) 三级杆抽油结构。 
利用同样的公式，可以计算得到 

0.295c   
与在问题二中计算得到的 c 的数量级相同，同时结果也偏小。 
 

4.4.2 利用摩擦功确立的阻尼系数计算公式 

    在解 Gibbs 波动方程时，可用等值阻尼代替真实阻尼，从而简化阻尼参数

的求解。代替的条件是以系统中消除等值阻尼力时，每一个循环中的能量与消

除真实阻尼时相同。所以，可以通过计算抽油杆在一个循环中由粘滞阻力引起

的摩擦功来确定阻尼系数[8]。 
具体推导如下： 
微元 dx 的粘滞阻力 

rd F r
u uF C dx c A dx
t t


 

 
                     (70)

 

长度为 L 的抽油管在一个周期内的总粘滞摩擦功 
2

0 0 0 0

L T L T

d r
u uW F dtdx c f dt dx
t t


   

    
    

   
           (71)

 

联系上述两式，有 

2

0 0

L T

r r

Wc
uA dt dx
t




  
  

   
 

                  (72)

 

其中总粘滞摩擦功的计算公式如下：   

 

 

2
1

1 0 0
2

1 0 0
2

412 1
ln

4                  1

L T

L T

x L

B uW B dt dx
m B t

u uB dt dx
B t t





      
       

     

   
       

 

 
           (73)

 

其中  t

r

Dm
D

  ，
2

1
1 1

2ln
mB

m


  ，
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4
2

( 1)1
ln

mB m
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为油层中液体的动力粘度，满足 lg lgi i
i

x  [9]。 

将上式代回粘滞摩擦系数的表达式有 

 
0 0

1 1 2
2

0 0

2 1 4 1
ln

L T

x L

L Tr r

u u dt dx
t tc B B

A m B u dt dx
t







  
     
                       

 

 
         (74)

 

到这里还不能直接计算 c，因为
u
t




还不知道。 

一种解决方案是将悬点运动看成简谐运动，考虑无粘滞阻尼（c=0）时的

情况，此时 Gibbs 方程简化为一个简谐运动方程： 
2 2

2 2

u ua
t x

 


                             (75)
 

对应的边界条件为 

 0| 1 cos
2

0

x

r x L

Su t

uA E
x






 


 

                        (76)

 

由此无粘滞阻尼的简谐运动方程解得： 

cos tan sin sin
2

1 sin
2 cos

x L

u S x L x t
t a g a
u S t
t L

a

  
 

 


 
  

  






     

 

带入式，得 

 1 1
2

2 1 4 21 1ln cos
sin

r r

c B B LA m B LLa a
a



 


  
  
   

     
   
  
            (77)

 

对于本文所研究的两口井，代入表一中所列的和前文中计算出的相关数据

可得出其阻尼系数。 
1）一级杆的粘滞阻尼系数 

0.1266L
a


   
70 3.182
22

t

r

Dm
D

   ，
2

1
3.128 1 1 2.941
2ln 3.128

B 
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222 2

4 4
2

3.128 1( 1)1 3.128 1 29.572
ln ln 3.128

mB m
m


        

 
 

 
 

3

4

2 3.14 0.9588 10
8456 3.8013 10

1 4 22.941 1 2.941 1ln 3.182 29.572 0.1266 cos 0.1266
sin 0.1266

0.00556

c




  
 

 

 
 
     

   
  

      

这个数据和前面得到的相差很大，这与相关文献[10]的结论相符。因为影

响阻尼的因数相当多，而且很多因数也很难确定。不同估算方法可能会出现很

大偏差，要靠实际情况进行取舍。 
2) 三级杆的粘滞阻尼系数 

用相同算法，可以得到 
0.02073c   

同样也小于前面计算得到的值，不过没有一级杆的变化幅度大。从公式中可以

看出当泵径与抽油杆杆径比值减小时，这种算法得到的值会快速增加。 
4.4.3 改进的利用摩擦功确立的阻尼系数计算公式 

(77)式所得到的公式是根据(73)式经过简谐简化而来的，当时这么处理的原

因是
u
t




的值无法求出。实际上我们可以根据 Gibbs 方程中根据悬点的位移-载

荷计算得到 ( , )u x t 的表达式进行计算[10]。其表达式具体如下： 

 0 0
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2 2
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其对时间的微分为： 

1
( cos ( )sin )

n

n n
n
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               (79) 

首先取 c=0，由（4-18）式得到
u
t




后代入（73）式，得到新的 c 的值；然

后反复不断迭代，即采用简单迭代法，就可以达到 c 的精确值。这样的计算量

对现代计算机来说是非常轻松的。 
对于本文所研究的两口井，用表 2 中和前文计算出的相关数据，用 Matlab

进行编程。取 c 的初值为 0 和 1 进行对一级杆和三级杆 10 次迭代，迭代次数为

0 使得数据为初值。其结果如下所示： 
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表 5  7#井(一级杆)的粘滞阻尼系数 

迭代次数 粘滞阻尼系数 c 
 迭代初始值 0 迭代初始值 1 
0 0.000000000000000 1.000000000000000 
1 0.005562417923472 0.005562572772747 
2 0.005562418787073 0.005562418787097 
3 0.005562418787073 0.005562418787073 
4 0.005562418787073 0.005562418787073 
5 0.005562418787073 0.005562418787073 
6 0.005562418787073 0.005562418787073 
7 0.005562418787073 0.005562418787073 
8 0.005562418787073 0.005562418787073 
9 0.005562418787073 0.005562418787073 
10 0.005562418787073 0.005562418787073 

 
表 6  1#井(三级杆)的粘滞阻尼系数 

迭代次数 粘滞阻尼系数 c 
 迭代初始值 0 迭代初始值 1 
0 0.000000000000000 1.000000000000000 
1 0.020811847020028 0.020819539468035 
2 0.020811986847566 0.020811986899410 
3 0.020811986848509 0.020811986848509 
4 0.020811986848509 0.020811986848509 
5 0.020811986848509 0.020811986848509 
6 0.020811986848509 0.020811986848509 
7 0.020811986848509 0.020811986848509 
8 0.020811986848509 0.020811986848509 
9 0.020811986848509 0.020811986848509 
10 0.020811986848509 0.020811986848509 

 
可以看到，c 的值收敛很迅速，第一次计算之后前两位有效数字就已经稳定。

和前面所使用简谐近似所得到的 c 值相比也十分接近，这进一步验证了简谐近

似的合理性和正确性。初值的影响对结果不是很大，这可能与收敛值比较小有

关系。从表中可以看出迭代 5 次之后前五位有效数字就不再发生变化，这对于

工程上的问题已经足够。如果 c 的实际值比较大则达到收敛值迭代次数会增多，

但是一般迭代 10 次已能满足精度要求的。 

五、模型的评价及推广 

本文紧密围绕题干提出的四大问题，从经典物理运动规律和机械原理出发，

运用数学思维，结合波动方程，建立了抽油机系统的简化模型并求解。 
针对游梁式抽油机的几何特征和运动关系，我们分别运用简谐近似模型和

曲柄滑块模型对其进行求解，并与精确解析解进行了比较，结果发现除加速度
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局部有微小差别外，三种方法所得其他参数差别较小，可以用于实际油井分析。

对于简谐近似和曲柄滑块模型由于不同的抽油机的参数的限制，这种简化有时

候带入的误差会比较大，但是可以满足一般的计算。当需要精确计算时则可以

采用精确解析解法。 
为了获得抽油机系统的动态参数，我们根据 Gibbs 给出的悬点示功图转化

为地下泵功图模型，对其进行分析并采用精确的数值积分求解算法进行求解，

得出两口井的泵功图，并与传统级数算法结果对比，克服了传统算法过程繁杂

性，我们利用现代计算机采用较精确的算法，不仅提高了计算速度而且提高了

精度。 
根据 Gibbs 模型计算得出的泵功图对油井产量的影响，由于油井产量的影

响因素较多，我们根据实际油井的情况，采用了两种方法对两口油井的产量进

行了估计，一种模型基于抽油机的冲次、冲程、抽油泵的参数、原油物性参数

给出了油井的理论产量，另一种则考虑了相应的影响因素，如有效冲程、液体

收缩性、漏失和充气等的影响，更加接近生成实际情况。不同的油井其产量估

计应考虑其相应的因素。 
最后，我们针对 Gibbs 模型波动方程进行分析，在传统阻尼系数计算方法

的基础上，使用了三种改进方法：考虑比能损失,摩擦功，改进的摩擦功方法重

新计算了阻尼系数，更真实的反应实际情况。由于阻尼系数的影响因素相当多，

而其中的许多因素很难确定，也有诸多计算方法，但是对于具体油井要通过试

算的方法选用适合本油井的阻尼系数计算公式。 
当然，由于专业知识以及时间的限制，我们的模型还有很多地方值得推敲

和进一步改进，但总体上已完成了题目本身的各项要求，并有所创新。而且我

们的模型结合实际情况不仅可以应用于油田的生产分析，还可以改进应用于其

他开采生产设计分析。 
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附录 

相关可执行程序已经打包在 C80144001 程刘马 fj.rar 文件中。 
包含 4 个问题 4 个文件夹，分别说明如下： 
 
问题一： 

jqjx.m：精确解析法计算运动参数 
duli_sim.m：简谐近似以及曲柄滑块机构计算的运动参数以及相关图形的程序。 
a_jqjx.dat，v_jqjx.dat，E_dis_jqjx.dat：分别为 jqjx.m 精确解析法计算出的悬点

加速度，速度以及位移文件，用于 duli_sim.m 中画图。 
E_dis_exp_new.dat：实测#7 油井悬点位移值 
 
 

问题二： 

gibbs.m：解决一级杆油井的 Gibbs 方程 
gibbs3.m：解决三级杆油井的 Gibbs 方程 
E_dis_exp_new.dat：实测#7 油井悬点位移值 
E_zaihe_exp_new.dat：实测#7 油井悬点载荷值 
E_dis_exp3_new.dat：实测#1 油井悬点位移值 
E_zaihe_exp3_new.dat：实测#1 油井悬点载荷值 
u_js.dat，f_js.dat：分别为级数法(子文件夹 jishu)中计算的#7 油井位移载荷值 
 
问题三： 

chanliang.m：计算两台油井的产量 
运行后能直接输出相关模型对于的产量值 
 
问题四： 

Question4_2_1_1.m 1 级杆的 c 值。 
运行结果中 c 为 Gibbs 方法计算的，c_new 为第一种方法所得。 
Question4_2_1_2.m 3 级杆的 c 值。 
运行结果中 c 为 Gibbs 方法计算的，c_new 为第一种方法所得。 
Question4_2_2_1.m 1 级杆的 c 值。 
运行结果中 c 为 Gibbs 方法计算的，c_new2 为第二种方法所得。 
Question4_2_2_2.m 3 级杆的 c 值。 
运行结果中 c 为 Gibbs 方法计算的，c_new2 为第二种方法所得。 
 
对于文件夹中的程序，请分别运行 
Question4_2_3_1.m 
Question4_2_3_2.m 
计算结果为不同初值迭代之后得到的粘滞阻尼系数 
它们计算时间比较长，大约为 5-10 分钟，请耐心等待。 
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