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题 目         有杆抽油系统的数学建模及诊断 

摘       要 

有杆抽油系统是油气田开发领域中占据主导地位的采油地面设备，本文从研究抽

油机悬点运动出发，合理假设，依次建立了有杆抽油系统的运动规律模型、Gibbs 求

解模型、功图量油中有效冲程和面积模型、波动方程反解阻尼系数模型。 

针对问题一，四连杆机构将电机的圆周运动转变为抽油杆的往复运动，为使附录

4 定义的机构能完成周期运动，对滑块 D 进行了分析认为此点处不仅存在转动同时存

在一定移动。在对悬点的运动规律研究时，在不同的假设基础上分别建立两种模型：

B 点为曲柄滑块运动模型和 B 点正常运动的精确分析模型，通过几何关系来得出滑块

转角与位移、速度、加速度关系。同时与附件所给数据对比得出：钢缆的伸缩和驴头

的影响对于悬点的位移有较大的影响。 

针对问题二，根据给定的 Gibbs 模型，通过采用分离变量法、Fourier 级数逼近

得出相应的位移和载荷的解。在本问中选取初始条件：悬点处为坐标原点、时间起始

点为 0 时刻；边界条件：悬点动载荷函数 0
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   。在模型求解过程中由于 Gibbs 的波动方

程中去掉了重力项，在输入时将光杆载荷中减去抽油杆的空气重力；对于阻尼系数的
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选取时，本文通过对图版图形数字化处理，分段拟合输入，最终利用 MATLAB 编程得

出单杆和多杆下的泵示功图；同时通过改变阻尼系数对其进行敏感性分析。 

针对问题三，利用第二问中的泵功图，建立两种功图量油模型：A.有效冲程法模

型，B.面积法模型。A模型中通过有效冲程的物理定义和取小原则建立，基于合理的

泵功图数据，采用曲率法及五点平均法，确定凡尔点位置，进而计算得到泵的有效冲

程，得出产液量为 1440 ( )s pe p p vQ N S A Q       混合液
；B模型是通过示功图

可以反应油井工况原理得出关系式 
p

A
Q Q

A
泵功量油 理论

，利用有向面积法从而计算

出产液量。对比两种模型，最终推荐倾向于有效冲程法的计算数据。 

针对问题四，主要的思想是能够利用测得的杆上有限个点的载荷和位移，代入

Gibbs 模型能够反解出阻尼系数。在应用过程中首先对波动方程进行有限差分分解，

在悬点附近采集数据进行矩阵化处理，利用最小二乘法求解矛盾方程组系数从而反求

出阻尼系数，这种利用实测数据进行反求阻尼系数可以很好的避免假设对结果的影

响。 

 

 

关键词：Gibbs 模型  Fourier 级数逼近  功图量油  有限差分法  反解 
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1 问题重述 

目前，开采原油广泛使用的是有杆抽油系统（垂直井）。电机旋转运动转化为抽

油杆上下往返周期运动，带动设置在杆下端的泵的两个阀的相继开闭，从而将地下上

千米深处蕴藏的原油抽到地面上来。 

描述抽油杆中任意一水平截面处基本信息的通用方法是示功图：它是该点随时间

t 而变化的荷载（合力，向下为正）数据作为纵坐标，以该点垂直方向上随时间 t 而

变化的位置相对于 t=0 时刻该点位置的位移数据作为横坐标构成的图形。函数关系表

现为位移-荷载关于时间 t 的参数方程。一个冲程中示功图是一条封闭的曲线。 

抽油杆上端点称为悬点，在一个冲程期间，仪器以一系列固定的时间间隔测得悬

点 E 处的一系列位移数据和荷载数据，据此建立悬点 E 的示功图称为悬点示功图。 

“泵”是由柱塞、游动阀、固定阀、部分油管等几个部件构成的抽象概念，泵中

柱塞处的示功图称为泵功图。因为受到诸多因素的影响，在同一时刻 t ，悬点处的受

力（荷载）与柱塞的受力是不相同的；同样，在同一时刻 t ，悬点处的相对位移与柱

塞的相对位移也不相同。因此悬点示功图与泵功图是不同的。示功图包含了很多信息，

其中就有有效冲程，泵的有效冲程是指泵中柱塞在一个运动周期内真正实现从出油口

排油的那段冲程。工程上一般根据示功图形状与理论示功图进行对比来判断抽油机工

作状态。 

通过悬点示功图可以初步诊断该井的工作状况，如产量、气体影响、阀门漏液、

沙堵等等。要精确诊断油井的工作状况，最好采用泵功图。然而，泵在地下深处，使

用仪器测试其示功数据实现困难大、成本高。因此，通过数学建模，把悬点示功图转

化为杆上任意点的示功图并最终确定泵功图，以准确诊断该井的工作状况，是一个很

有价值的实际问题。 

请解决以下问题： 

问题一：光杆悬点运动规律 

电机旋转运动通过四连杆机构转变为抽油杆的垂直运动。假设驴头外轮廓线为部

分圆弧、电机匀速运动，悬点 E 下只挂光杆。求出悬点 E 的一个冲程的运动规律：

位移函数、速度函数、加速度函数。并与有荷载的悬点位移数据进行比较。 

问题二：泵功图计算 

1966 年，Gibbs 给出了悬点示功图转化为地下示功图的模型，由于受计算机速度

的限制，直到近些年才得以被重新重视。请使用 Gibbs 模型，给出由悬点示功图转化

为泵功图的详细计算过程，包括：原始数据的处理、边界条件、初始条件、求解算法；

分别计算出附件中两口油井的泵功图数据；并分别绘制出悬点示功图和泵功图。 

问题三：泵功图的应用（选做 1 问） 

1）建立 2 个不同的由泵功图估计油井产量的模型，其中至少一个要利用“有效冲

程”；并利用附件中的数据分别估算两口油井一天的产液量。 
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2）如图 5（C）形式的泵功图表示泵内有气体，导致泵没充满。请建立模型或算

法，以由计算机自动判别泵功图数据是否属于泵内有气体的情况。并所给附件对应的

泵功图进行计算机诊断是否属于泵内充气这种情况。 

问题四：深入研究的问题（选做 1 问） 

1）请对 Gibbs 模型进行原理分析，发现它的不足。在合理的假设下，重新建立

抽油系统模型或对现有模型进行改进；并给出由悬点示功图转化为泵功图的详细计算

过程，包括：原始数据的处理、边界条件、初始条件、求解算法；利用所给附件数据

重新进行计算；对计算结果与问题二的计算结果进行比较，分析模型的优缺点。 

2）Gibbs 模型在数学上可简化为“波动方程”:
t

u
c

x

u
a

t

u














2

2
2

2

2

  其中 a 为已

知常数，c 称为阻尼系数，鉴于大多数的阻尼系数公式是作了诸多假设后推出的，并

不能完整地反应实际情况。如果能从方程本身和某些数据出发用数学方法估计参数 c，
贡献是很大的。对此，请你进行研究，详细给出计算 c 的理论推导过程并尽可能求出

c。如果需要题目之外的数据，请用字母表示之并给出计算 c 的推导过程。 

 

2 问题分析 

问题 1 的主要内容是在一定的假设基础上，将悬点的位移转化为游梁两端点的位

移，再根据抽油机四连杆机构简图进行几何关系分析，从而将滑块的转动与悬点的位

移相应的联立起来，得出悬点的位移函数，对方程求导即可进一步得出悬点的速度与

加速度函数。 

问题 2 的分析是基于 Gibbs 模型的基础上，并利用分离变量法求得截断的

Fourier 级数近似解；而边界条件就是地面情况下的示功图，初始条件即为初始时刻

得到的悬点载荷或位移的关系。通过上述方程组可以得出地下泵的载荷和位移的解，

此时利用傅立叶系数、阻尼系数既可以求出泵的位移函数、载荷函数。但是值得注意

的是对于阻力系数的确定由于方法很多，在选用的过程中需要考虑最终算出的泵示功

图是否符合，来加以准确化。 

问题 3 中对于产量的计算是在泵功图的基础上求的，此时若能够找到产量与泵功

图之间的联系或建立两者相关的模型即可求出对于油井产液量的确定。而对于抽油杆

采油来说运用最为广泛的是“功图量油”技术。而其中最为普遍的为有效冲程和面积

法来测产量，故利用给出的相关数据及示功图就可以求解该问。 

对于问题 4 主要的思想是能够利用测得的杆上有限个点的载荷和位移，利用

Gibbs 模型能够反求出阻尼系数。而对于这一点，首先需要对波动方程进行离散化，

对于实测数据进行矩阵处理，最后利用最小二乘法理论进行系数求解最后得到的阻尼

系数。 

3 基本假设 

本文总体基于以下基本假设： 
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1. 抽油杆为钢制且均匀； 

2. 抽油机的油管是锚定的，不考虑抽油管的长度变化； 

3. 驴头外轮廓线为部分圆弧，电机匀速运动； 

4. 不考虑地面传动装置运动件的惯性对电动机负荷扭矩的影响； 

5. 光杆与第一级抽油杆粗细相同，将其与第一级抽油杆同等看待，长度也计入

第一级。 

4 问题一 

该问题主要是根据抽油机四连杆机构简图进行几何关系分析，从而将滑块的转动

与悬点的位移联立相应的关系，从而进一步可以得出悬点的速度与加速度函数。 

4.1 符号说明 

符

号 
含义 

单

位 

φ 连杆与轴线 BB’之间夹角 度 
r 曲柄半径 mm 
l 连杆长度 mm 
a 前臂 OA 长度 mm 
b 后臂 OB 长度 mm 

AS
 B 点运动位移 mm 

Ψ 连杆与轴线 BB’之间夹角 mm 

 B 点运动位移 mm 

Ψ 连杆与轴线 BB’之间夹角  

AS  A 点运动位移 
m

m 

AV  A 点运动速度 
m

m/s 

Aa  A 点运动加速度 2/mm s  

ES  E 点运动位移 
m

m 

EV  E 点运动速度 
m

m/s 

BS
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Ea  E 点运动加速度 2/mm s  

λ r/l —

— 

w D 点运动的角速度 
—

— 

I 游梁轴中心到曲柄轴中心的水平距

离； 
m

m 

J 曲柄轴中心到游梁轴中心距离 
m

m 

G 曲柄轴中心与底座间的高度 
m

m 
χ C 与 J 的夹角 度 

H 游梁轴中心与底座底部间的高度 
m

m 
ρ K 与 J 的夹角 度 
Ψ C 与 J 的夹角 度 

K 游梁轴中心到曲柄轴中心的距离 
m

m 

b  驴头在下死点位置的 Ψ 角 度 

t  驴头在上死点位置的 Ψ 角 度 

α 曲柄半径 R 与连杆 P 之间的夹角 度 
β 游梁后臂 C 与连杆 P 之间的夹角 度 
θ 曲柄转角 度 
φ 曲柄初相角 度 

4.2 题设分析 

通过对于机构（如图5-1）中给定条件的分析，若D点处仅存在转动，不能确定游

梁AB水平时BDO’是否成一条直线且处于垂直于AB的位置，因而无法直接由几何关

系求得OO’。 
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图 4-1 抽油机四连杆机构简图 

此时若假设其AB、BDO’垂直关系成立，由题目数据解三角形得到OO’，使得

OO’+O’D>OB+BD成立，则本机构显然不能完成圆周运动。为此，我们必须进一步提

出假设，由工程实际可知，B、D两处铰接存在间隙，且在D点处，既存在转动副又

存在移动副，其中移动副只允许B、D在  ( ' '( ) ( )OO O D OB BD     )范围能相对

运动，即时将D视为曲柄滑块。如此，才能实现附录4中机构的周期运动 

由此，我们得知，滑块 D 位于上顶点是 E 到达下死点，而 E 到达上死点需滑块

D 运动到 OO’延长线与 D 运动圆周的交点处，并非 6 点钟方向，故基于该点进行如

下模型建立。 

4.3 模型的建立 

游梁式抽油机悬点的运动规律可简化为简谐运动模型和曲柄滑块机构模型。由于

简谐运动模型考虑的条件过于理想化，忽略了抽油机运行时的多种复杂情况，只能用

于粗略估算和简单分析。所以实际应用中常采用曲柄滑块模型来进行一般的计算和分

析。此时为了更好的了解抽油机悬点的运动规律，下面从考虑做曲柄滑块运动和精确

分析两种方法来进行运动分析。 

4.3.1 简化为曲柄滑块机构的模型 

1）模型的假设： 

a) 电机匀速运动，D 点绕 O’点旋转的角速度不变； 

b) 由于题设中连杆 BD 长度较曲柄半径 O’D 较长，故 B 点以很小的弧度运动，

理想化将其考虑为直线运动； 

c) E 与 A 点之间不考虑钢缆伸缩变形； 

d) 不考虑驴头转动在 A、E 之间位移变化的影响，即保证 A、E 点位移变化相

同。 
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2）模型的建立[1]： 

对于连杆运动时，当 t=0 时刻（即 φ=0）时，油梁与连杆的连接点 B 在 B’,为距

曲柄轴心最远，此时 E 位于下死点；当 φ=0 时，B 点在 B”处，为距曲柄轴心最近位

置，此时 E 位于上死点（如图 5-2） 

 

图 4-2 简化为曲柄滑块机构的简图 

故此时 O’B’=l+r，O’B”=l-r，B 点最大位移为 2BS r 。 

此时从图形中可以得出： 

' ' ' ' 1 'BS BB O B O B r O B                      （4-1） 

在三角形 O’DB 得： 

' ' cos cosO B O C BC r l                     （4-2） 

故： 

1 ( cos cos )BX r r l             

(1 cos ) (1 cos )r l       

[(1 cos ) 1/ (1 cos )]r                     （4-3） 

由三角形 O’DB，利用正弦定理，有 

sin sinr

l
                   

2 2 2cos 1 sin 1 sin                       （4-4） 

通过上述式子得： 
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2 21[(1 cos ) (1 1 sin )]BS r   


                   （4-5） 

将上面式子中 2 21 sin  进行二项式展开简化有： 

2 2
2 2 sin1 sin 1

2
 

                      （4-6） 

故最终得出 B 点位移公式为： 

2(1 cos sin )
2BS r


                       （4-7） 

通过求出的 B 点的位移公式利用杠杆原理，得出 A 点位移公式为： 

A B

a
S S

b
                           （4-8） 

又由于假设即不考虑 E 与 A 点之间钢缆伸缩变形；也不考虑驴头转动在 A、E

之间位移变化的影响，此时有： E AS S  

故求的 E 点的位移函数为： 

2(1 cos sin )
2E

ar
S

b


                       （4-9） 

此时将 E 点的位移函数对时间求导，得出的速度函数为： 

(sin sin 2 )
2E

arw
V

b


                      （4-10） 

此时将 E 点的速度函数对时间求导，得出的加速度函数为： 

2

(cos cos 2 )E

arw
a

b
                      （4-11） 

4.3.2 精确分析模型 

由于上面建立的模型是假设较为理想情况的 B 点的位移为竖直方向上直线

运动，而实际情况下 B点运动时是有一定的幅度的，故在此基础上进行进一步的

精确分析。 

1）模型假设： 

a) 电机均匀运动，D 点绕 O’点旋转的角速度不变； 
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b) E 与 A 点之间不考虑钢缆伸缩变形； 

c) 不考虑驴头转动在 A、E 之间位移变化的影响，即保证 A、E 点位移变化相

同。 

 

2）模型[2]32-38的建立： 

对于通过机构图（如图 4-3）中可以得出以下几何关系： 

 

图 4-3 抽油机精细分析机构简图 

对于在三角形 OO’D 和 OBD 里面通过正弦、余弦定理可以得出如下： 

2 2 2 cos( )J K r Kr D                      （4-12） 

2 2( )K I H G                       （4-13） 

x                              （4-14） 

2 2 2
1cos ( )

2
b J P

bJ
   
                    （4-15） 

1sin [ sin( )]r
D

J
                         -16） 

当 A 点位移上死点和下死点时有： 

2 2 2
1 ( )cos [ ]

2b

b K l r

bK
    

                  （4-17） 
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2 2 2
1 ( )cos [ ]

2t

b K l r

bK
    

                  （4-18） 

式中 D 为曲柄旋转方向指数，D=1 时曲柄背向支架旋转，D=—1 曲柄指向支架

旋转。 

当曲柄转角 Φ 为时，悬点相对于下死点的位移为： 

[ ]A bS a                            （4-19） 

悬点速度和加速度分别为位移对时间 t 的一阶导数和二阶导数： 

' '( ) ( )A
A A

dS d
v wS wa

d dt

 
 


     

2

2 2
2 '' 2 ''

2

( ) ( )A
A A

d S d
a w S w a

dtd

 
 


     

通过题设假设可以得出 E 点的位移、速度、加速度函数如下： 

[ ]E bS a                          （4-20） 

' '( ) ( )E
E E

dS d
v wS wa

d dt

 
 


                  （4-21） 

2

2 2
2 '' 2 ''

2

( ) ( )E
E E

d S d
a w S w a

dtd

 
 


                 （4-22） 

3）结果分析： 

通过上述计算的方程，带入相应的数据可以得出如下（如图 4-4）： 

精确分析对比

0

1

2

3

4

5

6

0 60 120 180 240 300 360

转角（度）

悬
点
位

移
（

m
）

精细分析

实际

多项式 (精细分析)
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图 4-4 悬点位移-时间对比曲线图 

在计算过程中，当转角在：135.944 度~166.154 度或 193.846 度~224.056 度之间

时，求反函数是数据范围超过了实数的定义范围，故不能计算，此时鉴于这种情况将

两个区间的值进行插值话，故得出上述图形；同时由于计算出来的数据不是较为顺滑

均匀，故将其拟合成正弦或余弦曲线。 

4.4 结果分析对比 

对附件 1 的数据进行分析，得到一些论断。论断的基础在于：上冲程的悬点处的

载荷要明显的大于下冲程的悬点载荷。论断为：上冲程的起始点（下死点）位移为

0m，结束点（上死点）位移为行数据最大 2.5250m，下冲程的起始点（上死点）为行

数据最大 2.5250m，结束点（下死点）位移为 0m；此时对于一个冲程总共的 144 个

点分成了上冲程 70 数据点，下冲程 75 个数据点。 

通过两种模型出来的悬点位移—转角的关系如下（图 4-5）： 

悬点位移-转角关系

-1

0

1

2

3

4

5

0 60 120 180 240 300 360

转角（度）

悬
点

位
移

（
m
）

实际情况

曲柄滑块假设
精细分析

多项式 (精细分析)

 

图 4-5 悬点位移-时间方法对比图 

从上图可以明显看出，两个模型下得到的悬点位移随转角的变化差异与实测值相

差较大。分析出现这样差异的原因以下几点： 

a) 实际情况，悬点下面悬挂有光杆，钢缆受到自身的重力及悬点处的下部载荷

力及惯性力的影响，钢缆会发生微小的拉伸，而不是模型中假设的不可伸缩。

钢缆在上冲程过程中始终保持着复杂的受力变化过程，其总体的趋势是伸长

量逐渐变大，下冲程过程中是反过程，伸长量逐渐变小； 

b) 对于假设为曲柄滑块运动时，通过调研可知此时的条件为： 0 / 1/ 4r l  ，

而题设中给定的为 0.2585，此时大于 1/4，故不是很满足条件，出现偏差； 

c) 对于精细分析时，由于没有上述的条件假设，此时 A 点运动为弧形，导致驴

头在纵向上用来缓冲纵向上面位移变化的影响加大，故此时出现的不是很规

则的正弦或余弦图像，与实际悬点位移相比相差更大，故说明驴头对于悬点

位移的控制相比钢缆更大。 
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综上所述，对 A 点的理论曲线，如果对其进行弱处理（即补偿因后臂梁处的 B
点的实际位移偏小及、钢缆的伸缩变化和驴头的转动），理论上可以得到近似于实际

情况的曲线。由于钢缆的力学性质和驴头的情况未知并且产生实际数据的偏差原因很

多，所以未给出具体的理论推导。 

 

5 问题二 

5.1 符号说明 

符号 符号说明 单位 

x 任一断面的深度 m 

t 时间 s 
a 应力波在抽油杆中的传播速度 s -̂1 
c 粘滞阻尼系数，一般取 4960 m/s m/s 

D(t) 光杆示功图测得悬点动载荷与时间函数 N 

Wr 抽油杆住在井液中的质量 N 

u(t) 光杆示功图测得悬点位移与时间函数 m 

u(x,t) 抽油杆在 x 断面不同时间 t 的位移 m 

F(x,t) 抽油杆在 x 断面不同时间 t 的载荷 N 

E 抽油杆的弹性模量 N/m^2 
Ar 抽油杆的截面积 m^2 
w 曲柄角速度 rad/s 
n 傅里叶级数所取项数，一般取 10 —— 

, , , , ,o n n o n n     
 D（t）、u（t）的傅里叶系数 —— 

On, Pn 位移函数和载荷函数中的系数 —— 

k 2  周期分为 k 份 —— 

p 从 0 到 k 各分点序号 —— 

D（p） p 点的动载荷 N 

U（p） p 点的位移 m 

5.2 Gibbs 模型及原理 

1966 年美国 S.G.Gibbs 建立了抽油杆系统的一维粘滞阻尼波动方程，边界条件利

用光杆示功图(悬点示功图)的载荷时间曲线和位移时间曲线，并用分离变量求得截断

的傅里叶级数近似解[3, 4]。 

1）基本公式 

描述抽油杆运动和应力传播的粘滞阻尼波动方程如下： 
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2 2

2
2 2

u u u
a c

t x t

  
 

  
                       （5-1）  

2）边界条件[5]168-172： 

其两个以截断傅里叶级数表示的边界条件,悬点动载荷函数 D(t)和光杆位移函数
u(t)： 

0

1
( ) ( cos sin )

2

n

n n

n

D t n t n t


   


                 （5-2） 

0

1
U( ) ( cos sin )

2

n

n n

n

v
t v n t n t  



                 （5-3） 

计算时将 2 周期分为 k 份，因此傅里叶系数 , , ,n n n n    可用数值积分结果表述

如下： 

1

2 2cos( )( 1,2..., )
k

n p

p

n
D p n n

k k






                 （5-4） 

1

2 2sin( )( 1,2..., )
k

n p

p

n
D p n n

k k






                 （5-5） 

1

2 2cos( )( 0,1,2..., )
k

n p

p

n
v D p n n

k k





                （5-6） 

1

2 2sin( )( 1,2..., )
k

n p

p

n
D p n n

k k






                 （5-7） 

3）初始条件： 

悬点处为坐标原点，时间起始点为 0 s 时刻，位移起始点为 0 m 。 

5.3 模型的求解步骤[1]46-56 83-89, [6]454-459 

a) 取得光杆动载荷、位移与时间的函数，即 D(t)和 U(t)。方法为将地面示

功图数字化。并根据已知值计算傅里叶四个系数。 

b) 计算粘滞阻尼系数 c。（方法之一） 
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Gibbs 公式：  
2

dac
c

L


                      （5-8） 

式中 c——阻尼系数，s -̂1； 

a——声速，一般取 4960m/s； 

dC ——无量纲阻尼因子，可以图 5-1 可得到； 

L——泵深，m； 

 

图 5-1 光杆速度与无量纲阻尼系数关系 

c) 计算特殊系数： 

21 1 ( )
2n

n c

na





                    （5-9） 

21 1 ( )
2n

n c

na





                   （5-10） 

d) 计算位移函数和载荷函数中的系数： 

2 2( )
n n n n

n

r n n

k
EA

   

 





                    （5-11） 

2 2( )
n n n n

n

r n nEA

   


 





                   （5-12） 

式中 E——钢材的弹性模量，2.1*10 ^11Pa  

Ar——抽油杆截面积，m^2 。 
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( ) ( )sin ( )cosn n n n n n n n n n nO x k ch x sh x x ch x v ch x x                 （5-13） 

( ) ( )cos ( )sinn n n n n n n n n n nP x k ch x sh x x ch x v ch x x                （5-14） 

'( ) [ ( ) ]sin

[ ( ) ]cos

n
n n n n n n n n

r

n
n n n n n n n

r

O x sh x v ch x x
EA

ch x v sh x x
EA


     


     

  

  

           （5-15） 

'( ) [ ( ) ]cos

[ ( ) ]sin

n
n n n n n n n n

r

n
n n n n n n n

r

P x ch x v sh x x
EA

sh x v ch x x
EA


     


     

  

  

           （5-15） 

e) 计算位移函数和载荷函数：  

0 0

1
( , ) ( ( )cos ( )sin )

2 2

n

n n

nr

v
U x t x O x n t P x n t

EA


 



            （5-16） 

' '0

1
( , ) ( ( )cos ( )sin )

2

n

r n n

n

F x t EA O x n t P x n t


 


            （5-17） 

U(x,t)——抽油杆在 x 断面不同时间 t 的位移，m; 

F(x,t)——抽油杆在 x 断面不同时间 t 的载荷，N; 

f) 计算新的边界值，根据力的连续性定理，有 

02 0  ；
'

2 0n rEA O  ；
'

2n r nEA  ；
0

2 1o o

r

v L v
EA


        

2 ( )n nv O x ； 2 ( )n nP x                   （5-18） 

以此为条件继续计算下一级杆末 U(x,t)、 F(x,t)，并依此计算到最后一级抽油杆

的末端，即为泵功图。 

5.4 模型的处理及求解 

5.4.1 阻尼系数的计算 
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Gibbs 模型计算阻尼系数的方法有两种，而由于题中数据的局限性，故选择上面

提到的方法来计算阻尼系数。 

由于在读取参考文献中光杆速度与无量纲阻尼系数的关系图版时，存在较大的误

差甚至错误，为了提高读取精度，本文中首先通过图形数字化软件进行预处理。其处

理过程如下：  

（1）将整条曲线分为四段（如表 5-1），每段根据线段弯曲程度进行数据点数的

数量多少选择。第一段选取 14 个点数据，第二段由于曲线弯曲明显，选取 23 个数据

点，第三段选取 11 个数据点，第四段直线处理。 

表 5-1 软件选点数据表 

第一段: 第二段: 第三段: 第四段:

速度m/s cd 速度m/s cd 速度m/s cd 速度m/s cd

0.048089 0.99938 0.101947 0.499612 0.304317 0.170975 0.4572 0.14

0.050031 0.960579 0.106767 0.476138 0.320189 0.166845 0.9144 0.14

0.050046 0.929599 0.111826 0.456589 0.334856 0.161917

0.053915 0.883369 0.116884 0.438608 0.349767 0.157383

0.056334 0.852809 0.120979 0.423754 0.362752 0.154789

0.059001 0.806173 0.126518 0.405387 0.379586 0.151846

0.063109 0.763476 0.132057 0.387411 0.394734 0.148885

0.067699 0.719215 0.137593 0.374142 0.409883 0.146707

0.072046 0.679266 0.143612 0.358134 0.426955 0.14416

0.078559 0.636204 0.151074 0.340965 0.443545 0.142783

0.082179 0.60801 0.158777 0.323015 0.457011 0.142155

0.086763 0.577083 0.16744 0.306645

0.091586 0.545766 0.176344 0.292238

0.101947 0.499612 0.186691 0.274711

0.195594 0.261088

0.203774 0.250203

0.213878 0.239731

0.234325 0.219576

0.245391 0.208724

0.258139 0.198675

0.273773 0.188268

0.287963 0.179805

0.304317 0.170975  

（2）通过绘制图形（如图 5-2），将四段散点数据进行拟合。选取三次多项式，

拟合的结果图所示。拟合评价值，R 平方值接近于 1，说明拟合效果很好，完全可以

在误差很小的情况要求下对无量纲阻尼因子曲线进行数值计算，得到 dC 所对应的值，

并且进行使用。 
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图 5-2 图形数字化结果曲线 

(3）在本题目的计算中，光杆速度进行了这样的处理：用全部散点时间所对应的

简谐运动所得到的悬点瞬时运动速度的均方根值来表示抽油杆的平均速度，用这个值

来表示光杆速度值，进而查得相应的 dC 值。处理的假设依据于 Gibbs 的另外两个假

设条件：光杆悬点运动为简谐运动，抽油杆柱一周所损耗的功应该等于等效粘滞阻尼

所消耗的功。 

光杆速度的计算公式： 

1
sin( ( ))

k

i

a
v w r w t i

b

                     （5-19） 

式中，a——前臂长，m； 

b——后臂长，m； 

r——曲柄半径，m； 

w——曲柄角速度，rad/s; 

t(i)——散点时间值，s。 

5.4.2 输入数据的预处理及原因解释 

一维波动方程原型[7]197-208： 

2 2

2 2r r r r e r r

u u u
E A A v A g

x t t
 

  
  

  
               （5-20） 

吉布斯波动方程： 
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2 2
2

2 2
u u u

c v
x t t

  
 

  
                      （5-21） 

从上面式子可以看出，吉布斯在推导波动方程时，进行了简化，由于重力项为常

数，为了差分计算方便，去掉了该项。因此输入到编制程序的软件里的初始数据需要

进行处理，必须要从光杆载荷中减去抽油杆的空气重力，由于其在液体中，故应减去

其在液体中的重力。从而得到的新动载荷-时间曲线以及位移-时间曲线，这两条曲线

组成了稳定解所需的边界条件。 

具体处理如下： 

对于附件 1，其抽油杆在液体中的重力： 

22mm;d    

21/ 4* ()*( /1000) ;r piA d   

9.81m / s^2g  ; 

793m;L    

 846* 1 0.98 1000*0.98;l     

8456kg / m3;r   

  ( )*g*Ar *L  2.2035e 004 NrW      

对于附件 2，共有三级杆柱，其抽油杆在液体中的重力分为三部分： 

由于三个杆的参数为： 

d1= 25mm；d2=22 mm；d3=19 mm； 

L1= 523.61m；L2= 664.32m；L3= 618.35m； 

 846* 1 0.912 1000*0.912;l     

Ar(1)=1/4*pi()*(d(1)/1000)^2； 

Ar(2)=1/4*pi()*(d(2)/1000)^2； 

Ar(3)=1/4*pi()*(d(3)/1000)^2； 
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              Wrr 1 ( )*g* Ar 1 *L 1 Ar 2 *L 2 Ar 3 *L 3 ;g l      

          Wrr 2 ( )*g* Ar 2 *L 2 Ar 3 *L 3 ;g l     

     Wrr 3 ( )*g*Ar 3 *L 3 ;g l    

由上面分析可知，需带入 Gibbs 方程中的悬点载荷值为实测的值减去 Wrr（1）
值。得到的悬点的动载荷-时间曲线以及位移-时间数据并做曲线如下： 

    

图 5-3  附件 1 井悬点位移-时间曲线     图 5-4  附件 2 井悬点载荷-时间曲线 

 

图 5-5  附件 1 井悬点位移-时间曲线 
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图 5-6 附件 2 井悬点载荷-时间曲线 

5.4.3 算法实现 

由于数据涉及到较为复杂的矩阵处理，故本文采用 MATLAB 软件编程实现，用

M 文件进行程序的存储，执行文件，既可以得到该点处的位移-时间，载荷-时间值。 

   具体程序参见附录：附件 1 为本问题中附件 1 井模型求解程序；附件 2 为本问题

求附件 2 井的模型求解程序。 

5.5 模型的解 

（1）附件 1 代表的是第一口井，抽油杆为一级，在数据处理时，由于泵的位移

及载荷数据是其在 792.5m（x）处的时变数值，并且第一级杆的下方没有接其它杆柱，

因此不用添加下面杆柱的液体中重力的影响。此时直接用 MATLAB 求得的位移-时
间，载荷-时间数据，即为泵的实时数据。下面图（图 5-7）表（表 5-2）为该附件中

的悬点示功图和泵示功图对比曲线。（规定载荷向下方向为正。） 

 

图 5-7 附件 1 井悬点及泵示功图对比曲线（计算阻尼系数 0.6039） 

表 5-2 附件 1 井泵示功图数据表 
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泵位移(m)泵载荷(kn)泵位移(m) 泵载荷(kn)泵位移(m) 泵载荷(kn)泵位移(m) 泵载荷(kn)

0.1047 9.7869 1.7537 37.5611 2.5932 12.2289 1.4405 -11.0932

0.1353 12.0086 1.8015 36.8535 2.5635 10.4236 1.3903 -11.3209

0.1736 14.5542 1.8500 36.1958 2.5319 8.4220 1.3392 -11.5258

0.2171 17.3587 1.8997 35.5941 2.4992 6.2878 1.2876 -11.6825

0.2634 20.3308 1.9503 35.0451 2.4662 4.0866 1.2359 -11.7676

0.3103 23.3621 2.0018 34.5372 2.4341 1.9114 1.1843 -11.7652

0.3559 26.3381 2.0534 34.0527 2.4034 -0.1577 1.1329 -11.6678

0.3992 29.1547 2.1043 33.5700 2.3752 -2.0302 1.0817 -11.4770

0.4394 31.7095 2.1534 33.0697 2.3497 -3.6416 1.0304 -11.2010

0.4768 33.9393 2.1997 32.5331 2.3272 -4.9465 0.9792 -10.8546

0.5121 35.8048 2.2424 31.9478 2.3074 -5.9182 0.9278 -10.4516

0.5462 37.2972 2.2811 31.3083 2.2899 -6.5669 0.8766 -10.0066

0.5805 38.4355 2.3157 30.6161 2.2737 -6.9231 0.8255 -9.5266

0.6160 39.2616 2.3466 29.8788 2.2579 -7.0433 0.7750 -9.0154

0.6535 39.8327 2.3743 29.1082 2.2413 -6.9972 0.7256 -8.4680

0.6937 40.2141 2.4000 28.3179 2.2229 -6.8622 0.6775 -7.8740

0.7366 40.4709 2.4246 27.5213 2.2016 -6.7122 0.6311 -7.2243

0.7822 40.6613 2.4491 26.7297 2.1769 -6.6115 0.5867 -6.5067

0.8299 40.8318 2.4743 25.9510 2.1486 -6.6064 0.5442 -5.7189

0.8794 41.0148 2.5006 25.1893 2.1167 -6.7226 0.5032 -4.8605

0.9300 41.2258 2.5280 24.4500 2.0817 -6.9643 0.4636 -3.9469

0.9813 41.4664 2.5561 23.7341 2.0443 -7.3148 0.4247 -2.9976

1.0331 41.7257 2.5843 23.0442 2.0054 -7.7434 0.3859 -2.0387

1.0852 41.9828 2.6115 22.3839 1.9657 -8.2115 0.3469 -1.1050

1.1377 42.2115 2.6368 21.7581 1.9263 -8.6761 0.3073 -0.2222

1.1906 42.3832 2.6590 21.1708 1.8874 -9.1025 0.2676 0.5847

1.2439 42.4707 2.6774 20.6236 1.8495 -9.4630 0.2281 1.3094

1.2975 42.4514 2.6911 20.1115 1.8123 -9.7460 0.1901 1.9560

1.3512 42.3092 2.6998 19.6210 1.7758 -9.9517 0.1547 2.5510

1.4047 42.0363 2.7033 19.1270 1.7393 -10.0943 0.1237 3.1373

1.4576 41.6344 2.7013 18.5928 1.7021 -10.1960 0.0988 3.7691

1.5097 41.1130 2.6940 17.9701 1.6636 -10.2828 0.0814 4.5136

1.5605 40.4929 2.6816 17.2080 1.6233 -10.3798 0.0728 5.4343

1.6101 39.7984 2.6643 16.2522 1.5809 -10.5053 0.0738 6.5945

1.6585 39.0587 2.6441 15.1471 1.5361 -10.6692 0.0846 8.0358

1.7063 38.3036 2.6202 13.8070 1.4893 -10.8692 0.1047 9.7855  

（2）附件 2，抽油杆有三级，每次计算完上一级杆的参数后，需要对已经有的

傅里叶级数及初始边界条件进行修正，修正的方法如上面原理所述。计算到泵处的位

移及载荷以后，由于下面没有其他的杆柱的液体中重力的影响。那么直接用 MATLAB
程序所得到的位移-时间，载荷-时间数值，即为泵的实时数据。如下为该附件中悬点

示功图和泵示功图对比曲线（如图 5-8）及泵功图的数据表（如表 5-3）。 
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图 5-8 附件 2 井悬点及泵示功图对比曲线（计算阻尼系数 0.6039） 

表 5-3 附件 2 井泵位移-载荷关系表 

泵位移(m) 泵载荷(kn)泵位移(m) 泵载荷(kn)泵位移(m) 泵载荷(kn)泵位移(m) 泵载荷(kn)

0.0393 2.3216 2.8359 23.4252 5.1406 15.9684 2.5734 -7.5260

0.0651 2.9619 2.9055 23.7002 5.1531 15.5553 2.4510 -7.1109

0.1001 3.6870 2.9744 23.8566 5.1597 15.1149 2.3297 -6.9136

0.1419 4.5087 3.0470 23.8536 5.1581 14.6395 2.2136 -6.9309

0.1878 5.4283 3.1271 23.6771 5.1466 14.1197 2.1055 -7.1262

0.2361 6.4368 3.2173 23.3396 5.1246 13.5465 2.0069 -7.4380

0.2859 7.5177 3.3185 22.8772 5.0927 12.9146 1.9173 -7.7908

0.3374 8.6518 3.4299 22.3417 5.0525 12.2254 1.8346 -8.1083

0.3920 9.8211 3.5485 21.7919 5.0063 11.4876 1.7554 -8.3248

0.4514 11.0138 3.6704 21.2832 4.9568 10.7176 1.6758 -8.3951

0.5180 12.2257 3.7910 20.8597 4.9061 9.9365 1.5919 -8.2998

0.5934 13.4615 3.9056 20.5480 4.8557 9.1664 1.5009 -8.0453

0.6787 14.7310 4.0107 20.3545 4.8058 8.4250 1.4012 -7.6609

0.7735 16.0455 4.1039 20.2666 4.7551 7.7205 1.2932 -7.1912

0.8761 17.4115 4.1849 20.2568 4.7014 7.0475 1.1786 -6.6863

0.9836 18.8248 4.2548 20.2889 4.6417 6.3854 1.0607 -6.1934

1.0922 20.2661 4.3160 20.3250 4.5729 5.6989 0.9435 -5.7476

1.1978 21.6989 4.3720 20.3322 4.4923 4.9428 0.8310 -5.3677

1.2971 23.0708 4.4263 20.2877 4.3984 4.0685 0.7268 -5.0537

1.3874 24.3180 4.4818 20.1813 4.2914 3.0333 0.6331 -4.7896

1.4679 25.3734 4.5405 20.0153 4.1732 1.8091 0.5509 -4.5475

1.5393 26.1756 4.6028 19.8021 4.0471 0.3907 0.4798 -4.2950

1.6040 26.6790 4.6680 19.5602 3.9178 -1.1990 0.4180 -4.0017

1.6657 26.8619 4.7341 19.3097 3.7902 -2.9078 0.3631 -3.6458

1.7286 26.7324 4.7985 19.0672 3.6691 -4.6575 0.3127 -3.2175

1.7967 26.3290 4.8583 18.8434 3.5579 -6.3519 0.2645 -2.7203

1.8731 25.7182 4.9111 18.6407 3.4587 -7.8879 0.2174 -2.1691

1.9596 24.9861 4.9556 18.4543 3.3712 -9.1688 0.1715 -1.5859

2.0561 24.2284 4.9913 18.2738 3.2935 -10.1175 0.1279 -0.9945

2.1608 23.5371 5.0192 18.0860 3.2219 -10.6878 0.0886 -0.4143

2.2703 22.9892 5.0410 17.8782 3.1517 -10.8711 0.0565 0.1437

2.3807 22.6360 5.0588 17.6409 3.0782 -10.6986 0.0339 0.6801

2.4877 22.4971 5.0749 17.3690 2.9974 -10.2377 0.0230 1.2069

2.5880 22.5594 5.0910 17.0622 2.9064 -9.5827 0.0249 1.7453

2.6794 22.7797 5.1077 16.7237 2.8044 -8.8425 0.0393 2.3216

2.7615 23.0936 5.1247 16.3580 2.6925 -8.1256  
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（3）为了说明清楚附件 2 井悬点及泵示功图的曲线（如图 5-9）的得到过程，可

通过下面的图形进行说明。 

 

图 5-9 附件 2 井悬点和各级杆下端点示功图对比曲线 

从上到下四个不规则封闭图形分别为悬点、第一级杆下端点、第二级杆下端点及

第三级杆下端点（泵示功图）示功图。从上面可以认识到，各连接点的冲程随着深度

的增加逐渐增加，但是增加幅度不大，最大在 0.5m 左右。同时各点的载荷变化范围

逐渐变大。 

位移的变化可理解为抽油杆伸缩，受液体的浮力等原因导致，主要理解为惯性力

将越往下面的点的位移变化越大。而载荷的变化是越往下面，受力越复杂，这里未对

其变化进行理论及公式分析。具体的分析见 6）准确性分析。 

5.5 模型准确性分析 

首先阐明一个观点：示功图的封闭区域的面积为该点处的做功数值，悬点处的做

功为泵做功及其他损失消耗的功的总和，理论上悬点处的做功数值要大于泵处做功数

值。 

而经过数值计算得到对于单级杆（附件 1）的悬点示功图面积为 93.5912，泵示

功图封闭曲线面积为 103.7743，泵的面积大于悬点面积。 

对于多级杆（附件 2）的悬点示功图面积为 98.2032，泵示功图封闭曲线面积为

121.7774，同样有泵的面积大于悬点面积。 

对这两口附件中井，按照已有的数据，用 MATLAB 编制程序，对阻尼系数的直

接赋值，通过不同的输出位移和载荷的变化曲线，进行对比，发现规律。得到的对比

曲线（如图 5-10）如下： 
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图 5-10 附件 1 井泵功图随阻尼系数变化对比曲线 

 

图 5-11 附件 2 井泵功图随阻尼系数变化对比曲线 

通过上述图形可以得到三点认识： 

a) 阻尼系数对泵的载荷及冲程都有影响，其中对载荷的影响相对而言要大，对

冲程的影响要小； 

b) 对冲程的影响中，对总冲程基本无影响，但有效冲程随着阻尼系数的变大而

变小； 

c) 随着阻尼系数的增加，封闭区域的面积逐渐增大。 

通过源程序进行计算得到的附件 1 井和附件 2 井的阻尼系数的值分别为 1.3764、
0.6039。在图上的阻尼系数等于 0 和 2 之间存在。 

由上面的认识及附件 1 井和附件 2 井的悬点、泵示功图对比曲线及数值计算的面

积大小关系可以得到论断： 

在本题的计算过程中附件 1 井和附件 2 井的计算的阻尼系数稍大于精确值（附件

2 井要更大些），使得泵的示功图封闭曲线面积要明显大于地面悬点示功图的封闭曲
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线面积。也说明了阻尼系数是一个非常重要而且敏感的参数，需要对 Gibbs 所提供的

算法进行改进。 

综上所述，虽然按照了 Gibbs 的方法循规蹈矩的进行了地面悬点示功图到地下泵

示功图的转换，但转换的结果不理想，需要对阻尼系数进行进一步的研究，以得到符

合实际的值。 

 

6 问题三 

6.1 有效冲程法计算产量 

6.1.1 有效冲程[8]的引出 

抽油泵的吸入过程从固定阀打开时开始到固定阀关闭时结束，柱塞在这一段时间

走过的距离即为固定阀开闭点之间的距离，记为 Sx；排出过程从游动阀打开时开始

到游动阀关闭时结束，柱塞在这一段时间走过的距离即为游动阀开闭点之间的距离，

记为 Sp。Sx 的大小由固定阀的开闭点位置决定，Sp 由游动阀的开闭点位置决定；在

Sx＞Sp 情况的情况下，柱塞有效冲程 Spe＝Sp；在 Sx＜Sp 情况的情况下，柱塞有效

冲程 Spe＝Sx；所以，柱塞有效冲程总是等于 Sx 与 Sp 其中的较小值，即 Spe＝
min(Sx,Sp)。 

6.1.2.泵功图确定有效冲程 

有效冲程是柱塞的一个冲程中真正起到抽汲作用的行程，也是计算井下泵的实际

排量所必需的参数，柱塞有效冲程主要依据泵示功图上阀开闭点的位置来确定。 

由抽油泵的工作原理、观察理论泵示功图的几何特征可知，泵示功图上阀开闭点

处曲率变化较大，且固定阀开闭点在上冲程的高载荷段，而游动阀的开闭点在下冲程

的低载荷段。具体求取步骤为： 

1）泵示功图各点的曲率（Ki）计算模型[9] 

泵示功图曲线上任意一点 Pi 的曲率 Ki根据与其相邻的五个数据点：Pi（Si-2,fi-2）、  
Pi（Si-1,fi-1）、Pi（Si,fi）、Pi（Si+1,fi+1）、Pi（Si+2,fi+2）之间的几何关系计算（如图 6-1）。 
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图 6-1 离散点曲率计算示意图 

则 Pi点的曲率为: i
i

i

K
l





                                        （6-1） 

其中： i 为直线 Pi-2Pi到直线 PiPi+2的有向旋转角度，计算公式： 

     

  
2 2 2 2

2 2

arctan
1

i i i i i i i i

i

i i i i

f f S S f f S S

S S S S
    

 

     
       

         （6-2） 

弧长 il 的近似计算公式如下： 

2 1 1 1 1 2i i i i i i i i il P P P P PP P P                          （6-3） 

2) 求泵功图各点的曲率变化 iK  

根据泵示功图上任一离散采集点 Pi(Xi，Fi)的曲率 Ki 及其后一采集点

Pi+1(Xi+1,Fi+1)的曲率 Ki+1 即可求出点 Pi(Xi，Fi)的曲率变化量 iK ；，即

iK = 1| |i iK K  。 

3）消除或降低点的曲率变化量 iK 的波动误差 

由于泵示功图的获取是采用数值计算方法得到的，泵示功图封闭曲线中含有大量

高频成分，为了消除或降低其引起的曲率变化的波动，在实际算法中采用五点平均法

求的中间点的曲率变化量 iK ，以提高算法精度。即 

 '
2 1 1 2 / 5i i i i i iK K K K K K                      （6-4） 

4）寻找泵示功图的 4 个最大曲率变化点 

在求得泵示功图上所有离散采集点 P1，P2，….，Pf 的曲率变化量
'
1K , '

2K , '
iK

的前提下，运用穷举比较法，找到所有离散采集点中 4 个曲率变化最大点

Pm1,Pm2,Pm3,Pm4 。 

有效冲程计算产液量在获得柱塞的有效冲程后，结合有杆抽油系统的基础数据及

原油的物性参数，并考虑抽油泵的漏失量，可以下式计算得到油井产液量[10]21-23： 
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1440 s pe p vQ N S A      混合液                 （6-5） 

式中，Q——油井的实际产量，t/d； 

sN ——抽油机的冲次； 

peS ——柱塞有效冲程； 

pA ——柱塞横截面积； 

pQ ——抽油泵一个冲次的漏失量； 

混合液——油井混合液体密度，混合液 = 0* + *wf f 水 油， 0wf f、 分别为含

水率和含油率。 

v ——泵排出压力条件下油管内混合物的体积系数。 

对上式，除 v 外，其余参数均可由附件中数据查得。 

v 的求解： 

1
(1 )v

w w wn Bo n B
 

 
                     （6-6） 

式中： wn ——标准条件(Pst，Tst)下混合液的含水率，%； 

oB ——井下(P，T)条件下原油的体积系数，m3/m3； 

wB ——井下(P，T)条件下水的体积系数，m3/m3。 

对上式，除 wB 外，其余参数均可由附件中数据查得。 

wB 的求解： 
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体积系数 Bw是指油田水在泵出口处的体积与在地面的体积之比，可由下式 

  2
0 1 2C 145.03 (145.03 )wB C p p  +C              （6-7） 

式中， p ——井下压力，MPa； 

0 1 2C C C、 、 ——系数 

2
0 1 2iC  =a +a +a  

——井下温度， =1.8t+32,F; 

系数 0 1 2a、a、a 的取值按天然气饱和水计算，如表（表 6-1）所示 

表 6-1 系数 a0,a1,a2 对应表 

 

此时，我们求得 1v =1.0153。 

6.1.3 模型的解 

（1）对于附件 1 井： 

通过对上述思路进行分析，运用 MATLAB 编程计算（程序见附录 3.1），得到附

件一中曲率变化量 iK 与相应点位移的关系（如图 6-2）： 
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图 6-2 曲率变化量随位移的关系图 

由上图初步判断：沿着泵功图顺时针方向，在上冲程的高载荷段， iK 较大的两

个点为 A、B，作为固定阀的开闭点；在下冲程的低载荷段， iK 最大的两个点 C、
D，作为游动阀的开闭点 

再将上图与问题二中得到的泵功图在统一坐标图下进行比较（如图 6-3）： 

 

图 6-3 泵功图与曲率变化比较图 

图形分析：由上图直观得知，A、B、C、对应于泵功图阀开闭点处曲率变化较大

处，而点 D 曲率变化量虽然大于点 E，但其与对应的泵功图变化出现稍许误差（D 与

E 水平轴距离<0.15m），分析原因在于,图中的尖点值是在所有由载荷量和位移量构成

A B

    

C

   

D
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的离散点群中全局求得的离散曲率变化量，因而存在着一定风险，但由泵功图的变化

趋势，我们有理由将 E 取代 D 作为游动阀的闭点，至此得知 A、B、C、E 即为四个

阀开闭点，对应坐标如图所示。 

易得固定阀开闭点之间的距离 Sx 为 A、B 横坐标间距，游动阀开闭点之间的距

离 Sp 为 C、D 横坐标间距，又问题分析中有效冲程 Spe＝min(Sx,Sp)，因而得

Spe=Sx=2.0003（m）。 

将 Spe 及附件 1 有关数据带入上文所述泵排量公式得附件 1 中油井日产液量

1Q =1440 s pe p vN S A     混合液  

=1440*7.6*2.003*Pi*(70/1000)^2/4*1.0153*混合液  

=86.02880572 t/d； 

（2）对于附件 2 井： 

通上面完全类似的，此时多级抽油杆井下，得到泵功图和曲率变化量的比较图（如

图 6-4） 
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图 6-4 泵功图和曲率变化量的比较图 

图形分析及计算结果：类似于附件 1 中油井的分析，得到附件 2 中油井其有效冲

程 Spe=min（Sx,Sp）＝Sp＝3.1605（m）；将 Spe 及附件２有关数据带入上文所述泵

排量公式得附件２中油井日产液量 

2Q =1440 s pe p vN S A     混合液=65.372646672 t/d； 

6.2 面积法计算产量 

6.2.1 面积法原理 

面积法[11]思想：由数学方法（如本文求解吉布斯波动方程）求得油井的泵功图，

其间考虑到由悬点示功图到泵功图转化过程中诸如动载阻尼、泵筒内间隙引起的活塞

漏失和油稠的影响因素，最后通过悬点示功图做出其合理的理论地面示功图，与计算

得到的泵功图作比较，将理论产液量与实际产液量的比例关系转换为地面示功图面积

与泵功图面积的比例关系。而上述功图均可由 MATLAB 编程求得。 

具体思路如下： 

下图（如图 6-5），黑色不规则封闭曲线为实测地面功图（本文采用附件中悬点各

类数据作出悬点示功图），外围平行四边形为理论示功图，下方红色封闭曲线为泵功

图（本文是运用 MATLAB 方程将悬点示功图转化得到） 

 

图 6-5 数学解析功图 

由此，理论示功图和泵功图面积关系为： 

p

QA

A Q
 泵功量油

理论

                        （6-8） 
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其中：  
2D

1440 S
4

Q n


    理论 光杆冲程 混合液
为理论产液量；n 为冲次；混合液为

混合液比重。 

至此本模型求解的关键点在于求得功图面积。 

6.2.2 模型的求解 

（1）对于附录 1井： 

利用附件 1 中悬点荷载及位移数据，运用 matlab 编程（程序见附录 3.2，3.3）
做出悬点示功图与理论示功图（如图 6-6）、泵功图（如图 6-7）分别为： 

 

图 6-6 附件 1 井悬点示功图与理论示功图 

 

 

图 6-7 附件 1 井泵功图 

面积求解：理论施工图近似为平行四边形，面积易得，泵功图可看做平面多边形，

其面积可采用平面多边形有向面积方法 [12]编程求得，（程序见附录 3.4）故得到各自

面积为 pA ＝74.101294 KN m  A＝103.7743 KN m  

产液量：由以上数据得到附加１中油井日产液量：  
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1Q 面积法
 

270 103.77431000=1440 2.5 7.6
4 74.101294p

A
Q

A


      1理论 混合液

 

=147.1709836 t/d 

（2）对于附件 2 井： 

完全类似与上面，对于附件 2 所示多级杆油井，得到其悬点示功图与理论示功图

（如图 6-8）、泵功图（如图 6-9）分别为： 

 

图 6-8 附件 2 井悬点示功图与理论示功图 

 

图 6-9 附件 2 井泵功图 

与求解附件１油井之各图面积相同的程序，（附录中不再重复）得到附件２中各

示功图面积为 pA ＝112.846900 KN m  A＝121.7774 KN m  

由此，带入数据附加 2 中得到油井日产液量： 

 
244 121.77741000=1440 4.868 4

4 112.846900p

A
Q Q

A


      2面积法 2理论 混合液

 

=108.1466 t/d 



 

37 

 

两种模型求解结果分析： 

两种方法估算出的产量值存在明显差异，分析其原因在于：运用面积法时，在相

同供液条件（泵充满程度一样）和机采设备情况下，油质好（粘度低）的油井算出来

的产量就比油稠的要高很多，误差较大，而由附件 1、2中原油粘度（30mPa*s）和密

度（0.864(g/cm3）的值可知，附件 1、2 油井中原油接近稠油，其本身计算结果存在

较大误差，因而与模型①计算结果存在明显差异是合理的，因此，本问题结果可靠性，

推荐倾向于模型①的计算数据。 

 

7 问题四 

7.1 方程差分化反解阻尼系数 

Gibbs 描述抽油杆运动和应力传播的粘滞阻尼波动方程“波动方程”的数学公式

为： 

2 2
2

2 2

u u u
a c

t x t

  
 

  
                     （7-1） 

将该波动方程的差分化处理[7]270-284，用牛顿有限差分方程解式，并约定以下符号： 

在 x 方向上取等步长 x 的节点（如图 4-1），以角标 i 表示；在时间 t 方向取等步

长 t 的节点，以角标 j 表示，j=i=0，1，……，N。 

 

图 4-1 抽油杆运动微元模型 

根据牛顿前差分公式 
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, 1 ,

,

, , 1

, 1

i j i j

i j

i j i j

i j

u uu

t t

u uu

t t







 
 

  

 
 

  

                  （7-2） 

得到牛顿中心差分公式 

2
, , 1 , 1 , , 1

2 2
,

2i j i j i j i j i j

i j

u u

u u ut tu

t t t

  

    
   

       
  

   

         （7-3） 

同理： 

2
1, 1, 1, , 1,

2 2
,

2i j i j i j i j i j

i j

u u

u u ux xu

x x x

   

    
   

       
  

   

       （7-4） 

将以上式子带入波动方程，化简就得 

2 2

1, , 1, , , 12

, 1

[ ( 2 ) (2 ) ]

(1 )
i j i j i j i j i j

i j

a t
u u u c t u u

xu
c t

  




     


 

      （7-5） 

将同类项合并做参数系数处理得到： 

2 2

2 2 2 22

, 1 1, , 1, , 12 2

(2 2 ) 1
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )i j i j i j i j i j

a t
c t

a t a txu u u u u
x c t c t x c t c t

   


  

    
         

 （7-6） 

得到： 

, 1 1, , 1, , 1i j i j i j i j i ju Au Bu Cu Du                     （7-7） 

2 2

2 2 2

2

(2 2 ) 1, ,
(1 ) (1 ) (1 )

a t
c t

a t xA C B D
x c t c t c t


  

     
      

     （7-8） 

如果对于上述式子（7-7）中，假设 , 1i ju  ， 1,i ju  ， ,i ju  ， 1,i ju  ， , 1i ju  已知，即可

通过（7-8）反推求出 c值。 

7.2 矩阵化 

对上面的方程（7-7）进行标准化矩阵处理，得到 
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Y=X K ；                         （7-9） 

, ( 0)

, ( 1)

, ( 1)

A
B

Y= K
C
D

x t t i t

x t t i t

x t t i n t

u

u

u

   

   

    

   
   
   
   
   

  

， ，               （7-10） 

, ( 0) , ( 0) , ( 0) , ( 0)

, ( 1) , ( 1) , ( 1) , ( 1)

, ( 1) , ( 1) , ( 1) , ( 1)

X=

x x t i t x t i t x x t i t x t t i t

x x t i t x t i t x x t i t x t t i t

x x t i n t x t i n t x x t i n t x t t i n t

u u u u

u u u u

u u u u

              

              

                  

 
 
 
 
 
 

；    （7-11） 

n——将抽油杆一个周期冲程分成 n 等份； 

t——代表是时间参考点，比如工作日的上午 8 点 0 分 0 秒，对计算无影响，s； 

t ——所选取的时间微元； 

x——也是一个参考点位置，可以认为是海平面高度此时取 0； 

( 0)t i t   ——代表测量开始的时间点，i 的取之依赖于这个数值，如果按 t 为
上午 8 点 0 分 0 秒，开始测量的时间为上午 9 点 0 分 0 秒，则 i 值为 1 个小时的时间

长度除以 t ； 

i——是一个固定值，且为整数，由实际工程中进行数据采集时的初始时间取值

点而定，通过固定三个位置点，改变 i 值，可实现不同起始时刻的选取，从而进行多

个测量，每个测量得到一个阻尼系数值，理论上相差不大，对这些值进行平均处理，

可从理论上降低因单个测量导致的误差。 

本公式仅适合单井的数据采集并进行标准化数据矩阵处理，若测量多个井的位移

时间数据，通过改变 x，i 值，即可达到多口井的数据处理。 

很明显，本矩阵方程是方程数多于未知变量的线性方程组，应用最小二乘原理，

可以得到其最适解(即矛盾方程组)，系数向量 K 的最优估计则[13]为 

T -1 T
bK = X X X Y（ ） ；                    （7-12） 

方程的求解依赖于这几个数据的获得，由图可以直观的了解： 

, 1 1, , 1, , 1, , , ,i j i j i j i j i ju u u u u     
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图 7-2 有限差分格式 

从上面的方程可知，这里面涉及到三个位置，即 1 1, ,i i iu u u  ，下面的分析中用 ,xu ，

x xu  ， x xu  代替； 

通过实际的技术（第 5 节介绍）对这些数值进行实时采集，总的来看就是抽油杆

上相邻的三个点在不同时刻的位移量。将这三个点的位置确定，固定后对这三个点的

位移-时间关系数据进行采集，将这些数据做成上面的矩阵形式。通过编制程序，因

为最小二乘法的最优估计矩阵表达式，在一般的程序集上都有该算法，用这样的源程

序[14]（具体算法见附件 4.1）进行计算机实现，即可得到所需的 K 矩阵，即系数矩阵。 

由得到的系数矩阵，反求阻尼系数的表达式为： 

2 2

2 2 2

2

2 2

2

(1 2 )
(1 ) / , (1 ) / ,

1
1(1 ) / c=( ) / ;

C

a t
a t xc t c t

x A B

a t
c t t

x D




      
 

 
   


， 1-

          （7-13） 

7.3 收敛条件及方程可解条件 

a)    对有限差分分解公式的收敛条件进行分析：令阻尼系数 c=0 带入方程

（7-6）中，R.W.亨别克指出，有限差分解得项 ,i ju 的系数如果是负值，

其解不稳定，所以有限差分解得收敛条件是： 

2 2
2 2

21 1 ( ) 0a t t
a

x x

 
   

 
              （7-14） 
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b) 对向量 K 的最优估计矩阵解 T -1 T
bK = X X X Y（ ） 进行分析，此公式可以得

到结果的条件为 TX X可逆，即 

, , , , , ,

, ( 1) , ( 1) , ( 1) , ( 1)

, ( 1) , ( 1) , ( 1) , ( 1)

X X=

T

x x t i t x t i t x x t i t x t t i t x x t i t x t

x x t i t x t i t x x t i t x t t i tT

x x t i n t x t i n t x x t i n t x t t i n t

u u u u u u

u u u u

u u u u

             

              

                  

 
 
  
 
 
 

, ,

, ( 1) , ( 1) , ( 1) , ( 1)

, ( 1) , ( 1) , ( 1) , ( 1)

;

i t x x t i t x t t i t

x x t i t x t i t x x t i t x t t i t

x x t i n t x t i n t x x t i n t x t t i n t

u u

u u u u

u u u u

       

              

                  

 
 
 
 
 
 

 

影响其可逆的两个因素为 t 和 x 的取值。根据本节中收敛性要求，可以定出
t

x





的比值范围，我们假定 x ，根据这个假定值，得到 t 的取值范围，一般取最大的 t

值，同时 t 的取值要是泵一个冲程周期的整数倍 n。这样得到的 t 和 x 的取值后，

进行数据采集，得到X XT ，判断是否可逆，若可逆，可继续下面的计算，若不可逆，

则重新调整 x ，并按照相应的步骤继续运算，直到满足要求即可。 

7.3 实际情况下数据采集 

数据采集的内容为抽油杆上相邻的三个点在不同时刻的位移量。这三个点为 

( )xu t ， ( )x xu t ， ( )x xu t ；既然悬点的位移-时间数据可以测得，那么悬点下面的第一

级抽油杆上的离悬点比较近的点的位移-时间变化数据也可以通过技术的进步及应用

进行采集。这样的数据采集测点如下图所示： 

 

图 7—3 第一级抽油杆测点设计图 

规定图上的测点一（悬点 E）为上面三点中的 ( )x xu t ，测点二为 ( )xu t ，测点三

为 ( )x xu t 。 
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通过这样的测试既可以得到第 3 小节需要的三点的的位移-时间变化，进而就可

以得到计算阻尼系数值了，以便用于其他参数的计算。 

7.4 合理性分析 

1） 本题中的数据是从实际的油田井的数据实时获得的，能够很好的反应

实际情况，而且计算的精度较高，如果测点的测试技术可行(在距离地面的近 20
米的区域内设置两个测试点，这样的技术应该可以实现)，完全可以应用到实际

中，进行使用。 

2） 本算法中考虑了测试数据的多次周期完成，可对得到的 n 个阻尼系数

进行平均化处理，得到误差较小的阻尼系数值。 

3） 对于测点的选取，一般工程上在进行修井作业时，需要将抽油杆的很

多条油管取出，一个油管的长度大约在 9 到 10 米，那么可以在距离悬点最近的

两个油管的末端处装备测试仪器，此时 x 的取值即为一根油管的长度（9-10米）。 

4） 本算法实际就是用差分方法离散波动方程，并对多点实时数据进行矩

阵处理，并用最小二乘法理论进行系数求解，再反求系数中阻尼系数的过程。

最后得到的阻尼系数可用到第二问中提到的 Gibbs 悬点示功图到泵施工图的转

化理论中。 

5） 本方法是从数学估计方法的角度，应用最小二乘原理，严格地确定差

分方程中的四个系数 A,B,C,D，并通过矩阵求解，反求出相应的 c 值。而其他的

方法，如迭代法，需要根据设定的 c 得到泵功图，这个过程每次试错都需要绘

制泵功图曲线，花费大量的调试时间，并且人工试错很难准确的给出 c 最佳初

始迭代值，避免带来一定的盲目性和不确定性。从具有很大的改进意义。 

6） 由于测点的实时数据采集在工程现场能否实现还需要研究，但其超出

了本理论研究的范围，它只是一种工程实现问题，若在将来可以实现，就可以

依靠这个理论解法进行阻尼系数的精确计算。 

 

8 模型的评价和改进 

本文的核心模型是基于 S.G.Gibbs 提出的有杆抽油系统动态参数计算机仿真的一

维模型，即 Gibbs 波动方程，虽然波动方程在不断发展和完善中，但尚存不足[15]。

当运用高转差率或超高转差率电动机驱动有杆抽油系统时，电机转速存在波动，对系

统动态参数存在影响，虽然目前的一维模型考虑了此点，但在建模时做了线性化处理：

假设电动机的机械特性曲线为直线，不考虑地面传动装置运动件的惯性对点击负荷扭

矩的影响，因而，模型只适应于低转差率电机驱动的有杆抽油系统。 

问题一，通过简化 B 点处运动轨迹与否，建立了抽油机悬点的两种运动规律模

型，比较两种模型的位移-时间曲线发现，两曲线趋势和走向大体一致，但相应时刻

两曲线位移量相差甚远。分析可知，将 B 简化会曲柄滑块运动得到的模型本身存在
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曲线歪曲的误差，只能用于一般性分析和计算，而另一种精确分析模型更符合理论研

究。 

    问题二，按照了 Gibbs 的方法循规蹈矩的进行了地面悬点示功图到地下泵示功

图的转换，但转换的结果不理想，准确性差。表现为，计算过程中附件 1 井和附件 2
井的计算的阻尼系数稍大于理想值（附件 2 井要更大些），使得泵的示功图封闭曲线

面积（做功多少）要明显大于地面悬点示功图的封闭曲线面积。同时做了两口井的阻

尼系数对示功图形状和位置影响的单因素分析对比，发现了阻尼系数对示功图的封闭

面积影响较大，而决定泵冲程的示功图位置影响要小。说明了阻尼系数是一个非常重

要而且敏感的参数，需要对 Gibbs 所提供的算法进行改进，以得到符合实际的值。 

    问题三，建立泵功量油的两种模型——有效冲程法模型、面积法模型；在问题

二得到的泵示功图的基础上，对油井产量进行了模型假设基础上的估计值。对比结果

可知，两模型结果相去较远，因为面积法的运用存在局限性，对于附件 1、2 中的近

似稠油井情况不能有效预测，因而有效冲程法模型更具预测性和可靠性。 

    问题四，我们用有限差分方法分解 Gibbs 波动方程，并对多点实时数据进行测

量及做采集数据的矩阵处理，结合有限差分方程，用最小二乘法理论进行矛盾方程组

系数求解，再反求矛盾方程组系数矩阵中的阻尼系数。然后将得到的阻尼系数用到第

二问中提到的 Gibbs 悬点示功图到泵施工图的转化理论中，可得到本理论基础上的泵

处载荷和位移的时变数据。此过程中进行了求解阻尼系数理论公式的推导，提出了实

际工程中的数据采集的测点测量的方法，以及测点数据在有限差分方程中的使用。其

中部分参数（如位置步长，时间步长的取值方法等）仅给出了理论上的解释和估计，

未进行具体的实际问题检验，具有一定的局限性；提出的悬点处下方设置测点的方法

未在实际工程中应用，影响其适用性和推广性。  
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