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题 目       有杆抽油系统的数学建模及诊断 

摘       要 
   本文以油杆抽油系统作为研究对象，针对提出的问题，建立了 6 个数学模型。定量描

述了四连杆结构抽油系统中光杆悬点的运动规律，给出了悬点在一个冲程中的位移函数、

速度函数、加速度函数的表达式。分析利用 Gibbs 模型将题中给出的悬点示功图转化为泵

功图，并利用泵功图对附件 1、2中的油井产液量进行估算，最后在分析 Gibbs 模型优缺点

基础上，对其进行了改进，同时理论推导了新的阻尼系数计算方法，并编程进行了仿真。  

   针对问题一，建立了模型Ⅰ、模型Ⅱ。模型Ⅰ将悬点的运动视为曲柄滑块结构运动，

根据几何关系和给出的其他参数，计算出了悬点的位移、速度、加速度函数；模型Ⅱ利用

解析法精确求解计算出了悬点的位移、速度、加速度函数。最后将两种模型求解得出的结

果和给出的数据作图比对，由图可知，解析法求得的结果能够更加真实得反映悬点的运动

规律，同时可以根据运动规律推算出合理的结构设计。 

  针对问题二，建立模型Ⅲ。模型Ⅲ利用给出的 Gibbs 模型，采用基于分离变量的傅里叶

变换算法，分析边界条件、连续性条件，编写 MATLAB 程序，将给出的悬点示功图转化成泵

功图，利用模型将附件 1、附件 2数据转化得到的泵功图边线较为光滑，接近长方形，对比

悬点示功图和泵功图，泵功图的冲程要明显小于示功图的，泵功图的位移较示功图位移有

明显滞后，泵功图有效的消除了由于弹性形变和震动造成的示功图上下边线波动的现象。 

针对问题三，建立模型Ⅳ、模型Ⅴ。模型Ⅳ用泵功图面积估计日产液量，求解过程中

提出了一种求解非等间隔采样图形面积的“最近点分割算法”，该算法克服了传统算法中

必须等间隔采样的局限，不仅可用于泵功图面积的求解，对任意非等间隔采样图形求面积

的问题都适用。模型Ⅳ通过泵功图分析了阀门的不同工作状态，根据泵功图的曲率变化得

到柱塞有效冲程，进而估算日产液量，这是目前生产中应用最为广泛的估算方法。通过

MATLAB 仿真，对附件 1中 7#井和附件 2中 1#井的日产液量进行估算。对于 7#井，用面积

法求得日产量为 126.42 吨，用有效冲程计算日产量为 89.34 吨；对于 1#井，用面积法求
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得日产量为 21.94 吨，用有效冲程计算日产量为 20.11 吨。 

  针对问题四，改进模型Ⅲ，建立模型Ⅵ。通过对模型Ⅲ抽油杆力学分析，得出在用 Gibbs

模型求解多级抽油杆系统泵功图时，相邻两根抽油杆柱连接处的环形区域受到油管内液体

的压力不能忽略，为此修改了油杆在连接处的连续性条件，重新计算泵功图，并进行了比

较，效果要好于 Gibbs 模型。模型Ⅵ推导得出了用示功图计算阻尼系数的方法，并将附件 1、

2 中的数据带入，求解得出了阻尼系数分别为 1.0341 1s− 、0.3395 1s− 。 

  

关键词：四连杆模型  Gibbs 模型  泵功图  日产液量估算  阻尼系数  

 

一 问题的重述与分析 

1.1 问题重述 

有杆泵往复抽汲方式是应用最早也最为广泛的一种人工举升采油法，其具有设备装置

简单、操作方便、综合成本低的特点。早在石油工业问世时，就开始采用这一方法进行采

油。目前，在各种人工举升采油方法中，有杆抽油仍居于首要地位。然而，抽油井井下工

作环境复杂，易于发生故障，且井下难于长期放置监测装置，使得井下故障难于及时发现，

因此开发一套抽油井诊断系统，对油田降低能耗，提高生产效率具有重要意义。 

1966年美国壳牌石油公司的 S.G.Gibbs和 A.B.Neely提出了有杆抽油系统的计算机诊

断技术，并于 1967 年 9 月 26 日获得美国专利权[1][2]。其基本原理是把抽油杆柱看作井

下动态信号的传导线，而抽油泵则为发送器，泵的工作状况以应力波的形式沿抽油杆柱传

递到地面，被作为接受器的动力仪所接收。根据这个原理，建立了带阻尼的波动方程作为

描述应力波在抽油杆柱中传递过程的基本微分方程，以光杆动载荷及位移作为边界条件求

解此方程，可以得到抽油杆柱任意截面处的位移和载荷，从而绘出所需的抽油杆柱任意截

面及泵的示功图。根据这些示功图，可以对抽油系统的工作状况作出分析和判断。 

1.2 需要解决的问题 

1、建立杆式抽油机数学模型，求出悬点 E的一个冲程的运动规律：位移函数、速度函数、

加速度函数。 

2、利用 Gibbs 模型，结合给出的附件数据和油井参数，通过对数据的预处理，明确边界，

将已有的悬点示功图转化为泵示功图，并画出图形。 

3、建立不同的由泵功图估计油井产量的模型，并利用模型估算附件中两口油井一天的产液

量。 

4、分析 Gibbs 模型的优缺点，尝试体会出新的模型，根据已有数据计算泵功图，并将其与

Gibbs 模型进行对比；目前由于阻尼系数的求解多在假设基础之上，不能完整的反应实际情

况，尝试从 Gibbs 波动方程本身或者是现有数据给出阻尼系数的计算方法。 

二 问题假设 

根据题意，可以做出如下假设： 

1、分析悬点运动规律时将抽油机视为理想四连杆结构，忽略其弹性形变。 

2、所有抽油杆均为钢制，密度为：8456（单位：kg/m
3
），弹性模量为：2.1*10

11
（单位：pa）。 

3、抽油机的油管是锚定的，因此不必考虑抽油管的长度变化（伸缩）。 

4、光杆与第一级抽油杆粗细相同，计算时把光杆与第一级抽油杆同等看待，长度也计入了
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第一级。 

5、电机匀速转动。 

 

三 符号说明 

a   应力传播的速度， /m s  
c   阻尼系数， 1s−  

E  弹性模量，Pa  

rf  抽油杆截面积， 2m  

L  抽油杆柱总长度，m  

tL  表示 t时刻油杆在油管内的长度，m  

ρ  表示油杆密度， 3/kg m  

oρ  地面原油密度， 3/kg m  

1ρ  油水混合的密度， 3/kg m  

wρ  水的密度， 3/kg m  

wf  原油含水量 

rW  油杆在内管液体中的重量， kg  

μ   原油动力粘度, mPa si  

g   重力加速度， 2/kg m  

D  泵径或柱塞直径，m  

S有效   有效冲程，m  

N   抽油机冲次， min次/  

Q   抽油机日产液量， t  

pQ   理论日产液量， t  

K   曲率 

ρ′   井下混合液密度， 3/t m  

ε    原油体积系数 

四 模型建立与求解 

4.1 问题一：光杆悬点的运动规律 

4.1.1 模型建立 

杆式抽油机是当今运用最为广泛的抽油系统。其具有设备装置简单、操作方便、综合成

本低的特点。图 4-1-1(a)为典型杆式抽油机地面部分实物图。经简化得到结构如图 4-1-1(b)

所示。其中，前臂a = 4315mm ，后臂b = 2495 mm，连杆 l = 4315 mm，曲柄半径 r =950mm。

假设 D 点绕O′顺时针匀速转动，则 D 带动游梁 AB 做上下往复运动，E 点通过驴头与悬点
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A 连接，E 点上下运动一个周期即为一个冲程。 

     
                  (a)                                            (b) 

图 4-1-1 杆式抽油机实物图和简图 
 

4.1.2  简化为曲柄滑块机构求解悬点 E 运动规律 

根据题目所给数据， r / l ≈ 0.25，因此可以将 B 点绕游梁支点的弧线运动近似地看作直

线运动，抽油机可简化为图 4-1-2 所示结构[4]。其中φ为O D′ 与竖直方向的夹角，ψ 为 BD

与竖直的夹角。 

Bx
2r

r

l
l r+

ψ

O′

B′′

B′

 

图 4-1-2 曲柄滑块结构简图 
当 0φ = 时，游梁与连杆的连接点 B 在B′点，为距曲柄轴心最远位置，相应于悬点 E 的

下死点。当φ π= 时，B 点在 B′′处，为距曲柄轴心最近的位置，相应于悬点 E 为上死点。

O B l r′ ′ = + ，O B l r′ ′′ = − 。B 点的最大位移为 2r。B 点在任意时刻的位移（从 Bx 算起） Bx 为： 

Bx BB O B O B l r O B′ ′ ′ ′ ′= = − = + −  
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由三角形O DB′ 得： 

' ' r cos cosO B O C BC lφ ψ= + = +  

则 

( cos cos )
(1 cos ) (1 cos )
[(1 cos ) 1/ (1 cos )]

Bx l r r l
r l
r

φ ψ
φ ψ
φ λ ψ

= + − +
= − + −
= − + −

                      （4-1-1） 

其中， /r lλ = 。在三角形O DB′ 中利用正弦定理，可找到ψ 与φ的关系： 

sin sinr
l

ψ φ=  

而 
2 2 2cos 1 sin 1 sinψ ψ λ φ= − = −  

将该式带入（4-1-1）式，得到： 

xB = r (1− cosφ)+
1− 1− λ 2 sin2φ

λ

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

              （4-1-2） 

B 点速度为： 

vB =
dxB

dt
= r sinφ + λ sin2φ

2 1− λ 2 sin2φ

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

dφ
dt

             （4-1-3） 

因为
d
dt
φ ω= ，故： 

vB =
dxB

dt
=ωr sinφ + λ sin2φ

2 1− λ 2 sin2φ

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟               （4-1-4） 

B 点的加速度为： 

aB =
dvB

dt
=ω 2r cosφ + λ cos2φ

1− λ 2 sin2φ
+

λ 3 sin2 2φ

4 1− λ 2 sin2φ( )
3
2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

        （4-1-5） 

至此，B 点的速度位移，速度，加速度均已求得。由于 A 点与 B 点为杠杆的两端，A

点与 E 点用刚性线缆连接，可视为同步运动，因此可以由 B 求出 E 点的运动规律： 
E 点位移： 

xE = xB

a
b
= r 1− cosωt( ) + 1− 1− λ 2 sin2ωt

λ

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

a
b

         （4-1-6） 

E 点速度： 

vE = vB

a
b
=ωr sinωt + λ sin2ωt

2 1− λ 2 sin2ωt

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
a
b

                  (4-1-7) 

E 点加速度： 
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aE = aB

a
b
=ω 2r cosωt + λ cos2ωt

1− λ 2 sin2ωt
+

λ 3 sin2 2ωt

4 1− λ 2 sin2ω t( )
3
2

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

a
b

      （4-1-8） 

附件 1 中给出了油泵的冲次为每分钟 7.6 次，换算成角速度为 0.253 /rad sω π≈ ，

0.2585r
lλ = = 。  

4.1.3 由解析式求得运动规律的精确解 

上一节中简化为曲柄滑块机构后的研究结果可用于一般计算和分析。但是精确的分析计

算和抽油机结构设计时，则必须按四连杆机构来研究抽油机的实际运动规律。本节根据解析

式用计算机来精确计算每种抽油机的位移、速度和加速度，并将结果与滑块法所得的结果进

行对比。 

B

O

A

D

E

φ

γ

a

b

H l

r

δ

I

θ

s

M

O′

 
图 4-1-3 解析法结构简图 

首先给出解析法求精确解的数学模型。图 4-1-3 为抽油机的四连杆结构示意图，这里对

图中一些符号做必要的说明：由于题目中未给出O点位置，这里假设O点距离O′水平距离为

I ，垂直距离为 H。连接 OD，设 OD 长度为 s，γ 为 OD 与 OB 夹角，δ 为 OD 与过 O 点竖

直方向的夹角，MD OM⊥ 。下面给出解析法的求解过程。 

首先，在三角形 ODB 中，对角γ 用余弦定理有： 

γ = arccos b2 + s2 − l 2

2bs
                      （4-1-9） 

在三角形 ODM 中： 
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 δ = arctan I + r sinφ
H − r cosφ

                     （4-1-10） 

2 2( sin ) ( cos )s I r H rφ φ= + + −                  （4-1-11） 

将（4-1-11）式代入（4-1-9）式，则γ 、δ 都能用φ表示出。显然， 

                           2
πθ γ δ= − −  

可推导出θ与φ之间的关系： 

2 2 2 2

2 2

( sin ) ( cos ) sin( ) arccos arctan
2 cos2 ( sin ) ( cos )

b I r H r l I r
H rb I r H r

π φ φ φθ φ
φφ φ

+ + + − − +
= − −

−+ + −   （4-1-12） 

悬点位移 

Ex aθ=  

根据临界条件：t=0 时刻，曲柄滑块 D 位于上顶点（ 0φ = ），AB 平行于水平面，E 对应坐

标原点（称为 E 的下死点），E 的位移为 0；D 运动到下顶点（φ π= ）时，E 的位移到达最

大（称为 E 的上死点），对于（4-1-12）得到以下对应结果： 

当 0φ = 时： 

2 2 2 2

2 2

( )arccos arctan 0
2 2 ( )

b I l H r I
H rb I H r

πθ + − + −
= − − =

−+ −
       （4-1-13） 

当φ π= 时： 

2 2 2 2

max2 2

( )arccos arctan
2 2 ( )

b I l H r I
H rb I H r

πθ θ+ − + +
= − − =

++ +
     （4-1-14） 

其中，  
max

max
S

a
θ =  

maxS 对应最大位移即冲程，可在附件 1 中查得。用 MATLAB 求解由（4-1-13）（4-1-14）

两式联立而成的方程组，得数值解 I = 1028.1(mm)，H = 4319.5(mm)，确定出O点的相对位

置。将 H 和 I 回代（4-1-13），即可得到 E 点的位移 Ex ： 
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xE = a π
2
− arccos b2 + (I + r sinφ)2 + (H − r cosφ)2 − l2

2b ( I + r sinφ)2 + (H − r cosφ)2
− arctan I + r sinφ

H − r cosφ

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟   (4-1-15) 

根据题设条件，D 点绕O′顺时针匀速转动，设其角速度为ω，则位移函数为： 
 

xE t( ) = a π
2
− arccos b2 + ( I + r sinω t)2 + (H − r cosωt)2 − l2

2b (I + r sinωt)2 + (H − r cosωt)2
− arctan I + r sinωt

H − r cosωt

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ (4-1-16) 

接下来，求 E 点的速度。 

vE t( ) = dxE

dt
= a dθ

dt
= a d

dt
(2π −δ −γ ) = −a( dγ

dt
+

dδ
dt

)         (4-1-17) 

dγ
dt

=
−1

1− b2 + s2 − l2

2bs
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟

2
⋅
s2 − b2 + l2

2bs2 ⋅
ds
dt

            （4-1-18） 

根据（4-1-9）式有 cosγ =
b2 + s2 − l2

2bs
 

故（4-1-18）式改写为 

dγ
dt

=
−1

1− cos2 γ
⋅
s2 − b2 + l2

2bs2 ⋅
ds
dt

= −
1

sinγ
s2 − b2 + l2

2bs2

ds
dt

      (4-1-19) 

  

ds
dt

=
r I + r sinφ( )cosφ + r H − r cosφ( )sinφ

I + r sinφ( )2
+ H − r cosφ( )2

⋅
dφ
dt           (4-1-20) 

从图 3 中可看出，在三角形 ODM 中： 

                 I + r sinφ = s ⋅sinδ， H − r cosφ = s ⋅cosδ  

因此将（4-1-20）式改为 

ds
dt

= r ⋅ s ⋅sinδ cosφ + s ⋅cosδ sinφ
s

⋅
dφ
dt

= rω sin δ +φ( )         (4-1-21) 
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dδ
dt

=
1

1+ I + r sinφ
H − r cosφ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2 ⋅
r H − r cosφ( )cosφ − r I + r sinφ( )sinφ

H − r cosφ( )2

dφ
dt

=
rscosδ cosφ − rssinδ sinφ

H − r cosφ( )2
+ I + r sinφ( )2

dφ
dt

=
rω cos δ +φ( )

s

    (4-1-22) 

结合（4-1-17）（4-1-18）（4-1-22）式，得到 E 点的速度函数： 

vE t( ) = arω sin(δ +ωt)
sinγ

s2 − b2 + l2

2bs2 −
cos(δ +ωt)

s
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥         （4-1-23） 

其中，γ 、δ 、 s分别由式（4-1-9）、（4-1-10）和（4-1-11）确定。 

再对 vE t( )求导，得到 E 点的加速度函数： 

aE t( ) = arω
cos δ +ωt( )

sinγ
dδ
dt

+ω
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−

sin δ +ωt( )
sinγ tanγ

dγ
dt

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

s2 − b2 + l2

2bs2

+arω
sin δ +ωt( )

sinγ
b2 − l2

bs3

ds
dt

+
sin δ +ωt( )

s
dδ
dt

+ω
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+

cos δ +ωt( )
s2

ds
dt

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

   (4-1-24)          

其中γ 、δ 、 s、
 

dγ
dt

、
ds
dt

、
 

dδ
dt

分别由式（4-1-9）、（4-1-10）、（4-1-11）、（4-1-19）、（4-1-21）、

（4-1-22）确定。 

4.1.4 两种方法结果对比 

利用 MATLAB 程序实现两种方法，分别得出了 E点的运动规律。图 4-1-4、图 4-1-5、

图 4-1-6 分别给出了两种方法得到的位移曲线、速度曲线和加速度曲线，从图中看出两者

比较吻合，均高于附件 1给出的有荷载的实测位移。这是由于两个模型中均忽略了弹性形

变对悬点的影响。实际情况下，由于井下带有载荷，必然引起游梁弯曲以及悬点和驴头之

间钢缆的拉伸，当负载较大时，忽略这些形变量会引起一定误差。 

从三个图中还可以发现，解析算法得到的曲线较滑块法有一个微小的水平偏移，并且

解析法求出的结果出现负值。这是由于解析算法考虑了 B点实际的圆周运动而不是滑块法

中简单的上下运动，水平方向上存在位移造成了实际的上下死点位置并不是严格的在

φ π= 和 0φ = 处取得。从仿真结果中得出，当 12φ π= 时悬点到达下死点，下死点位移为

-0.05 m。 37 36φ π= 时悬点到达上死点，上死点位移为 3.2 m。在速度和加速度曲线图中

的滞后同样也是解析解法考虑 B 为圆周运动造成的结果。 
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图 4-1-4   位移曲线 

0 50 100 150
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

采样点

速
度

(m
/s

)

速度曲线

 

 
解析法

滑块法

     
0 50 100 150

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

采样点

加
速

度
(m

/s
2 )

加速度曲线

 

 
解析法

滑块法

 

图 4-1-5  速度曲线                 图 4-1-6  加速度曲线 

4.1.5 对问题一的再思考 

由上一节解析法求得的O点坐标发现，O ′O 的横向距离小于 OB。因此，当 OB 在水平

位置，BD 并不是严格垂直的，而是与竖直方向有一个夹角δ 。进一步分析发现，悬点的最

小位移并不是 0 而是一个很小的负值，并且对应的角度也并不是 0，下面给出简略的证明。  
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θ

φ

δ

B′

D′

 
图 4-1-7 实际四连杆示意图 

图 4-1-7 为实际四连杆的示意图，为便于观察未按比例画出，令 OD 由 0°转动角度φ

到 D′位置时，OD B′ ′在一条直线上，由于三角形三边关系可知O B O B′ ′ ′> ，由于B 点只能

在以O为圆心，OB 为半径的圆周上运动，那么B′位置将高于O点，造成悬点的负位移，

这个结论与图 4-1-4 曲线吻合，说明解析法较滑块法能够更加真实地反应悬点的实际运动

规律。  

需要指出的一点是，在四连杆模型中，O′与O的位置关系是十分重要的，它决定着四

连杆结构如何工作或者能否工作。本题的难点在于O′与O的位置关系是未知的，如果认为

当OB 水平时O BD′ 共线且垂直将得出错误的结论，因为上文中已经得出，当 12φ π= 时悬

点到达下死点，这个角度是不能近似为零的，进一步计算可知，如果认为当OB 水平时O BD′

共线且垂直，题目所给的结构将不能完成圆周运动。这一结论可以通过简单的几何关系推

出，这里不再赘述。而由解析式求精确解的优势在于可以通过已知尺寸计算出合理的结构

设计，确定O′与O的位置关系，或者根据计算出的运动规律反推结构设计存在的问题，这

在工程实践中具有指导意义。 

4.2  问题二泵功图计算 

4.2.1  Gibbs 模型介绍 

1966 年，Gibbs 给出了由悬点示功图转化为地下泵功图模型[1][1]，称为 Gibbs 模型。该

模型的核心在于用一维粘滞阻尼波动方程作为描述油杆运动和应力传播的基本微分方程，

在满足边界条件、初始条件的基础上，采用分离变量傅里叶变换法，通过傅里叶级数拟合

位移和荷载。对于多级油杆的油井系统来说，根据力的连续性原理，进而求得多级的油杆

末端的位移、荷载。 
  Gibbs 模型一维粘滞阻尼波动方程为： 
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2 2
2

2 2

( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x ta c
t x t

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
                      （4-2-1） 

a  表示应力传播的速度，c  表示阻尼系数，求解阻尼系数的公式在后面给出。他描述了应

力在油杆上传递的过程。利用分离变量的傅里叶变换法，其解是在两个以截断傅里叶级数

表示的边界条件下的特解。两个边界条件见式（4-2-2）、（4-2-3）：  

0

1
( ) ( ) cos sin

2

n

r n n
n

D t L t W n t n tσω ω σ ω τ ω
=

= − = + +∑         （4-2-2） 

 0

1
( ) cos sin

2

n

n n
n

U t n t n tγω γ ω δ ω
=

= + +∑                   （4-2-3） 

特解见式（4-2-4）、（4-2-5）： 

0 0
1 1 1

1
( , ) ( ) cos ( )sin

2 2 n n
nr

u x t x O x n t P x n t
Ef
σ γ ω ω

∞

=

= + + +∑      （4-2-4）

' '0
1 1

1
( , ) [ ( ) cos ( )sin ]

2r n n
nr

F x t Ef O x n t P x n t
Ef
σ ω ω

∞

=

= + +∑        （4-2-5） 

式（4-2-2）、（4-2-3）中的傅里叶系数 nσ 、 nτ 、 nγ 、 nδ 由式（4-2-6）~（4-2-9）计算得到： 

2

0
( ) cos , 0,1,2,n D t n tdt n

π
ωωσ ω ω

π
= =∫ …                  （4-2-6） 

2

0
( )sin , 1,2,n D t n tdt n

π
ωωτ ω ω

π
= =∫ …                   （4-2-7） 

2

0
( ) cos , 0,1,2,n U t n tdt n

π
ωωγ ω ω

π
= =∫ …                  （4-2-8） 

2

0
U( )sin , 1,2,n t n tdt n

π
ωωδ ω ω

π
= =∫ …                   （4-2-9） 

对于离散的值，上述公式可以转化为以下公式（4-2-10）~（4-2-13）近似求解： 

1

2 2 2( ) cos( ) 0,1, 2 ,
K

n
p

nD p p n n
K K K

π πσ
=

= =∑ …           （4-2-10） 

1

2 2 2( )sin( ) 1, 2,
K

n
p

nD p p n n
K K K

π πτ
=

= =∑ …             （4-2-11） 

1

2 2 2( ) cos( ) 0,1, 2 ,
K

n
p

nU p p n n
K K K

π πγ
=

= =∑ …           （4-2-12） 

1

2 2 2( )sin( ) 1, 2,
K

n
p

nU p p n n
K K K

π πδ
=

= =∑ …             （4-2-13） 

对于由（4-2-10）~（4-2-13）式解出的傅里叶系数随着 p 的增加其精度也提高，但是运算量
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增大。在文献[1]给出的建议为：求 nσ 、 nτ 时， p 取 75；求 nγ 、 nδ 时，由于位移、时间函

数比较光滑， p 取 35。 

在特解公式（4-2-4）、（4-2-5）中，未知参数 ( )nO x 、 ( )nP x 、 ' ( )nO x 、 ' ( )nP x 可由以下公

式求解[1]： 

( ) ( cos sin )sin ( sin cos )cosn n n n n n n n n n nO x h x h x x h x h x xκ β δ β α μ β ν β α= + + + （4-2-14） 

( ) ( sin cos cos ( cos sin )sinn n n n n n n n n n nP x h x h x x h x h x xκ β δ β α μ β ν β α= + − +  （4-2-15） 

' ( ) ( sinh ( ) cosh )sin

( cosh ( )sinh )cos

n
n n n n n n n n

r

n
n n n n n n n

r

O x x x x
Ef

x x x
Ef

τ β δ β γ α β α

σ β γ β δ α β α

= + −

+ + +
         （4-2-16） 

' ( ) ( cosh ( )sinh )cos

( sinh ( )cosh )sin

n
n n n n n n n n

r

n
n n n n n n n

r

P x x x x
Ef

x x x
Ef

τ β δ β γ α β α

σ β γ β δ α β α

= + −

+ + +
          （4-2-17） 

 
则公式（4-2-14）~（4-2-17）中的未知参数可由以下公式求解： 

21 1 ( )
2n

n c
na

ωα
ω

= + +                      （4-2-18） 

21 1 ( )
2n

n c
na

ωβ
ω

= − + +                     （4-2-19） 

2 2( )
n n n n

n
r n nEf

σ α τ βκ
α β
+

=
+

                           （4-2-20） 

2 2( )
n n n n

n
r n nEf

σ β τ αμ
α β
−

=
+

                           （4-2-21） 

式中 2
T

πω = ，T 为一个冲程的周期。 

至此，对于单级杆的抽油系统的悬点示功图与泵功图的转化已经完成，但是，一般抽油

机为多级杆，若想求解多级油杆末端的示功图，通过力的连续性原理，可以得到函数参数

满足如下关系[1]： 



 

 - 14 -

1 0 0

'
1

'
1

0
1 0 0

1

1

( )

( )

( )

( )

j j

j n rj n j

j n rj n j

j j
j j

rj

j n n j

j n n j

Ef O x

Ef P x

x
Ef

O x

P x

σ σ

σ

τ

σ
γ γ

γ

δ

+

+

+

+

+

+

=

=

=

= +

=

=

                           （4-2-22） 

以此为条件可以计算 1j + 级油杆末端的 1( , )ju x t+ 和 1( , )jF x t+ ，亦即与理论示功图相近的示功

图。 

4.2.2  Gibbs 模型在计算泵功图中的应用 

4.2.2.1 Gibbs 模型理论应用 

  由 4.2.1 节 Gibbs 模型知，一维粘滞波动模型方程式（4-2-1）在满足边界条件下的特解

是式（4-2-4）、（4-2-5）。其特解在计算泵功图中即为泵功图的位移、荷载函数。故计算泵功

图的过程亦即求解 Gibbs 模型特解的过程。而所满足的边界条件对应为悬点的位移函数和

荷载函数。由此可以利用 Gibbs 模型和给定悬点示功图计算得到泵功图。 

4.2.2.2 利用 Gibbs 模型求解步骤 

  利用 Gibbs 求解泵功图的过程可分为：对数据的预处理、求解边界条件、连续性条件、

求解算法几个过程。 
1、数据预处理 
  附件 1、2 中皆给出了悬点功图的位移采样值，以及与之对应的悬点功图荷载采样值，

而观测到的悬点示功图描述的是悬点静荷载 ( )L t 与位移之间的关系，在 Gibbs 模型中需要求

解其动荷载 ( )D t ，根据公式 

( ) ( ) rD t L t W= −                              （4-2-23） 

其中 rW 表示油杆在液体中重量，油杆在一个冲程中其在油管中的长度是变化的，相应的其

rW 也是变化的，但是变化的范围相对于油管的长度之比很小，计算公式如下： 

1( )r r tW f L ρ ρ= −                            （4-2-24） 

1 0 (1 )w w wf fρ ρ ρ= − +                         （4-2-25） 

其中，公式中各系数含义为： 

rf  油杆横截面积 

tL  t 时刻油杆在油管内的长度 

ρ  分别表示油杆密度 
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1ρ  表示油水混合的密度 

wρ  表示水的密度 

wf  原油含水量 

2、 上下边界条件 

  模型的上下边界条件是由抽油机悬点的运动规律来确定的，若用 ( )U t 表示悬点的位移函

数，则模型的上边界条件为： 

0( , ) ( )xu x t U t= =                          （4-2-26） 

模型的下边界条件是由井下泵的工作状况决定的。若设柱塞的荷载函数为 ( )D t ，则有： 

( , ) ( )x LF x t D t= =                          （4-2-27） 

其中， L表示抽油杆柱总长度。 
3、确定初始条件 
  假设抽油机启动前，抽油杆从驴头上自由悬挂于充满液体的油管中，并且悬点从下死点

开始向上运动，则模型的初始条件为：  

(0 L 0)

(0 , 0)

( , ) 0

( , ) 0

x t

x L t

u x t

u x t
t

≤ ≤ =

≤ ≤ =

⎧ =
⎪
⎨∂

=⎪
∂⎩

，

                       （4-2-28） 

4、连续性条件 
  一般抽油机的油杆是多级的，两杆连接处的荷载与位移连续条件根据 J.F.Lea 提出的过

渡处理条件：上级抽油杆底端与下级抽油杆顶端的荷载、位移都是始终相等的，有如下公

式成立： 

 1

1

( , ) ( , )

( , ) ( , )
j j

j j

F x t F x t

u x t u x t
+

+

=

=
                        （4-2-29） 

式中， ( , )ju x t 、 ( , )jF x t 分别表示 t时刻第 j 级抽油杆底端的位移与荷载； 

1( , )ju x t+ 、 1( , )jF x t+ 分别表示 t时刻第 1j + 级抽油杆底端的位移与载荷。 

结合 Gibbs 模型及以上条件，可以总结得到抽油杆波动数学模型如下： 
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2 2
2

2 2

0

L

( 0)

( 0)

1

1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( )

( , ) ( )

( , ) 0

( , ) 0

( , ) ( , )

( , ) ( , )

x

x

t

t

j j

j j

u x t u x t u x ta c
t x t

u x t U t

F x t D t

u x t

u x t
t

F x t F x t

u x t u x t

=

=

=

=

+

+

⎧∂ ∂ ∂
= −⎪ ∂ ∂ ∂⎪
=⎪

⎪
=⎪

⎪ =⎨
⎪∂⎪ =
⎪ ∂
⎪ =⎪
⎪ =⎩

               （4-2-30） 

 
5、求解算法： 

（1） 根据公式（4-2-10）~（4-2-13）,结合初始条件，首先计算第 j 级油杆满足边界条件的

傅里叶系数 j n j n j n j nσ τ γ δ、 、 、 ； 

（2） 根据公式计算第 j 级油杆阻尼系数 jc ，本文选择利用摩擦功确立阻尼系数的方法[ 3]，

其公式为： 

1 1
2

2 1 4 2( 1)
ln cos

sin

j
r

c B B r rf m B
r aa

a

πμ
ω ωρ
ω

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥= + + +⎨ ⎬

⎢ ⎥⎪ ⎪+⎢ ⎥⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

          （4-2-31） 

rf   抽油杆截面积 

μ   原油动力粘度 

ω   曲柄角速度 

a   应力传播的速度 

r   曲柄长度 

m   直径系数 

tD  油管内径 

rD  抽油杆直径 
式中 

2

1
1 1

2ln
mB

m
−

= −                       （4-2-32） 
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2 2
4

2
( 1)1

ln
mB m

m
−

= − −                （4-2-33） 

r

t

Dm D=                              （4-2-34） 

（3） 计算特殊函数 j n j nα β、 ； 

（4） 计算函数参数 j n j nκ μ、 ； 

（5） 计算位移、荷载参数 ' '
j n j n j n j nO P O P、 、 、 ； 

（6） 判断是否为最后一根抽油杆，如果是，计算得到的位移、荷载关系为泵示功图，计算

结束。否则，求杆与杆之间新的过渡条件，计算下一根抽油杆位移—荷载函数，直到计算

得到泵示功图。 

综上计算步骤，可以归纳为下图所示流程图： 
 

( )u t
( )L t

( ) ( )u t D t、

j n j n j n j nσ τ γ δ、 、 、

jc

j n j nα β、

j n j nκ μ、

' '
j n j n j n j nO P O P、 、 、

( , )ju x t ( , )jF x t

1j j= +

1j =

j k=

 
图 4-2-1  Gibbs 模型求解算法流程图 

 

4.2.3 模型求解结果及分析 

根据 4.2.2.2 节中 Gibbs 模型求解流程图，编写 MATLAB 程序进行仿真（具体程序详电

子版压缩包），采用附件中提供的数据进行仿真实验。 

4.2.3.1 对附件 1 中 1#抽油井求解泵功图 
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  仿真所用数据来源于附件 1 中悬点功图位移和荷载，其余参数设置如表 4-2-1 所示： 
 

表 4-2-1 附件 1 中单级杆油井参数设置 
 

泵径

(mm) 

一级杆

杆长(m) 

泵深

(m) 

冲程

(m) 

冲次

(1/min)

一级杆  

杆径

(mm) 

悬点功图  

位移(m) 

悬点功图  

荷载(kn) 

70 792.5 793 3.2 7.6 22 144 个数据 144 个数据
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图 4-2-2  Gibbs 模型求解单级杆泵功图 
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  图 4-2-3  示功图与泵功图位移比较          图 4-2-4  示功图与泵功图荷载比较 
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仿真结果定性分析： 
（1） 由 MATLAB 仿真得到的单级抽油杆的泵功图其形状上与悬点示功图相近，接近于平

行四边形。 
（2） 对于泵功图而言，其上边和下边比较光滑，振幅小于悬点的示功图，荷载明显比示

功图平稳，这是因为泵功图在一定程度上消除了油杆和柱塞震动的影响，符合实际情况。 
（3） 对于悬点和柱塞位移图来说，由于弹性形变的存在，柱塞的运动要滞后于悬点的运

动，这与事实是相符的。 
（4） 由图（4-2-3）不难看出柱塞的冲程要小于悬点的冲程，由于附件 1 中提供的数据为

单杆抽油系统，油杆短，冲程差比较小，不是很明显，理论上是正确的。 
（5） 泵功图左边向左上方倾斜，参照文献[6],可能存在固定凡尔磨损问题。 
综合以上定性分析，Gibbs 模型仿真得出的泵功图是符合实际情况，比较准确。 

4.2.3.2 对附件 2 中 7#号抽油井求解泵功 

   仿真所用数据来源于附件 1 中悬点功图位移和荷载，其余参数设置如表 4-2-2 所示。 
通过 MATLAB 编写吉布斯模型仿真程序，载入上图所示数据得到的悬点示功图和泵功图如

图（4-2-5）所示： 
图 4-2-2  附件 2 中 7#井三级抽油杆油井参数设置 

 
泵径

(mm) 

一级杆杆

长(m) 

二级杆杆

长(m) 

三级杆杆

长(m) 
泵深(m) 冲程(m) 

44 523.61 664.32 618.35 1819.6 4.2 

冲次

(1/min) 

一级杆杆

径(mm) 

二级杆杆

径(mm) 

三级杆杆

径(mm) 

悬点功图

位移(m) 

悬点功图

荷载(kn) 

4 25 22 19 
144 个数

据  
144个数据
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图 4-2-5  Gibbs 模型求解三级油杆泵功图 
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图 4-2-6  Gibbs 模型求解三级油杆末端示功图    图 4-2-7  固定阻尼系数三级油杆末端示功图  
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图 4-2-8   示功图与泵功图位移比较             图 4-2-9   示功图与泵功图荷载比较 

    
仿真结果定性分析： 
（1） 由 MATLAB 仿真得到的三级抽油杆的泵功图其形状上接近于平行四边形，右边存在

向左凹的情况。 
（2） 对于仿真出的泵功图（图 4-2-5）而言，相比于示功图水平段图形，其图形的上边和

下边很光滑，几乎没有波动，荷载明显比示功图平稳；由图（4-2-6）可以看出从随着抽油

杆级数的增加，泵功图荷载的波动越来越小，这表明了泵功图在一定程度上消除了油杆和

柱塞震动的影响，符合理论实际。 
（3） 对于悬点和柱塞位移图来说，由于弹性形变和震动的存在，柱塞的运动要滞后于悬

点的运动，这与事实是相符的。 
（4） 由图（4-2-6）不难看出柱塞的冲程要小于悬点的冲程。 
（5） 由图（4-2-7）得出阻尼系数对于 Gibbs 模型求解泵功图是由影响的，在泵功图的形

状上、上下边的平滑程度上基本相同，但是，在泵功图围成的面积上，后者固定阻尼系数

的较大。基于阻尼系数对计算泵功图的影响及解决措施将在问题四中做进一步的探讨。 
综合以上定性分析，Gibbs 模型仿真得出的泵功图是符合实际情况的，比较准确。 

4.3 问题三 估计产油量 

4.3.1 模型 1：“面积法”估计油井产量 

4.3.1.1 模型分析 

抽油机在运动过程中，上下冲程由于抽油杆柱振动、摩擦等动载因素的影响，绘出的

功图就有动载曲线。但实测静载线与动载阻尼曲线加以对比时，针对深井泵的实际做功大

小而言，动载阻尼曲线对做功没有影响。为了避开动载线的变化影响，本文用示功图的静

载线来反映活塞在井下的工况。采用人工拉线方法处理功图，将上下静载线与有效冲程围

成的图形定义为理论功图。由于示功图纵轴为载荷量，横轴为位移量，那么示功图的所围

成的面积其实就是油泵在一个周期内对外做的功，因此，从闭合曲线的面积大小就可以直

观的看出油泵做功的多少。如果忽略抽油杆震动、摩擦等因素，泵所做的功都转化为有用

功，那么实测泵功图的面积与理论功图的面积之比就等于油井日产液量与理论产量的比。

理论产量可根据已知数据求得，只需要求得泵功图“面积”与理论功图“面积”之比就可

估算油井日产液量，即： 
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= ×
泵功图“面积”

实际日产液量 理论产液量
理论示功图“面积”

 

 

4.3.1.2 模型求解 

“面积法”求解模型的思路如下： 
1、计算静载理论示功图面积 

当悬点静载时，其承受载荷来自于抽油杆在油液中的重力。下静载线高度H下为： 

1

=
M

i
i

H W
=
∑下  

其中， iW 为第 i根抽油棒在油液中的重力。 

由于有效冲程相对于抽油杆长非常小，每次上升过程中排出的混合液与泵中的混合液

相比非常少，所以可以近似认为一个冲程中柱塞之上的油液重量不发生改变。当悬点处于

上静载位置时，其承受的载荷来自抽油杆重力与泵中混合液的重力之和。可以得到上静载

线高度： 

1

=
M

i
i

H W W
=

+∑上 液
 

2

1=
4
DW L gπ ρ液  

其中， L为抽油杆总长度， 1ρ 为混合液密度， g 为重力加速度。D为泵径。 

设 S有效为有效冲程，根据上文中得到的各项参数可以求得静载理论示功图面积： 

2

14p
DA H H S W S L gSπ ρ= − = =下上 有效 液 有效 有效（ ）  

2、计算理论产量 

理论产量是理想状况下油井每天生产油水混合物的质量，可以根据所给各项参数求

得。 

2

11440
4p
DQ S Nπ ρ= 有效  

其中， N 为抽油机的冲次。 

3、计算泵功图“面积” 

泵功图可以从悬点示功图推算得出，这在问题二中已经得到解决。这里的主要工作是

求泵功图的面积。 

由于问题二中求得的泵功图中各离散点是等时间间隔条件下采样的，而在位移上并不

等间隔。由于传统的求面积方法都是基于等间隔分割，因此无法解决该问题。接下来，提
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出一种新的求非等间隔图形面积的“最近点分割”算法。 

“最近点分割算法”思路： 

将图形中最左端的点设为点 1，向右寻找下个距离该点最近的点，记为点 2，计算过

两点范围内图形的面积。再以点 2为起始点向右找到下一个距离最近的点，同样计算两点

范围图形的面积，以此类推直到位移最大点处终止，最后将各个面积求和得到总面积。 

“最近点分割算法”具体步骤： 

0X

NX

2X

1X

1NX −

lΔ

1 'X

'NX

 

图 4-3-1 最近点分割法模型 
1）从最左端点开始，以采样时间为顺序依次对所有采样点编号为 0 1 2 3, , , ... NX X X X X 。记

第 m个点坐标为 ( , )m m mX a b ，各点的坐标是已知的。 

2）计算 1X 、 NX 到 0X 的水平距离，这里假设 1 0 0na a a a− < − ,那么 1X 就是距离 0X 最近的

点，过 1X 做垂线，与线段 0X NX 交点记为 1 'X , 

3）计算三角形 1 0 1 'X X X 面积： 

0 1 1 ' 1 0 1 0
1 ( )
2X X XS a a b b lΔ = − − + Δ  

由等比例关系 

1 0
0

0
n

n

a a
l b b

a a
−

Δ = −
−

 

代入面积公式即可求得
0 1 1 'X X XSΔ 。 

4）以 1X 为起始点，用步骤 2的方法找到 2X 和 NX 中距离最近的点，这里假设为 NX 。 

5）计算梯形 1 1' 'N NX X X X 的面积，算法与步骤三同理。 

6）以 NX 为起始点继续计算。直到计算到点 MX 时 1 0m ma a −− > ，可以判断 MX 为最大值点，

停止计算。 

7）将所有面积求和，得到曲线的总面积。 

最近点分割算法克服了传统算法中必须等间隔采样的局限，不仅可用于泵功图面积的

求解，对任意非等间隔采样图形求面积的问题都适用。 

4、计算日产液量 

泵功图的面积与理论功图的面积之比等于油井日产液量与理论产量的比，那么可以得
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到日产液量的计算公式： 
2

2

1440 14404

4

p

p

D SnQ nQ A A
DA gLL gS

π ρ

π ρ
= = =  

其中，Q为日产液量， pQ 为理论产液量， A为泵功图面积， pA 为静载理论示功图面积。

从上式可以看出，日产液量与泵功图面积和冲次成正比，与抽油杆长度成反比。 

4.3.2 模型 2：有效冲程估算油井产量 

用有效冲程估算油井产量的关键环节之一是准确计算柱塞有效冲程。本文将对泵功图

进行定量分析，确定泵的有效冲程，即柱塞的有效冲程，进而通过抽油泵排量公式计算抽

油泵日产量，然后折算出井口产液量。 

4.3.2.1 泵功图模型再分析 

从泵示功图中我们可以分析得到柱塞冲程。通常，柱塞冲程就是柱塞的有效冲程，然

而对于某些特殊的泵工况，柱塞有效冲程 S
有效

主要根据泵示功图中阀开闭点的位置来确

定。 

 

图 4-3-2  理论示功图与各点阀门状态 

 
图 4-3-2 给出了油泵正常工作下的示功图。A点为游动阀关闭点，B点为固定阀开启点，

C点为固定阀关闭点，D点为游动阀开启点，ABC 为上冲程，CDA 为下冲程。根据泵的工作

过程和泵柱塞上载荷的大小及阀开闭点的位置，可以将泵示功图分为四个阶段，如图 4-3-2
所示。 

AB 柱塞加载段，从游动阀关闭到固定阀开启，柱塞上行，柱塞载荷在短时间内迅速增

大，但相对于泵筒的位移变化量较小； 

BC 高载荷段又称为泵的吸入过程，从固定阀开启到固定阀关闭，柱塞上行，柱塞载荷

维持在一个较高的水平，同时相对于泵筒的位移变化量较大； 

CD 柱塞卸载段，从固定阀关闭到游动阀开启，柱塞下行，柱塞载荷在短时间内迅速减

小，但相对于泵筒的位移变化量较小； 

DA 低载荷段又称为泵排出过程，从游动阀开启到游动阀关闭，柱塞下行，柱塞载荷维

持在一个较低的水平，同时相对于泵筒的位移变化量较大。 
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通过分析可知，泵示功图曲线曲率变化最大点即为阀开闭点；固定阀的开闭点位于泵

示功图上冲程的高载荷段，游动阀的开闭点位于泵示功图下冲程的低载荷段；柱塞有效冲

程为固定阀开、闭点位移差与游动阀阀开、闭点位移差的绝对值中较小的一个。 

本文结合泵工况，通过在示功图的高、低载荷段各求出 2个曲率变化最大的点以确定

阀开闭点，进而计算柱塞有效冲程。 

4.3.2.2 曲率模型的建立 

取连续曲线上任意一点，将其曲率K 定义为夹角α 对弧度 S 的变化率，并等于曲率半

径R 的倒数，如下所示： 

1dK
dS R
α

= =   

由于泵示功图曲线由一系列离散点组成，其解析函数无法得到，故无法由上式直接求

得泵示功图上任一点的曲率。 

本文将相邻三点圆弧近似为连续曲线来求泵示功图各离散点的曲率K ，即利用泵示功

图上任意离散点 ( , )i i iX x y 及其前一离散点 1 1 1( , )i i iX x y− − − 和后一离散点 1 1 1( , )i i iX x y+ + + 三点之

间的几何关系计算出点 ( , )i i iX x y 的曲率。如图 4-3-3 所示。 

iX

1iX +
1iX −

1iL −

1iL +

iL

β

α

 
 

图 4-3-3 离散点曲率求解模型 

 

由三角几何关系容易得出： 

sin
2

iL
R

β =  

1 1
1 sin
2 i iS L L βΔ + −=                   （4-3-1） 

将过 iX 点的曲率
1

iK
R

= 进行整理，可得到： 

1 1

1 1

2i i i
i

i i i

L L LK
R L L L

− +

− +

= × ×                     （4-3-2） 

式中 

R  点 iX 到点 1iX + 圆弧段的曲率半径，m ； 
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α  点 iX 到点 1iX + 圆弧段的夹角， rad  

1iL −  点 1iX − 和点 iX 之间的线段长度，m  

iL   点 iX 和点 1iX + 之间的线段长度，m  

1iL +  点 1iX + 和点 1iX − 之间的线段长度，m  

SΔ   任意三角形 1 1i i iX X X− +Δ 的面积， 2m  

将式(4-3-1)代入式(4-3-2)可得： 

1 1

1 1 1 1

4 sin 4i i
i

i i i i i i

L L SK
L L L L L L

β− + Δ

− + − +

= =                       (4-3-3) 

式(4-3-3)即为求某一离散点曲率的数学模型，其中任意三角形的面积 SΔ由海伦公式求得： 

1 1

1 1

2 2
1 1 1

2 2
1 1

2 2
1 1 1 1 1

( )( )( )

2
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

i i i

i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

S P P L P L P L
L L LP

L y y x x

L y y x x

L y y x x

Δ − +

− +

− − −

+ +

+ − + − +

⎧ = − − −
⎪

+ +⎪ =⎪
⎪⎪ = − + −⎨
⎪

= − + −⎪
⎪

= − + −⎪
⎪⎩

               （4-3-4） 

4.3.2.3 柱塞有效冲程的确定方法 

柱塞有效冲程 S有效主要根据泵示功图中阀开闭点的位置来确定。曲率变化量的值越

大，说明曲线弯曲程度越大。本文将结合泵工况，通过在泵功图的高、低载荷段各求出 2

个曲率变化最大的点来确定阀开闭点。由于采用数值计算方法得到的泵示功图封闭曲线中

含有大量高频部分，故在实际计算中采用五点平均法消除或降低其引起的曲率变动，来提

高计算曲率的精度。计算柱塞有效冲程的具体步骤如下： 

1、用五点平均法求每一点的坐标平均值，即： 

2 1 1 2

5
i i i i i

i
x x x x xX − − + ++ + + +

=  

2 1 1 2

5
i i i i i

i
y y y y yY − − + ++ + + +

=  

2、分别求出泵功图离散点横坐标的最大值 maxX 和最小值 minX ，纵坐标的最大值 maxY 和最

小值 minY ； 

3、将离散点归一化，归一化公式如下： 
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min

max min

= i
i

X XX
X X

−
Δ

−
 

min

max min

= i
i

Y YY
Y Y

−
Δ

−
 

4、将归一化的泵功图沿柱塞冲程展开，泵功图由闭合曲线变成单值曲线； 

5、根据式(4-3-3)和(4-3-4)，计算各离散点的曲率值 iK ； 

6、根据 1i i iK Kδ += − ，求任一离散点的曲率 iK 及其后一离散点的曲率 1iK + 的曲率变化量

iδ ； 

7、为了提高算法的精度，根据 2 1 1 2'
5

i i i i i
i

δ δ δ δ δδ − − + ++ + + +
= ，采用五点法求曲率变化量的

平均值； 

8、引入归一化载荷的平均载荷dfa，假设 0.1dfu dfa= + ， 0.1dfd dfa= − ，则： 

(1)在上冲程中，在归一化载荷大于 dfu 的范围内查找固定阀开闭点。在归一化位移

[0.5，1]之间查找曲率变化量最大点 ( , )mb mbB X Y ，在[0，0.5]之间查找曲率变化量最大点

( , )ma maA X Y ，且 ma mbX X≠ ，则比例位移 Rg mb maS X X= − ； 

(2)在下冲程中，在归一化载荷小于dfd 范围中查找游动阀开闭点。在归一化位移[1，

1.5]中查找曲率变化量最大点 ( , )mc mcC X Y ，在[1.5，2]之间查找曲率变化量最大点

( , )md mdD X Y ，且 mc mdX X≠ ，则比例位移 Ry md mcS X X= − ； 

9、比较 RgS 和 RyS ，取较小者为比例有效冲程 RpeS ，然后乘以归一化位移( max minX X− )，便

可得到实际的有效冲程 S
有效

。 

4.3.2.4 抽油机井产液量计算 

将油井一天的产液量记作Q，其计算公式为： 

2

1440 N
4
DQ S π ρ′= 有效                     （4-3-5） 

由于上式中体积为井下体积，那么 ρ′应为井下混合液密度，由于附件中未给出，现给出简

要的估算过程。 

首先做出几个假设： 

忽略地下混合液中混入气体的质量，即认为混合液在井下和地面质量是相等的；水的

密度不发生变化。 

附件中提供了地面原油密度设为 oρ 、原油体积系数设为ε 以及含水率设为 wf 。根据假

设，忽略气体的重量，那么原油密度系数为 1
ε ，地下原油密度 o

uo
ρρ ε= 。最终求得井下
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混合液密度： 
1-(1 ) = w

w uo w o w
ff f fρ ρ ρ ρ ρ
ε

′ = − + +水 水               （4-3-6） 

代入（4-3-5）就得到了油井一天的产液量。 

4.3.3 模型仿真与分析 

在 MATLAB 中实现两种算法。使用附件 1、2中的数据分别估算两口井的产油量，得到

如下结果。 

模型 1求解结果：  

表 4-3-1 面积法求油井日产量 

井号 泵功图“面积” 日产液量（吨/天） 

7#（附件 1） 89706 126.42 

1#（附件 2） 67450 21.94 

 

模型 2求解结果：  

1、7#井（附件 1）求解结果 
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              (a)曲率变化率曲线                  (b)泵功图中阀门开闭点位置 

图 4-3-4 7#井阀开闭点位置及有效冲程 

图 4-3-4（a）上图为泵功图归一化展开图，图中实心线为平均载荷线。下图为平均

曲率变化量与比例位移的关系曲线，从中可以看出良好的对应关系，证明了算法的正确性。

图 4-3-5（b）中标出了阀门开闭点的位置，各点的状态和坐标在表 4-3-2 中列出。 

表 4-3-2 阀门工作状态及坐标 

 工作状态 坐标 

A 游阀关闭 （0.0311，-710） 

B 固定阀打开 （-0.0571,33931） 

C 固定阀关闭 （2.3041,22345） 

D 游阀打开 （2.4063，-2591） 

从表中可以得出，固定阀开闭点之间的位移差 BCS =2.3612m，游动阀开闭点之间的位移差

ADS =2.3752m。根据“取小”原则，柱塞有效冲程 S有效=2.3612m。最终计算得出产量为 89.34
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吨。 

2、1#井（附件 2）求解结果 
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          (a)曲率变化率曲线                 (b)泵功图中阀门开闭点位置 

图 4-3-5  1#井阀开闭点位置及有效冲程 

图 4-3-5（a）上图为泵功图归一化展开图，下图为平均曲率变化量与比例位移的关系曲线，

图 4-3-5（b）中标出了阀门开闭点的位置，各点的状态和坐标在表 4-3-3 中列出。 

表 4-3-3 阀门工作状态及坐标 

 工作状态 坐标 

A 游阀关闭 （0.1729，-4456） 

B 固定阀打开 （0.4996,17548） 

C 固定阀关闭 （4.3307,19327） 

D 游阀打开 （3．6104，-454） 

从表中可以得出，固定阀开闭点之间的位移差 BCS =4.1578m，游动阀开闭点之间的位

移差 ADS =3.4375m。根据“取小”原则，柱塞有效冲程 S
有效

=3.4375m。最终计算得出产量

为 20.11 吨。 
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图 4-3-6 两种模型计算日产液量对比 

结果对比分析： 

图 4-3-6 为两模型计算得出的日产液量对比图，从图中可以看出，对于 1#井的估计两

种方法的结果吻合较好，偏差不超过 8.4%，对于 7#井的估计二者偏差较大，原因是泵工

作不正常造成的，问题二中已经对该问题作出分析。另外，从对比图中可以看出面积法求

产结果较有效冲程法求产结果总是偏高，这是由于面积法求产比较粗略，忽略了很多应该

考虑的损耗所致。由于题目没有给出实际产量无法验证两种估计方法的准确性，因此两种

方法的正确性和优劣暂时无法确定。 

4.4 问题四 深入研究的问题 

通过前三个问题的解决，对 Gibbs 模型有了较为深入的了解，Gibbs 模型提出的一维的

粘滞阻尼波动方程是基于对抽油杆柱进行力学分析推导得出的结果。为简化方程或者计算

过程，在公式推导的过程中，Gibbs 模型对某些受力进行了理想化或者是简化忽略，这样对

由该公式求得的泵功图也只是一种较大的近似结果。因此有必要对 Gibbs 模型进行分析完

善。 
此外在问题二的计算中发现，泵功图的形状和阻尼系数有着较大的关系。对同一个悬点

示功图取不同的阻尼系数可以得出不同的泵功图（4-4-1）。泵功图的图形正确与否将直接影

响计算机对油井情况的诊断准确性。到目前为止，随着计算机诊断技术的繁荣发展，计算

阻尼系数的方法也很多，归纳起来有三类：（1）经验算法；（2）根据不同的假设推导出等

效粘滞阻尼系数；（3）根据示功图计算阻尼系数。几类方法各有千秋，本文将在此基础之

上提出一种阻尼系数计算方法。 
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图 4-4-1  不同的阻尼系数条件下 Gibbs 模型计算泵功图 

 
4.4.1 Gibbs 模型的改进 

4.4.1.1 Gibbs 模型优缺点分析 

对于 Gibbs 模型的算法已在 4.2.2 节进行了分析，但是未对其推导过程及其假设条件进

行提及，下面将从抽油杆柱力学分析的角度出发，对其进行模型分析，寻找 Gibbs 模型存

在的缺点。 

对抽油杆柱力学分析以垂直井为对象，微元体作为受力分析的基本单元。分析前做如下

约定： 

（1） 位移和载荷的方向均以向上为正，抽油杆柱的位置以向下为正； 

（2） 油管内充满密度均匀的液体。 

（3） 油管是锚定的，抽油杆不与油杆发生摩擦。 

（4） 运动起始点为悬点运动的下死点，抽油杆上的任意截面的运动用 ( , )u x t 表示；截面
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随着悬点的上下运动用 ( )U t 表示，截面相对于悬点的弹性位移用 1( , )u x t 表示。 

基于以上约定，我们可以得到微元体的受力情况如图 4-4-2 所示： 
 

xΔ
xΔ

pf
pf

lf lf

df

af

xf

gf

x xf +Δ

 
图 4-4-2    抽油杆连接处及微元体受力分析图 

rρ  表示似第 r 级抽油杆的密度， 3/kg m ； 

μ  油管内液体的动力粘度，Pa si ； 

rf  表示 r 级抽油杆的横截面积， 2m ； 

N  表示采油系统中抽油杆的总级数； 

1ρ  表示油管内液体的密度， 3/kg m ； 

crf  表示相邻抽油杆连接处突出部分面积， 2m  

 
（1） 微元体重力为： 

1g rf gf dxρ= −                                  （4-4-1） 

（2） 微元体上、下截面的内力分别为： 

1( , )
x r

x

u x tf Ef
x

∂⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                           （4-4-2） 

1( , )
x x r

x x

u x tf Ef
x+Δ

+Δ

∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                        （4-4-3） 
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（3） 微元体与油管内液体的粘滞阻力为： 

1( , )( )
d

u x tU tf dx
t t

μ ∂∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
                    （4-4-4） 

（4） 微元体的惯性力为： 
22

1
1 2 2

( , )( )
a

u x tU tf dx
t t

ρ
⎛ ⎞∂∂

= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
                   （4-4-5） 

（5） 油管液体对微元体的压力是垂直于微元体的轴线指向微元体，各向相等，其合力为 0； 
（6） 抽油杆连接处，相邻两根抽油杆的直径不同，一般上粗下细，导致突出的环形部分受

到油管内液体的压力： 

1
1

N

p cr r
r

f gf Lρ
=

= ∑                             （4-4-6） 

根据抽油杆柱的微元体受力分析，其轴向力的静平衡条件为： 

0NF =∑                                （4-4-7） 

即 

0x x x a g pf f f f f+Δ+ + + + =                         （4-4-8） 

                     
综上公式推导，可以得到           

2 2
2

2 2

( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x ta c g
t x t

∂ ∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂
                （4-4-9） 

该公式与 Gibbs 的一维粘滞阻尼波动方程式一致的，此处将抽油杆的重力考虑在内，并在

计算中使用静荷载，故公式中有 g 项。 

从上述推导过程中，发现 Gibbs 模型假设的是抽油杆为粗细相同时，忽略了其相邻杆

之间存在的突出部分存在会受到油管内液体的向上的力的影响。在实际情况中，采油系统

多采用多级抽油杆，该力的存在只对求多杆抽油机泵功图时杆与杆之间的连接条件产生影

响，进一步传递到下一根杆中。 

4.4.1.2 Gibbs 模型改善方法 

基于 4.4.1.1 节中的分析，只需在利用 Gibbs 模型求解泵功图过程中对其满足的连续性

条件做改变即可。 
现对 Gibbs 模型连续性条件改为：上级抽油杆底端的载荷等于下级抽油杆顶端的荷载加

上油管内液体对上级抽油杆突出的环形面积的压力，同时上级抽油杆底端与下级抽油杆顶

端的位移始终相等。 
数学表达式如下： 

1

1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

cA
j j r

j j

F x t F x t F

u x t u x t
+

+

= +

=
                          （4-4-10） 
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     1 1
1

( )
N

cA
r r r r

r
F g f f Lρ +

=

= − ∑                           （4-4-11） 

对于改进的Gibbs模型的初始条件、上下界条件以及数据的预处理方法同原来的Gibbs模型。 
由此可得到新的数学模型： 

2 2
2

2 2

0

L

( 0)

( 0)

1

1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( )

( , ) ( )

( , ) 0

( , ) 0

( , ) ( , )

( , ) ( , )

x

x

t

t

cA
j j r

j j

u x t u x t u x ta c
t x t

u x t U t

F x t D t

u x t

u x t
t

F x t F x t F

u x t u x t

=

=

=

=

+

+

⎧∂ ∂ ∂
= −⎪ ∂ ∂ ∂⎪
=⎪

⎪
=⎪

⎪ =⎨
⎪∂⎪ =
⎪ ∂
⎪ = −⎪
⎪ =⎩

                  （4-4-12） 

 

4.4.1.3  改善之后的优缺点分析 

将连续性条件改变之后，求解过程同 4.4.1.2 节流程图所示是相同的，只是在抽油杆连

接处对荷载进行调整即可。实验数据采用附件 2 中给出的。仿真结果比较如下图所示。 
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图 4-4-3  改进模型求解泵功图 
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4.4.2 阻尼系数计算方法 

4.4.2.1 常用的阻尼系数计算方法 

1、Gibbs 模型中，Gibbs 认为非粘滞阻尼力可以忽略不计，基于三点假设：1）悬点

做简谐运动；2）以光杆瞬时运动速度的均方根值表示抽油杆的平均速度；3）抽油杆一周

所耗散的功应等于等效粘滞阻尼所耗散的功。S.G.Gibbs 推导得出计算阻尼系数的两种方

法，分别对应为等效粘滞阻尼系数和根据光杆效率与水力功率计算阻尼系数[3]： 

 
2
ac
L

π υ
=                                       （4-4-13） 

υ  表示无量纲阻尼因子。 

 
2

1

( )( / )

2
N

i ri i
i

PRhp Hhp T Sc
f Lπ ρ

=

−
=

∑
                        （4-4-14） 

PRhp  光杆功率，W  

Hhp   水功率，W  

N    表示抽油杆级数 

iρ    表示第 i级油杆密度 3/kg m  

rif   表示第 i级抽油杆截面积 2m  

S    表示冲程长，m  
 
此外，还有利用摩擦功确立阻尼系数的方法，见式（4-2-31）。 

4.4.2.2 基于示功图的阻尼系数计算方法 

  在 4.4.2.1 节所列的阻尼系数的计算方法中，大多是基于 Gibbs 模型在做了诸多假设之

后，要用到的数据不仅仅是地面示功图，式（4-4-15）、式（4-4-13）还需要 dc υ− 理想曲线；

式（4-2-31）的计算需要混合物的动力粘度；对于式（4-4-14）需要计算功率，量大且复杂。

因此迫切需要有一种比较准确且能够较为完整的反应全面实际情况，用到的数据最好是能

够简单测得的。 

  鉴于此种情况，尝试从 Gibbs 波动方程本身和已给的示功图推导计算阻尼系数的公式。 

  首先，Gibbs 波动方程公式（4-2-1）可以写成以下形式： 

 
2 2

2 2

( , ) ( , ) ( , )
r r r

u x t u x t u x tEf dx f dx c f dx
x t t

ρ ρ∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
            （4-4-15） 

对式（4-4-15）沿 x 方向从 0 到 L进行数值积分： 
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2 2

2 20 0 0

( , ) ( , ) ( , )L L L

r r r
u x t u x t u x tEf dx c f dx f dx

x t t
ρ ρ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫            （4-4-16） 

则等式左边可以写成： 

  
2

1
20

1

( , ) ( , )( , ) nL i i
r i ri

i

u x t u x tu x tEf dx E f
x x x

−

=

⎧ ∂ ∂ ⎫∂ ⎡ ⎤= −⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎩ ⎭
∑∫              （4-4-17） 

令 
( , ) ( , )i

i
u x t F x t

x
∂

=
∂

                                         （4-4-18）

1
1

( , ) ( , )i
i

u x t F x t
x
−

−

∂
=

∂
                                       （4-4-19） 

（4-4-17）式化成： 
2

020

( , ) ( ) ( )
L

r P
u x tEf dx F t F t

x
∂

= −
∂∫                         （4-4-20） 

将式（4-4-20）代（4-4-16）式得： 
2

0 20 0

( , ) ( , )( ) ( )
L L

P r r
u x t u x tF t F t c f dx f dx

t t
ρ ρ∂ ∂

− = +
∂ ∂∫ ∫         （4-4-21） 

对式（4-4-21）进行时间积分，假设上冲程时间从 0 到 1T ，下冲程时间从 1T 到T ，有： 

  1 1 1
2

0 20 0 0 0 0

( , ) ( , )( ( ) ( ))
T L T L T

P r r
u x t u x tF t F t dx c f dtdx f dtdx

t t
ρ ρ∂ ∂

− = +
∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫    （4-4-22） 

1 1 1

2

0 20 0

( , ) ( , )( ( ) ( ))
T L T L T

P r rT T T

u x t u x tF t F t dx c f dtdx f dtdx
t t

ρ ρ∂ ∂
− = +

∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫    （4-4-23） 

 
设 

0

0

0

0

1 ( )

1 ( )

1 ( )

1 ( )

L

ou ou

L

od od

L

pu pu

L

pd pd

F F t dx
L

F F t dx
L

F F t dx
L

F F t dx
L

=

=

=

=

∫

∫

∫

∫

                        （4-4-24） 

式（4-4-24）中 ouF 、 puF 、 odF 、 pdF 分别表示上冲程光杆的平均动荷载、上冲程泵的平均

动荷载、下冲程光杆的平均动荷载、下冲程泵的平均动荷载。则有（4-4-22）、（4-4-23）可

写成： 
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1
1 10 0

( , ) ( ,0)( ) [ ( , ) ( ,0)] [ ]
L L

pu ou r r
u x T u xT F F c f u x T u x dx f dx

t t
ρ ρ ∂ ∂

− = − + −
∂ ∂∫ ∫    （4-4-25） 

1
1 10 0

( , )( , )( )( ) [ ( , ) ( , )] [ ]
L L

pd od r r
u x Tu x TT T F F c f u x T u x T dx f dx

t t
ρ ρ ∂∂

− − = − + −
∂ ∂∫ ∫    （4-4-26） 

 
( ,0) ( , )u x u x T

t t
∂ ∂

=
∂ ∂

                             （4-4-27） 

 

( ,0) ( , )u x u x T=                                      （4-4-28） 

将上述（4-4-25）、（4-4-26）两式相减得到： 

1 1 1 1

1
10 0

[ ( ) ] [ ( ) ]

( , ) ( ,0)2 [ ( , ) ( ,0)] 2 [ ]

pu pd ou od

L L

r r

T F T T F T F T T F

u x T u xc f u x T u x dx f dx
t t

ρ ρ

− − − − −

∂ ∂
= − + −

∂ ∂∫ ∫
     （4-4-29） 

假设 

1

1 0 1

1

(0.5 1)
( , ) ( ,0) ( ) / 2

( , ) ( ,0) 0

T T
u x T u x S S

u x T u x
t t

α α= ≤ <
− = − +

∂ ∂
= =

∂ ∂

                        （4-4-30） 

                         
这样最终得出阻尼系数的表达式： 
 

1

(1 )( ) ( )

(1 )
r

pd rd pu ru
N

p
r r r r

r r

T F F F F
c

SS f LS

α α

ρ
=

⎡ ⎤− − − −⎣ ⎦=
− ∑

                    （4-4-31） 

从公式（4-4-31）可以看出，要计算阻尼系数必须要预先知道泵功图，这与求泵功图，

先知道阻尼系数是矛盾的，故采用迭代算法解决问题。即在阻尼系数合理的范围内，任意

选定一个初始值，利用 Gibbs 模型求出泵功图，然后再求阻尼系数，这样就会进入一个死

循环，为得到较为准确的阻尼系数，并且能够使循环停下，选定一个门限值，使得要求的

阻尼系数在某个范围内时或者由此阻尼系数得到其他值满足要求时停下并输出解算的阻

尼系数。 
  那么如何确定这个门限值？在什么情况下收敛？ 
  假如泵工作正常， 0P 表示游动阀上部的压力，用 ( )P t 表示泵内压力， lP 表示泵的吸入

压力。液体通过游动阀压力降为 tPΔ ，通过固定阀压力降为 sPΔ ， 
假设： 

t sP P PΔ = Δ = Δ                                （4-4-32） 

如果忽略柱塞与液体德尔惯性力，则作用于柱塞上的平衡方程应是 

( ) ( ) ( )0P P r p pF t P A f P t A W f= − − + ±                    （4-4-33） 
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PA  柱塞截面积； 

rf  抽油杆截面积； 

 pW  柱塞重； 

 f ——柱塞与泵筒间的摩擦力 
在上冲程固定阀打开时 

( ) lP t P P= −Δ                            （4-4-34） 

则上冲程平均泵载荷为 

( )0 0pu l P r p pF P P A P A W f PA= − − + + + Δ              （4-4-35） 

在下冲程游动阀打开时， 

( ) lP t P P= + Δ                             （4-4-36） 

则下冲程有效泵载荷为 

( )0pd r p pF P A W f PA= − + − + Δ                    （4-4-37） 

设 0 = pf f PA+ Δ  

( ) 0 0pu P r l p pF A A P P A W f= − − + +                   （4-4-38） 

0 0pd t pF P A W f= − + −                        （4-4-39） 

所以得出 

0 02pu pd P l PF F P A P A f− = − +                    （4-4-40） 

如果近似地忽略了 0f ，就得出 

( )
0 1

pu pd

P

F F
P P A

−
= +                       （4-4-41） 

根据文献[1]有: 
0

0 1
P

FP P A= +                          （4-4-42） 

式中 0F 为泵升举液体载荷。 

对比（4-4-41）（4-4-42）可以确定收敛条件为 

( )
1 0

1

1
pu pd

K F
K F F

ε−
− <

− −
                   （4-4-43） 

式中ε 为允许误差； 1 ou odK F F= −  

迭代计算阻尼系数流程图见图 4-4-4。 
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图 4-4-4   阻尼系数迭代运算流程图 

 

4.4.2.3 实验仿真 

   根据 4.4.2.2 节中阻尼系数迭代运算流程图，编写 MATLAB 程序，实验参数设置为：
10.5, 0.1 , 0.01oc sα ε−= = = ，通过迭代运算求得附件 1、2 中的阻尼系数分别为 1.0341 1s− 、

0.3395 1s− 。 
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五 模型的评价与推广 

问题一中，模型 II 通过解析方法可以得到悬点更加真实的运动规律，缺点是推导过程

比较复杂。 
问题二中，模型 III 由地面示功图推算出了泵功图，根据泵功图估算的日产液量与实

际比较吻合，证明了模型 III 的正确性。另外，泵功图除了可以估算产液量还可以对井下

工作状态进行计算机自动诊断，由于解题时间有限，这里仅简要介绍思路，即通过设置形

变阈值鉴别泵功图形状，如凹陷度、倾斜度等，当泵功图形变达到某一阈值时即可判断井

下工作状态。 
问题三中，模型 IV 为求出泵功图面积提出了非等间隔点求面积的“最近点分割算法”。

该算法克服了传统算法中必须等间隔采样的局限，不仅可用于泵功图面积的求解，对任意

非等间隔采样图形求面积的问题都适用。模型 V通过计算曲率变化最大点判断阀门的开合

位置，进而得到泵不同阶段的工作状态，这不仅可以计算柱塞有效冲程和估算产液量，对

抽油机运行状态检测也有重要意义。 

问题四中，模型 VI 只需根据地面示功图和任意合理的阻尼系数初值，就可通过迭代

得到较为精确的阻尼系数，具有需要已知量少，方法简单的优点，缺点是牺牲了一定的精

度。 
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