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 第十届华为杯全国研究生数学建模竞赛
 

题 目       功率放大器非线性特性及预失真建模 

摘       要： 

本文以正交基多项式逼近原理、最小二乘拟合等为基础，建立了无记忆功放

和有记忆功放的数学模型及其各自的预失真模型，并用归一化均方误差（NMSE）
对所建模型进行了评价，评价结果验证了所建模型的准确性和所用方法的可靠性。 

为了建立无记忆功放模型，本文利用多项式函数来表达功率放大器的非线性

特征，提出基于样本实际分布的正交基多项式模型，通过最小二乘方法拟合得到

模型的具体参数。结果表明，正交基多项式模型具有最好的 NMSE（-157dB），
远优于传统多项式模型和基于均匀分布的正交多项式模型。为避免过拟合，分析

得到模型的最优阶次为 7，此时对应的 NMSE 为-68.63dB。 
为了建立无记忆功放预失真模型，本文采用间接学习结构对预失真模型进行

参数估算。经理论分析得到线性化后最大可能放大倍数为 1.8264 倍。利用最小

二乘拟合得到预失真器的正交基多项式模型。为避免过拟合，得到预失真器模型

的最优阶次为 5，利用此预失真器模型对功放进行补偿后的输出与具有同样放大

倍数的理想功放的输出进行比较，得到其 NMSE 为-37.08dB。 
为了建立有记忆功放模型，我们采用在和记忆多项式中所计算得到的正交基

进行拟合。利用最小二乘法拟合参数。同样为防止过拟合，经分析得到记忆深度

为 5，最大阶次为 4 的多项式模型。此时得到的 NMSE 为-45.26dB 
有记忆功放预失真模型也利用间接学习结构得到的。通过建立预失真器输出

最大幅度与放大倍数的关系曲线，得知最大放大倍数为 9.5。利用最小二乘拟合

得到预失真器的正交基多项式模型。为避免过拟合，得到最优预失真器模型的记

忆深度为 5，最大阶次为 5。将该模型补偿之后求得的功放输出与放大倍数为 9.5
的理想功放的输出进行比较，得其 NMSE 为-43.40dB。 

对于信号的相邻功率信道比（ACPR）及功率谱密度的拓展研究中，经分析
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得知传输信道为[0,20MHz]，相邻信道为[20MHz,40MHz]。通过计算有记忆的预

失真器模型补偿后功放的输出信号的功率谱，得到该模型的 ACPR 为-54.34dB。

未经过预失真补偿信号的 ACPR 为-39.38dB。获得了-15dB 的补偿。 
本文的创新点在于：1、对数据进行最小二乘拟合时，采用基于样本实际分

布的正交多项式基函数，且正交基的建立使得最小二乘算法可获得高精度并稳健

的拟合精度。2、在确定所建多项式模型的最优阶数时，考虑过拟合问题，进行

折中的参数选取，使模型具有泛化能力。 

关键词：功率放大器 预失真 正交基多项式 最小二乘拟合 间接学习结构 
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1．问题重述 

信号的功率放大是电子通信系统的关键功能之一，其实现模块称为功率放大

器（PA，Power Amplifier），简称功放。功放的输出信号相对于输入信号可能

产生非线性变形，这将带来无益的干扰信号，影响信息的正确传递和接收，此现

象称为非线性失真。线性化技术可以在不降低线性度的情况下提高功放的效率，

其中数字预失真技术是一种先进的线性化技术。预失真的基本原理是：在功放前

设置一个预失真处理模块，这两个模块的合成总效果使整体输入-输出特性线性化，

输出功率得到充分利用，其原理框图如图 1 所示。 

预失真

器
PA

整体呈线性

 
图1  预失真技术的原理框图 

图 1 中， ( )x t 为输入信号， ( )y t 为输出信号， ( )z t 为预失真器的输出。 

预失真器的非线性特性可描述为 ( ) ( ( ))z t F x t ，功放的非线性特性描述为

( ) ( ( ))y t G z t ，预失真处理后整体的线性特性可表示为： ( ) ( ( ( ))) g ( )y t G F x t x t   ，

其中，g 为系统整体的线性放大倍数。 

根据某一时刻的输入是否与此前时间段内的输入有关，可将功放分为无记忆

功放和有记忆功放两种类型。在保证工程的可实现性并考虑适当的计算复杂度的

情况下，针对这两种类型的功放进行以下问题的研究： 

问题一： 

A. 建立无记忆功放非线性特性的数学模型，并评价所建模型的准确度。 

B．设计符合线性化原则以及“输出幅度限制”和“功率最大化”约束的无记

忆功放的预失真模型。给出目标误差函数，计算线性化后最大可能的幅度放大倍

数，并评价预失真补偿的结果。 

问题二： 

A．建立此功放的非线性特性的数学模型，并评价所建模型的准确度。 

B．根据线性化原则以及“输出幅度限制”和“功率最大化”约束，以框图的

方式建立预失真处理的模型实现示意图，计算预失真模型相关参数，并评价预失

真补偿的计算结果。 

问题三： 

计算功放预失真补偿前后的功率谱密度，并用图形的方式表示三类信号的功

率谱密度（输入信号、无预失真补偿的功率放大器输出信号、采用预失真补偿的

功率放大器输出信号），并对结果进行分析评价。   
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2．模型假设与参量设定 

2.1 符号定义与说明 

 

表1  文中主要参量符号定义 

符号字母 符号定义 
( )x  预失真器的输入信号 
( )y  功率放大器的输出信号 
( )z  预失真器的输入信号兼功率放大器的输出信号 

( )z  预失真训练模块计算的输出值 

( )e  预失真器输出和预失真训练模块之间的估计误差 
g 功放的线性放大倍数 
ρ 矩阵的条件数 
K  多项式的阶数 
M  有记忆功放的记忆深度 
N  采样样本的个数 
ψ  正交基 
J  目标误差函数 
O  过拟合程度 

NMSE 归一化均方误差 
EVM 误差矢量幅度 
ACPR 相邻信道功率比 

 

2.2 评价指标选择 

对于所求模型的数值计算结果，业界常用 NMSE、EVM 等参数评价其准确度。  

归一化均方误差 (Normalized Mean Square Error, NMSE)，其表达式定义为： 

^
2

1
10

2

1

| ( ) ( ) |
10log

| ( ) |

N

n

N

n

z n z n

NMSE

z n











                     （1） 

如果用 Z 表示实际信号值，
^
Z 表示通过模型计算的信号值，NMSE 就反映了模

型与物理实际模块的接近程度。功放前加载预失真处理后，也可用 NMSE 判断整

体模型输出值与理想输出值的近似程度。 

误差矢量幅度 (Error Vector Magnitude, EVM)定义为误差矢量信号平均功率

的均方根和参照信号平均功率的均方根的比值，以百分数形式表示。如果用 X 表

示理想的信号输出值，e表示理想输出与整体模型输出信号的误差，可用 EVM 衡

量整体模型对信号的幅度失真程度，其表达式如下： 

2

2
100%

E e
EVM

E X

 
  
 
 

                       （2） 

分析上述两个指标，当 ( )z n 为复数时，有
22 ˆ( ) ( ) ( )e n z n z n   ，因此当 NMSE

最小时，可知 2ˆ( ) ( )z n z n 最小，从而 2E e 
   一定最小，则 EVM 也一定最小，这
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说明满足 NMSE 指标要求时，必定满足 EVM 要求，因此，我们后续问题的评价

指标只计算 NMSE 的值。  
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3．模型求解与分析 

3.1 无记忆功放问题分析 

所谓无记忆功放就是认为放大器的输出信号只取决于当前的输入信号，而与

历史输入信号无关。在建立无记忆功放的非线性模型时，通常采用是多项式模型，

即泰勒（Taylor）多项式模型。假设功放的输入信号为 ( )z t ,那么功放的输出可以

表示为： 

1
( ) ( )

K
k

k

k

y t a z t


                        （3） 

其中，
ka 为多项式的系数，K是多项式函数的最大阶数，阶次K越大，则模

型的准确度越高。 
考虑到后面计算中的存在求逆问题，换用一种正交基的多项式结构模型，它

能够很好地对功放进行建模，并且减小了传统多项式模型的数值稳定性问题造成

的影响。因此，对于问题一，我们的求解思路如下： 
（1） 对无记忆功放的建模分别采用两种方案求解，即：传统多项式模型与正

交基多项式模型。在正交基多项式模型中，改进了参考文献[3]里的均匀分布情况

下的正交基函数，利用数据文件1构建了符合实际分布的正交基函数。利用最小

二乘拟合求解出各种方案的模型及其NMSE，并对结果进行了比较分析。最后考

虑模型的泛化性能，获得折中时该模型的具体参数。 
（2） 对预失真模型的建立采用数据实际分布情况下的正交基多项式形式；分

析出“输出幅度限制”和“功率最大化”两个约束条件下可能的线性化的最大幅

度放大倍数；采用自适应间接学习结构估算预失真模型的参数，写出其目标误差

函数；用最小二乘算法拟合求解出预失真模型及其重构时的NMSE。综合该NMSE
及模型的总体泛化性能，取得折中模型参数。最后通过评价经过预失真矫正后的

信号与理想线性功放之间的NMSE来对模型进行评价。 

3.2 无记忆功放模型的建立与求解 

3.2.1 传统多项式模型 
分析题目所给的数据文件1，可知无记忆功放的输出幅度存在非线性失真，

而输出相位则保持线性，如图2(a)、(b)所示。 

 
图2   (a)无记忆功放输入/输出的幅度特性      (b)无记忆功放输入/输出的相位特性 

因此本模型采用的多项式结构如式（4）所示： 

                    1

1
( ) ( ) ( )

K
k

k

k

y t a z t z t




                         （4） 
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将式（4）离散化后得到： 

                   1

1
( ) ( ) ( )

K
k

k

k

y n a z n z n




                        （5） 

为增加模型的准确度，这里同时考虑输入信号的奇次项与偶次项，且多项式

中不存在常数项。 
令

1( ( )) ( ) ( ) K

k x n x n x n


  ，则功放的输出信号可以写为： 

1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ( ))

K K
k

k k k

k k

y n a x n x n a x n


 

                （6） 

定义输入和输出向量：    (1), , ( ) , (1), , ( )T T
x x n y y n x y  ，定义参数

向量：  1 2, , T

ka a aa  ，定义N×1阶向量 
 ( ) ( (1)), , ( ( )) T

k k kx x x n  Φ ，N×K矩阵  1( ), , ( )k  Φ x x  则式（6）

写成向量形式： 

y Φa                                 （7） 
那么，多项式的系数可由最小二乘估计得到： 

  1
1ˆ ˆ ˆ, , ( )T T T

LS ka a  a Φ Φ Φ y                  （8） 

根据上述理论，我们用 MATLAB2012 编程实现最小二乘算法，拟合得到 K=1,3,5,7

时的无记忆功放的各阶非线性数学模型，并根据公式（1）得到各阶多项式模型

的准确度，计算结果如表 2 所示，效果图如图 3 所示。 

表2 传统各阶次多项式模型及其准确度 

阶次
K 数学模型表达式 NMSE 

1 ( ) 2.50 ( )y n z n  -16.35 

3 2( ) 3.05 ( ) 0.01 ( ) ( ) 1.17 ( ) ( )y n z n z n z n z n z n    -37.81 

5 
2

3 4

( ) 2.97 ( ) 0.31 ( ) ( ) 0.15 ( ) ( )

3.42 ( ) ( ) 2.21 ( ) ( )

y n z n z n z n z n z n

z n z n z n z n

  

 
 -53.44 

7 

2

3 4 5

6

( ) 3.01 ( ) 0.28 ( ) ( ) 1.94 ( ) ( )

4.6 ( ) ( ) 3.21 ( ) ( ) 8.84 ( ) ( )

3.80 ( ) ( )

y n z n z n z n z n z n

z n z n z n z n z n z n

z n z n

  

  



 -68.63 
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图 3 无记忆功放各阶多项式模型的效果图 

 

    从计算结果与效果图中均可看出，随着阶次的增大，多项式模型的准确度越

来越好。但由前面的推导可知，我们在用最小二乘法对多项式模型进行参数估计

的时候，需要求矩阵 ФTФ 的逆矩阵(ФTФ)-1，在求逆矩阵的时候会遇到数值稳定

性问题。定义矩阵的条件数 max

min





  ，其中 max 和 min 分别是矩阵的最大特

征值和最小特征值，矩阵的条件数表示矩阵的计算对误差的敏感性，条件数越大，

数值稳定性越差，当条件数远大于 1 时，数值误差将非常大。通常，随着多项式

阶次的增加，矩阵的条件数也迅速增加，这意味着我们求 ФTФ 的逆矩阵(ФTФ)-1

时非常困难，参数估计存在不稳定性。 
3.2.2 正交基多项式模型 

为缓解数值稳定性问题，我们引入一种正交基函数的多项式模型。把式（7）
改写成： 

y = ψβ                           （9） 
式中，  1 2( ), ( ), , ( )K  ψ z z z ，是一组正交基。 
用最小二乘估计的表示为： 

1ˆ ( )T T

LS

β ψ ψ ψ y                    （10） 
则要求解式（10），首先要确定正交多项式的基函数 ，此处，我们选用上三角

矩阵 U 来构造正交多项式基函数，矩阵 U 的第 ( , )k l 个元素为 Ulk，所构造的正

交多项式基为： 
ψ = ΦU                        （11） 

它使 T T TE E      Ψ Ψ U Φ Φ U  为对角矩阵。 

我们首先按照参考文献[3]，假设输入幅度为均匀分布，令 r x 是（0，1）
的均匀分布，得到矩阵 U 的表达式为： 
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( )!( 1) ,

( 1)!( 1)!( )!
0 ,

l k

lk

k l
l k

l l k lU

l k

 
 

   
 

           （12） 

则对于均匀分布 r z ,2 取参照文献[3]其 K=7 阶正交基函数见表 3 所示。 
 

表 3 均匀分布情况的正交基函数 

1(z) z    

2(z) 4 3z z z    
2

3(z) 15 20 6z z z z z     
3 2

4(z) 56 105 60 10z z z z z z z      
4 3 2

5(z) 210 504 420 140 15z z z z z z z z z       
5 4 3 2

6(z) 792 2310 2520 1260 280 21z z z z z z z z z z z        
6 5 4 3 2

7 (z) 3003 10296 13860 9240 3150 504 28z z z z z z z z z z z z z         

那么，我们同样用最小二乘估计，用MATLAB2012编程求解式（10），得到

均匀分布情况的正交基多项式的系数，从而拟合得到K=1,3,5,7时的无记忆功放的

各阶非线性数学模型，并根据公式（1）得到各阶多项式模型的准确度，计算结

果如表4所示，效果图如图4。 

 
图 4 均匀分布情况的无记忆功放各阶多项式模型拟合效果图 
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表4 均匀分布情况的各阶正交基多项式模型及其准确度 

阶次
K 数学模型表达式 NMSE 

1 ( ) 2.50 ( )y n z n  -16.34 
3 2( ) 2.82 ( ) -0.39 ( ) ( ) -0.16 ( ) ( )y n z n z n z n z n z n  -37.81 

5 2

3 4

( ) 3.94 ( ) 0.54 ( ) ( ) 0.73 ( ) ( )

0.20 ( ) ( ) 0.25 ( ) ( )

y n z n z n z n z n z n

z n z n z n z n

  

 
 

-53.44 

7 2

3 4 5

6

( ) 5.46 ( ) 2.26 ( ) ( ) 3.03 ( ) ( )

0.10 ( ) ( ) 2.25 ( ) ( ) 0.63 ( ) ( )

0.91 ( ) ( )

y n z n z n z n z n z n

z n z n z n z n z n z n

z n z n

  

  



 

-68.63 

此计算结果与效果图表明，当K≤7时，在均匀分布情况下的正交基多项式模

型可用来表示无记忆功放的非线性特征，且随着阶次增加，准确度变高。而分析

得数据文件1中输入信号幅度并不是均匀分布，如图5所示。 
在此基础上对正交基函数的构造进行了改进，利用数据的实际分布构造新的

正交基。按照前述构造正交基的方法，即构造矩阵U使 T T TE E      Ψ Ψ U Φ Φ U为

对角阵，从而可以得到由式（11）建立的正交基。令： 

 
1

1( ) (z(n)) (z(n))
N

T T

n

E
N 

  Φ Φ                     （13） 

根据数据文件1输入信号幅度的实际分布可求解式（13），而根据相似对角化

原理，求解E[ΦTΦ]的特征向量矩阵作为矩阵U，从而可由式（11）得到实际分布

情况的K=7阶正交基函数，如表5所示。 

 
图5 数据文件1输入信号幅度的实际分布 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

50

100

150

200

250

300

350

400

输入信号幅度值

样
本

数
目



- 12 - 

表 5 数据文件 1 分布情况的正交基函数 
6 5 4 3 2

1(z) 0.15 0.53 0.69 0.44 0.14 0.02z z z z z z z z z z z z        

6 5 4 3 2
2(z) 0.31 0.57 0.01 0.61 0.44 0.11 0.01z z z z z z z z z z z z z         

6 5 4 2
3(z) 0.43 0.31 0.47 0.63 0.33 0.04z z z z z z z z z z z        

6 5 4 3 2
4(z) 0.51 0.06 0.31 0.48 0.24 0.59 0.13z z z z z z z z z z z z z          

6 5 4 3 2
5(z) 0.47 0.30 0.10 0.14 0.42 0.58 0.38z z z z z z z z z z z z z         

6 5 4 3 2
6(z) 0.40 0.37 0.33 0.27 0.16 0.07 0.70z z z z z z z z z z z z z         

6 5 4 3 2
7 (z) 0.26 0.27 0.29 0.32 0.37 0.44 0.59z z z z z z z z z z z z z         

那么，我们同样用最小二乘估计： 

1ˆ ( )T T

LS

δ ψ ψ ψ y                          （14） 

用MATLAB2012编程求解式（14），拟合得到实际分布情况的正交基多项式

的系数，从而得到K=1,3,5,7时的无记忆功放的各阶非线性数学模型，并根据公式

（1）得到各阶多项式模型的准确度，计算结果如表6所示，效果图见图6。 

图6 实际分布情况的无记忆功放各阶多项式模型拟合效果图 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

0.5

1

1.5

2

|x(n)|

|z
(n

)|

K = 1

 

 

实际值

计算值

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

|x(n)|

|z
(n

)|

K = 3

 

 

实际值

计算值

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

|x(n)|

|z
(n

)|

K = 5

 

 

实际值

计算值

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

|x(n)|

|z
(n

)|

K = 7

 

 

实际值

计算值



- 13 - 

表6 各阶实际分布正交基多项式模型及其准确度 

阶次
K 数学模型表达式 NMSE 

1 ( ) 2.50 ( )y n z n  -16.34 

3 2( ) 3.05 ( ) 0.01 ( ) ( ) 1.17 ( ) ( )y n z n z n z n z n z n    -37.80 

5 
2

3 4

( ) 2.97 ( ) 0.31 ( ) ( ) 0.15 ( ) ( )

3.42 ( ) ( ) 2.21 ( ) ( )

y n z n z n z n z n z n

z n z n z n z n

  

 
 -53.44 

7 

2

3 4 5

6

( ) 3.01 ( ) 0.28 ( ) ( ) 1.94 ( ) ( )

4.60 ( ) ( ) 3.20 ( ) ( ) 8.84 ( ) ( )

3.80 ( ) ( )

y n z n z n z n z n z n

z n z n z n z n z n z n

z n z n

  

  



 -68.62 

此计算结果与效果图表明，当 K≤7 时，实际分布情况下的正交基多项式模型

可用来表示无记忆功放的非线性特征，且随着阶次增加，准确度变高。 
3.2.3 方案比较 

从上述结果可以看出，当功放模型中的多项式阶数越高，模型的误差越小，

为了验证测量的准确性，我们在第 2 部分定义了归一化均方误差（NMSE）如式

（1）所示，其中 ( )z n 是功放的仿真输出, ˆ( )z n 是多项式模型的输出。图 7 给出了

分别使用传统多项式模型、均匀分布情况下正交多项式模型与实际分布情况下正

交多项式模型的归一化均方误差与多项式阶数 K 的关系曲线。 

 
图7 归一化误差（NMSE）与多项式阶数的关系曲线 

从图中可以看出，当多项式的最大阶数 K 小于 7 时，传统的多项式模型和

正交多项式模型的误差基本相同，且 NMSE 均随 K 的增加而减小，即模型的准

确度越来越好。当最大阶数 K 大于 7 时，对于实际分布情况的正交多项式模型

来说，随着多项式最高阶数 K 的增加，NMSE 不断地减小，而对于传统的多项

式模型和均匀分布情况的正交多项式模型来说，NMSE 反向增大。原因在于后两
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者的 ФTФ 和 ΨTΨ 的条件数在 K>7 以后迅速变大，求逆稳定性变差，使得所求

逆矩阵偏离真实值较远，所以 NMSE 的值变大，模型的准确度变差。所以当 K 大
于 7 时，我们改进的按实际分布情况的正交多项式模型具有相当明显的优势。

同时，利用正交多项式基所获得最小 NMSE 可达到-157dB。远远超过多项式基及

均匀分布下的正交多项式基。 
然而在实际应用中，除了模型的精度之外，还需考虑到模型的泛化性能。随

着模型阶数的增加，利用传统的最小二乘方法拟合得到的函数将会在训练样本上

获得极小的误差。然而此时模型一方面会变得极为复杂，另一方面其泛化误差较

大，即对训练样本之外的样本难以获得令人满意的精度。一种有效的度量在多项

式拟合中过拟合情况的方法为模型中参数绝对值的最大值，我们定义模型..的过

拟合程度为 max(| |)O  a 。下文中过拟合的衡量方法如无特殊说明皆与此处定义

相同。 

 
图 8 功放模型的过拟合程度与多项式最大系数之间的关系。 

综合考虑模型的 NMSE 及O，我们选择实际分布情况的 7 阶正交多项式作为

无记忆功放非线性特性的最优模型，如式（15）所示，其 NMSE=-68.63dB。 

  

2 3

4 5 6

( ) 3.01 ( ) 0.28 ( ) ( ) 1.94 ( ) ( ) 4.60 ( ) ( )

3.20 ( ) ( ) 8.84 ( ) ( ) 3.80 ( ) ( )

y n z n z n z n z n z n z n z n

z n z n z n z n z n z n

   

  
     （15） 

3.3 无记忆功放预失真模型的建立与求解 

3.3.1 正交多项式预失真模型建立 
预失真技术即在功放前加入一个非线性单元，称为预失真器，使其特性与 PA

特性互逆。因此信号预先人工产生了非线性失真，与放大器压缩非线性失真相抵

消，实现整个系统的线性放大目的，原理如图 8 所示。 
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图 9  预失真原理图 

由文献[2]可知，预失真的实质为功放模型的求逆问题，理论上如果功放模

型在信号包络区间是单调的，则其逆存在。由于直接求逆方法在实现上并不存在

通用性，因此通常使用多项式逼近的方法进行预失真模型的构造，我们仍然采用

实际输入信号幅度分布情况下的正交多项式模型，则如式（16）所示。 

1

1 1
z( ) ( ) ( ) ( ( ))

K K
k

k k k

k k

n b x n x n b x n


 

                  （16） 

式中， ( ( ))k x n 为表 4 所示的正交基函数。 
由文献[1]可知预失真处理技术通常采用的自适应算法，其控制结构有两种：

直接学习结构和间接学习结构。如果直接对预失真器的参数进行自适应估计，需

已知功放的模型,为了避免这个问题，我们选用图 10 所示的间接学习结构。 
图中功放的线性放大倍数为 g ,功放的输出 ( )y n 经 g 倍衰减后作为预失真模

块 A 的输入，实际预失真器的模型为其训练模块 A 的复制。定义误差信号

ˆ( ) ( ) ( )e n z n z n  ，理想情况下，希望 ( ) ( )y n gx n ，此时 ˆ( ) ( )z n z n ， ( ) 0e n  。

我们利用最小二乘算法，不断极小化误差 ( )e n ，通过训练使预失真训练模块的输

出 ( )z n 不断接近功放的输入 ( )z n 。当 ( )e n 最小时，即可得到训练模块的参数，从

而得到预失真器模型的参数。 

预失真器

（复制A）
功放

预失真训练

    模块（A）

+

 

图 10  数字预失真的非直接学习结构 

由图10可定义预失真训练模块A的多项式模型为; 
-1

1 1

( ) ( ) ( )ˆ( ) ( )
k

K K

k k k

k k

y n y n y n
z n b b

g g g


 

                       (17) 

我们定义输入和输出向量：
( )( ) y n

u n
g

  ，

+ =

输入

输
出

输入

输
出

输入

输
出

预失真器特性 非线性功放特性 整体特性
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   u(1), , u( ) , (1), , ( )T T
n z z n u z ，定义参数向量：

 1 2, , T

kb b bb ，再定义  ( ) ( (1)), , ( ( )) T

k k ku R u R u nR ，N×K矩阵

 1( ), , ( )kR R u R u ，则式（16）写成向量形式： 

z = Rb                             （18） 
那么，多项式的系数可由最小二乘估计得到： 

1
1

ˆ ˆ ˆ, , ( )
T

T T

LS kb b b   
 

R R R z                   （19） 

其估计误差为： 

 

-1

1

( ) ( )ˆ( ) ( ) ( ) ( )
k

K

k

k

y n y n
e n z n z n z n b

g g

                （20） 

由于 ( )e n 为实数，则定义其目标误差函数定义为： 
-1

1 1 1

( ) ( )( ) ( )
k

N N K

k

n n k

y n y n
J e n z n b

g g  

 
   

  
               （21） 

从上述计算理论可看出，要拟合得到多项式（17）的系数，必须首先确定线

性放大倍数 g。由本题所提供的资料分析得到，g 的取值受到预失真处理的“输

出幅度限制”与功放的“输出功率最大化”所约束。 

3.3.2 线性放大倍数 g 的确定 
所谓的预失真处理的“输出幅度限制”是指功放的输入幅度需保持在一定范

围，过大的值会导致饱和溢出。本题的建模中限定预失真处理的输出幅度不大于

所给出的功放输入幅度最大值，由数据文件 1 可知，需要使预失真训练模块 A 的

输出满足 ˆ(n) max ( ) 1.0553z x n  。 

 
图 11 功放经预失真处理后整体的目标特性曲线 

所谓的功放输出“功率最大化”是指预失真处理加载后，尽可能使功放的信
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号平均输出功率最大，因此预失真处理后的输出幅度（等效为功放的输入幅度）

需尽可能提高。图 11 是本题功放的输入输出幅度特性曲线，OA 段是其线性工作

区域，之后发生非线性失真，进入饱和区。传统电路设计上，减轻非线性失真效

应的方法是只取功放特性的线性段 OA （A(0.4005,1.165)）,这样功放输出的最大

幅度为 1.165，降低了输出功率，导致功放效率的降低。而线性化技术可以在不

降低线性度的情况下提高功放的效率，为了提高功放的利用率，经过预失真处理

后，功放的最大输出幅度应仍能达到原来的最大输出幅度 1.9274（B 点）。所以

经预失真处理后理想的输入/输出特性曲线应为直线 OB。 

综上所述，满足两个约束条件下的最大可能的线性幅度放大倍数为直线 OB
的斜率，即： 

1.9274 1.8264
1.0553

g                         （22） 

3.3.3 正交多项式预失真模型求解 
将所求的 g 代入式（17），根据数据文件 1，按前述求正交基的方法求得正交

基函数如表 7 所示，用 MATLAB2012 编程实现最小二乘算法，拟合得到 K=1,3,5,7

时的各阶预失真训练模块的正交多项式数学模型，即得到预失真器的模型，我们

将公式（20）中的误差 e 按照公式（1）中的定义转换为 NMSE 并计算之，该 NMSE

见 12(a)，我们可以得到预失真模块对输入信号的重构最好时可达到-95dB。进一

步考虑模型的过拟合程度，见图 12(b)。综合考虑，我们选取预失真模型的阶数

K=5。此时的正交基见表 6，所解得模型及参数见表 8。 

 
图 12  (a)NMSE 随多项式阶数增大的变化     (b)过拟合程度随多项式阶数增大的变化 

表 7 数据文件 1 分布情况的正交基函数 
4 3 2

1( ) 0.30 0.72 0.59 0.19 0.02x x x x x x x x x x        

4 3 2
2( ) 0.48 0.39 0.54 0.56 0.10x x x x x x x x x x        

4 3 2
3( ) 0.57 0.14 0.34 0.66 0.32x x x x x x x x x x       

4 3 2
4( ) 0.46 0.38 0.25 0.02 0.76x x x x x x x x x x       

4 3 2
5( ) 0.37 0.39 0.42 0.47 0.56x x x x x x x x x x       
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表8 计算得预失真正交多项式模型及其准确度 

阶次
K 数学模型表达式 NMSE 

5 
2

3 4

( ) 0.70 ( ) 1.23 ( ) ( ) 4.9 ( ) ( )

7.39 ( ) ( ) 3.85 ( ) ( )

z n x n x n x n x n x n

x n x n x n x n

  

 
 -35.16 

我们还需进一步评估所获得预失真模型矫正的效果。此时，定义理想线性放

大器的放大增益为g，其由式（22）给定。我们计算理想输出值 y gx 与经过矫

正后的输出之间的NMSE。其中x为输入复信号。取预失真器阶数为5，功放阶数

为7，经计算得到经过预失真矫正后的功放输出与理想线性功放输出之间的NMSE
为-37.08dB。 
3.3.4 小结 

综上，本预失真建模方法中： 

目标误差函数为：

-1

1

(n) ( )ˆ(n) z(n) (n) (n)
k

K

k

k

y y n
e z z b

g g

     

线性化后最大可能的幅度放大倍数为：
1.9274 1.8264
1.0553

g    

预失真模型为： 
2 3

4

( ) 0.70 ( ) 1.23 ( ) ( ) 4.9 ( ) ( ) 7.39 ( ) ( )

3.85 ( ) ( )

z n x n x n x n x n x n x n x n

x n x n

   


 

此时预失真补偿后的结果与理想线性功放之间的误差NMSE=-37.08dB。 

3.4 有记忆功放问题分析 

所谓有记忆功放是指功放的某一时刻输出不仅与此时刻输入有关，而且与此

前某一时间段的输入有关。对无记忆功放多项式模型离散后表示如下：  

    2
1 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

K
k K

k K

k

y n h z n h z n h z n h z n


        1,2, ,n N         （23） 

对式（23）增加记忆效应，可以写为： 

10 11 1
1 0

2 2 2
20 21 2

0 1

( ) ( ) ( ) ( 1) ... ( )

( ) ( 1) ... ( )
... ... ...

( ) ( 1) ... ( )

K M
k

km M

k m

M

K K K

K K KM

y n h z n m h z n h z n h z n M

h z n h z n h z n M

h z n h z n h z n M

 

       

     

 

     



 （24）

1,2, ,n N     

式中，M为记忆深度， hkm为系数。 
由于常用复值输入-输出信号，可采用便于计算的“和记忆多项式”模型： 

         1

1 0
( ) ( ) | ( ) |

K M
k

km

k m

y n h z n m z n m 

 

     1, 2 , ,n N       （25） 

其中，K是多项式函数的最大阶数，阶次K越大，则模型的准确度越高。 
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因此，对于问题二，我们的求解思路如下： 
（1） 基于对问题一的求解过程，我们发现基于正交基函数的多项式模型在表

达功放的非线性特征时具有较大优势，于是，对有记忆功放的建模采用正交基“和

记忆多项式”模型。首先利用数据文件2构建了符合实际分布的正交基函数。随

后利用最小二乘拟合求解出数学模型及其NMSE。最后折中NMSE及过拟合程度，

获得实际模型及对应NMSE。 
（2） 对预失真模型的建立同样采用正交基多项式形式；因为模型具有记忆，

难以直接分析出“输出幅度限制”和“功率最大化”两个约束条件下可能的线性

化的最大幅度放大倍数；对于多种可能的放大倍数，采用自适应间接学习结构及

最小二乘算法估算预失真模型的参数，找到最大的放大倍数及相应模型参数。最

后与理想线性功放相比，得到预失真校正后的NMSE。 

3.5 有记忆功放模型的建立与求解 

3.5.1 有记忆功放模型建立 
为了算法描述方便，我们首先定义

1( ) ( ) ( ) k

kmz n z n m z n m


   ，

 (1), (2),......, ( ) T

km km km kmz z z nz ，将式（24）改写成矩阵形式： 

y = Zh                              （26） 

式中，  (1), , ( ) T
y y ny  ， 

 10 0 11 1 1, , , , , , , , ,K K M KMZ z z z z z z  

 10 0 11 1 1, , , , , , , , , T

K K M KMh h h h h hh  
引入基于正交基函数的多项式模型，把式（26）改写成： 

y = ψc                             （27） 
式中，Ψ 是一组正交基，根据数据文件 2，按前述方法构造出的正交基函数，由

于 Ψ 是 K×M 阶矩阵，若取 K=7,M=5，则正交基函数的个数为 35 个，由于数目

较多，所有基函数的系数见附录。 
在最小二乘条件下，系数的解析解为： 

ˆ ( T

LS 
T -1c ψ ψ) ψ y                        （28） 

那么，对于任意记忆深度M和最大阶次K，我们用MATLAB2012编程求解式

（28），进行最小二乘拟合得到正交基多项式的系数。 

3.5.2 有记忆功放模型求解 
从图 13 中可以看出，当此正交基多项式模型的阶次 K 固定为 7 时，记忆深

度 M≥5 以后的 NMSE 几乎不变，表明此时模型的准确度不随记忆深度的增加而

明显提高；当记忆深度 M 固定为 5 时，阶次 K≥5 以后的 NMSE 也几乎不变，

表明此时模型的准确度不随阶次的增加而明显提高；而图中右上角明显凸起的部

分表明当阶次 K 和记忆深度 M 同时增大时不但不会减小 NMSE，反而使其迅速

增大，则此时的模型准确度非常差。原因在于此时模型参数过多，难以获得精确

解。在 M>5，K>7 之后，可以看出模型 NMSE 基本不变。因此我们只对 M<=5
和 K<=7 的情况进行深入研究。考虑到三维图难以展示细节，我们将其映射至二

维平面。如图 14(a)是将记忆深度 M 和阶数 K 按 ( , )M K KN M  进行映射后作

出的二维平面图，其中 M=5 为所需进一步研究的最大记忆深度。同时，依此画

出过拟合程度随记忆深度 M 和阶数 K 的变化，如图 14(b)。 
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因此，综合考虑 NMSE 及过拟合程度，我们选取阶次为 K=4，记忆深度为

M=5 的有记忆的正交基多项式模型较为合理，随着 M 和 K 的进一步增大，NMSE
的减小较为缓慢，然而过拟合程度却迅速增大。模型的具体参数见附件。  
 

 
图13  NMSE与记忆深度及最大阶次的关系特性 

 

 
图14  (a)NMSE与记忆深度及最大阶次的关系   (b)随参数组合增加的过拟合程度变化趋势 

 

3.6 有记忆功放预失真模型的建立与求解 

3.6.1 正交多项式预失真模型 
与无记忆功放的预失真模型一样，对于有记忆功放的预失真模型可以采用记

忆正交多项式模型来描述： 
1

1 0
z( ) ( ) | ( ) |

K M
k

km

k m

n p x n m x n m 

 

        1,2, ,n N     （29）  
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与无记忆功放的预失真模型一样，我们仍然采用自适应算法来估算有记忆功

放的预失真模型，系统结构也采用间接学习结构。由于预失真器采用记忆多项式

模型，在模型的阶数K 和记忆深度M确定的情况下（在设计时，K 和M是可以根

据实际情况改变的），采用最小二乘算法，通过极小化均方误差来拟合预失真训

练模块记忆正交多项式模型的系数，即可得到相应的预失真器。本题采用最小二

乘拟合法进行预失真器参数的估算。 

参考前述图10，预失真训练模块的多项式模型表述为： 
1

1 0

(n m) (n m)( )
k

K M

km

k m

y y
z n p

g g



 

 
               （30）                                                                            

因有记忆的功放在工作时会产生M个时延，前M个输出无法估计，所以
, ,n M N              

我们定义： 

1( ) ( ) ( ) k

kmy n y n m y n m


    ,  (1), , ( ) T

km km kmy y ny   

 10 0 11 1 1, , , , , , , , ,K K M KMY  y y y y y y   

 ˆ ˆ ˆ(1), , ( ) T
z z nz   

 10 0 11 1 1, , , , , , , , , T

K K M KMp p p p p Pp   

将式（30）改写成矩阵形式： 

ẑ = Yp                             （31） 

引入基于正交基函数的多项式模型，把式（26）改写成： 
ẑ = ψd                            （32） 

式中，Ψ 是一组正交基，根据数据文件 2，按前述方法构造出的正交基函数，由

于 Ψ 是 K×M 阶矩阵，若取 K=4,M=5，则正交基函数的个数为 20 个，由于数目

较多，所有基函数的系数见附录，并作出该预失真模型的框图形式如图 15。 
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图 15 有记忆功放的预失真模型框图 

 
模型中，多项式的系数仍由最小二乘估计得到： 

1
1

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ( )
T

T T

LS kd d d   
 

ψ ψ ψ z                  （33） 

预失真训练模块的输出 ( )z n 和预失真器的输出 ( )z n 之间的估计误差为： 

 
1

1 0

ˆ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
k

K M

km

k m

e n z n z n

y n m y n m
z n p

g g



 

 

 
 

   , ,n M N          （34）                                           

引入： 

1 1

1 0 1 0
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
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n M
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n M k m k m

e n e n
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 （35）                        

定义误差向量 e的平方和为目标误差函数，即： 
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2 (n) (n)
N

n M

J e e 



  e e e                  （36） 

为求系数，需极小化误差目标函数J。 

从上述计算理论可看出，要拟合得到多项式系数，必须首先确定线性放大倍

数g。由本题所提供的资料分析得到，g的取值受到预失真处理的“输出幅度限制”

与功放的“输出功率最大化”所约束。 

3.6.2 线性放大倍数 g 的确定 
本题的建模中限定预失真处理的输出幅度不大于所给出的功放输入幅度最

大值，由数据文件 2 可知，需要使预失真训练模块 A 的输出满足

ˆ(n) max ( ) 0.7079z x n  。 

 
图 16 最大输出幅度与放大倍数 g的关系曲线 

满足功放输出“功率最大化”，需要满足预失真处理后的输出幅度（等效为

功放的输入幅度）需尽可能提高。由于预失真模型的参数估计受放大倍数 g 的影

响，不同的 g 会训练得到不同的预失真模型，则对应相同的输入样本，不同的模

型得到的最大输出幅度不同，因此我们需找到最大输出幅度与放大倍数 g 之间关

系。我们改变 g 的取值，同时改变记忆深度 M 及阶数 K 的取值。在不同参数配

置下的预失真器输出的最大幅值如图 16 所示。从图中我们可看出，随着 g 的变

化，M 和 K 的变化对最大输出幅值影响较小。另外，当放大倍数 g 取 9.5 时对应

的最大输出幅度为 0.7076（小于功放的输入幅度最大值）。进一步增大 g 则会明

显导致预失真器输出信号幅值大于限幅。因此，同时考虑上述的输出幅度限制条

件和功率最大化，则有记忆功放加预失真矫正线性化后最大可能的放大倍数取

g=9.5。 

3.6.3 有记忆功放预失真模型求解 
将所求的 g=9.5 代入式（30），根据数据文件 2，按前述求正交基的方法求得
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正交基函数，用 MATLAB2012 编程实现最小二乘算法，可得到重构 NMSE 随记

忆深度 M 及最大阶次 K 的变化如图 17(a)所示。同时得到过拟合程度的变化如图

17(b)所示。与之前分析过程类似。对于有记忆功放的预失真器取记忆深度 M=5

和最大阶次 K=5 的正交多项式模型，其具体表达式见附件。 

 
图17  (a)NMSE与记忆深度及最大阶次的关系  (b) 随参数组合增加的过拟合程度变化趋势 

   上述计算结果可知，预失真器的正交多项式模型随着阶次增加，准确度越来

越好，考虑到阶次的增高会增加工程实现的复杂度，因此本预失真器模型选择K=7
阶正交多项式模型。 

进一步评价总体功放模型，考虑放大倍数g=9.5的理想线性功放。利用题目中

给定的输入pa_in_memory，通过该理想线性功放的输出作为理想输出 z ，评价其

和经过预失真和功放的输出 ẑ之间的NMSE。对于放大倍数g=9.5，记忆深度M=5，
最大阶次K=5的预失真器，经过记忆深度M=5，最大阶次K=4的功放模型，经计

算得到矫正后与理想输出之间的NMSE为-43.40dB。 
3.6.4 小结 

综上，本预失真建模方法中： 
目标误差函数为： 

2

1 1

1 0 1 0

(n) (n)

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

N

n M

k k
N K M K M

km km

n M k m k m

J e e

y n m y n m y n m y n m
z n p z n p

g g g g

 




 

    

  

      
     

      



  

e e e

 线性化后最大可能的幅度放大倍数为： 9.5g   

预失真模型为： 见附录 
其NMSE= -43.40dB 

3.7 相邻功率信道比及功率谱密度 

3.7.1 问题分析 
从本题题目所给材料可获取以下信息： 
（1）相邻信道功率比（Adjacent Channel Power Ratio，ACPR）是表示信道的带

外失真的参数，衡量由于非线性效应所产生的新频率分量对邻道信号的影响程度。

其定义为 
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f

s f df
ACPR
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                 （37） 

其中 ( )s f 为信号的功率谱密度函数，  1 2,f f 为传输信道，  2 3,f f 为相邻信道。 

（2）功率谱密度 ( )s f 的计算可通过对信号的自相关函数进行 Fourier 变换计算。 

（3）假设数据 2 的采样频率 30.72 12sF MHz  ，传输信道按照 20MHz 来算，邻信

道也是 20MHz。 

通过查阅相关资料，此题我们的求解思路如下： 

（1）利用 MATLAB 编程求解三类信号（输入信号、无预失真补偿的功率放大器

输出信号、采用预失真补偿的功率放大器输出信号）的 ( )s f ，其中取 2n=256 的

FFT。 
（2）对三类信号的 ACPR 的求解，需要已知各自的 ( )s f ，传输信道[f1，f2]，相邻

信道  2 3,f f ，其中，f1，f2，f3可由第一步中求得的各自的功率谱密度图中看出。 

3.7.2 三类信号的功率谱密度求解 
由于MATLAB自带的求解功率谱密度的算法即为傅里叶变换法，即先由信号

序列x(n)估计出自相关函数R(n)，然后R(n)进行傅立叶变换，便得到x(n)的功率

谱估计。因此直接利用MATLAB求解，取256点FFT，对输入信号序列 ( )x n 和无

预失真补偿的功率放大器输出信号序列 ( )y n ，直接由数据文件2获得，对采用预

失真补偿的功率放大器输出信号序列 ˆ( )y n ，则是如图所示的系统的输出，该系统

中预失真处理器模型及PA模型的参数见附录，其中g=9.5，K=5，M=5。 

 
图18  功放预失真补偿前后的功率谱密度比较 

最终求得三种信号的功率谱密度如图18所示。其中(a)表示输入信号的功率谱
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密度，(b)表示仅通过功率放大器时输出信号的功率谱密度，(c)表示输入信号通过

预失真器及功率放大器之后输出的功率谱密度。为了方便对比，图中(b)和(c)对输

入信号的放大作用已被消除。 

3.7.3  结果分析 
由图18可知，在传输信道[0,20MHz]和相邻信道[20MHz-40MHz]上，预失真处

理后的功率谱密度近似相等，可见预失真补偿后的输出信号明显改善。表9是数

据2经预失真处理前后的ACPR对比，可以发现，经预失真器处理后信号可得到约

-15dB的补偿，g的取值对ACPR值的影响可以忽略。 
 

表 9 预失真处理前后的 ACPR对比 

ACPR 值(MPre = 5, KPre=5，MPA=5，KPA=4) 

原始信号 功放 
预失真+功
放 g=9.5 

预失真+功
放 g=9 

预失真+功
放 g=8.5 

-78.15 -39.38 -54.34 -54.28 -54.14 
 

其中 MPre 为预失真器的记忆深度, KPre 为预失真器的最大阶数，MPA 为功

放的记忆深度，KPA 为功放的最大阶数。 
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4 模型改进 

本文为防止过拟合，采用了较为主观的参数选择方法。另一种常见的防止过

拟合的方法是在最小二乘法的优化目标后加入防止过拟合的正则项，然而该方法

的正则项的系数也由人来主观设置。 
在最小二乘法的正则项中还可以加入其他约束条件。例如，如果考虑工程实

现时用尽可能少的元器件完成预失真器，则可加入稀疏约束条件。此时最小二乘

方法则成为LASSO方法。由于时间有限，本文并未实现LASSO方法。然而LASSO
方法在实际应用中应得到重视。 

对于一般的曲线拟合问题，神经网络大多可取得较好的拟合效果。然而对于

预失真器的设计问题，国际学者极少利用神经网络进行参数拟合，但本方法不失

为一种值得尝试的方法。 
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附录 
1. 有记忆功放模型中采用的正交基系数： 

见附件“pa_basis.csv” 
2. 有记忆功放模型得到的和记忆公式的系数： 

见附件“pa_param.csv” 
3. 有记忆功放的预失真模型计算时采用的正交基系数： 

见附件”pre_basis.csv” 
4. 有记忆功放的预失真模型算得的和记忆公式的系数： 

见附件“pre_param.csv” 
 


