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题 目    空气中 PM2.5 问题的研究 

摘       要： 

PM2.5 是空气质量指数 AQI 中的重要监测指标，是产生灰霾的主要因素，对人类

健康危害极大。由于 PM2.5 进入公众视线的时间还很短，与它相关的统计数据比较缺

乏，从而限制了对其客观规律的了解。对此，本文着重进行了以下几个方面的工作： 
一、PM2.5 的相关因素分析。结合附件 1 中的数据，利用 Pearson 相关分析法计

算 AQI 中 PM2.5、SO2、NO2、PM10、CO 以及 O3 等 6 个监测分指标的指标值及其污

染物含量相互间的相关系数，定量地分析了 6 个指标之间相关性的强弱，发现 PM2.5
与 SO2、NO2、PM10、CO 具有很强的正相关性，而与 O3 呈较弱负相关。在此基础上，

建立了 PM2.5（含量）与其它 5 个分指标及其对应污染物（含量）的多元线性回归模

型，并利用附件中的数据对回归模型的合理性进行了验证。 

二、PM2.5 的分布与演变及应急处理。利用附件 2 中 SO2、NO2、PM10、PM2.5
的 2013 年数据建立了 PM2.5 的 3 元线性回归模型，利用回归方程拟合 2010 年 ~ 2012
年间缺失的 PM2.5 数据，并以此绘制 2010 年 ~ 2013 年间西安市 13 个区域对应的

PM2.5 拟合值曲线，对不同区域和时间段的分布情况进行分析，发现 PM2.5 具有季节

性、区域性的分布特点。同时，计算附件 2 中各区域 2010 年 ~ 2013 年间每个季节空

气质量指数的平均值，取其相应的污染等级对各区域做出了污染评估。 

在合理假设的前提下，根据扩散理论建立了简化的 PM2.5 连续点源扩散模型，定

量地分析了 PM2.5 与风力之间的相关性，并利用附件 2 中的数据对 PM2.5 与湿度之

间的相关性进行了定性分析；再提取附件2中的两组数据分别建立其PM2.5扩散模型，

绘制其正下风向的扩散分布图，从而对 PM2.5 扩散模型进行了定量与定性分析。 
当污染源的 PM2.5 浓度值急剧升高时（作为新污染源），周边区域的 PM2.5 浓度

在短时间内不会发生突变，继而建立新污染源的短暂连续点源扩散模型，并提出了污

染扩散预测与评估方法：对污染源下风向 x 处的区域，分析在 t 时刻该处的 PM2.5 浓

度是受新污染源影响还是受初始污染源影响，再利用相应的污染源扩散方程预测该处
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的 PM2.5 浓度，并换算其对应的空气质量指数，继而做出污染评估。进一步，结合附

件 2 中的数据，利用该扩散模型进行预测评估，通过统计下风向不同区域的污染等级，

给出了重度污染和可能安全区域。 
为分析文中扩散模型的合理性，在附件 2 中选用小寨、纺织城、兴庆小区、市人

民体育场等 4 个监测点数据进行比对分析：利用后三个监测点建立 PM2.5 扩散模型，

并对小寨的 PM2.5 浓度值进行估计，将该值与真实测量值进行比较，继而分析扩散模

型的合理性。同时，结合已有的研究成果，对 PM2.5 的成因、演变等一般性规律进行

了探索。 
三、空气质量的控制管理。在分析 PM2.5 的污染成因后，总体上依据“先源头、

后时段”两次分配的思路，确定阶段治污目标并制定相应的治污方案。在分析附件 1
所在地区 PM2.5 的主要来源类别及其贡献率的基础上，按照“源头治理，贡献率越大，

要求完成的治理指标越高”的基本原则，按比例分配给 PM2.5 主要来源不同的治理指

标。针对不同的 PM2.5 来源，根据其治理措施的有效性、周期性等特点，分别设计每

年的治理指标，继而确定该区域 5 年内的污染治理计划，并给出了每年的全年年终平

均治理指标。 
采用综合治理、专项治理相结合制定治污方案的思路，将 PM2.5 治理指标按比例

P 分配给该两种治污方式来完成，继而得到每年投入经费与 5 年投入总经费的数学表

达式；在完成预订治理目标的前提下，以总经费尽可能低、每年投入经费适度均衡为

优化目标，建立优化模型对专项治理计划进行优化，给出了五年投入总经费和逐年经

费投入的预算，并对专项治理方案的合理性进行了说明。 

最后，我们分析了本文工作的优缺点，并提出了改进方向。 
 
 
 

关键词：PM2.5、空气质量指数、污染等级、相关分析、多元线性回归、连续点源

扩散模型、专项治理 
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1 问题重述 

大气为地球上生命的繁衍与人类的发展提供了理想的环境，因此，对空气质量监

测、预报和控制等问题，国家和地方政府均制定了相应政策、法规和管理办法。2012
年 2 月 29 日，环境保护部公布了新修订的《环境空气质量标准》(GB3095-2012)[1]，

增设了颗粒物(粒径小于等于 2.5μm)浓度限值和臭氧 8 小时平均浓度限值。与新标准

同步还实施了《环境空气质量指数(AQI)技术规定(试行) 》(HJ633-2012)[2]。上述规定

中，启用了空气质量指数 AQI 作为空气质量监测指标，它包含了 6 个基本监测分指

标：二氧化硫 SO2、二氧化氮 NO2、可吸入颗粒物 PM10、细颗粒物 PM2.5、臭氧 O3

和一氧化碳 CO。新标准中，首次将 PM2.5 的浓度指标作为空气质量监测指标[2]，它

是产生灰霾的主要因素，对人类健康危害极大。由于 PM2.5 及相关的因素的统计数据

还太少，对其客观规律的研究还不成熟。因此，要求对以下问题进行研究： 
一、PM2.5 的相关因素分析 

PM2.5 的成分主要由水溶性离子、颗粒有机物和微量元素等组成。要求依据附件

中的数据或自行采集数据，利用或建立适当的数学模型，对 AQI 中 6 个基本监测指

标的相关与独立性进行定量分析，尤其是对其中 PM2.5（含量）与其它 5 项分指标及

其对应污染物（含量）之间的相关性及其关系进行分析。 
二、PM2.5 的分布与演变及应急处理 

要求依据附件中的数据或自行采集的数据，通过数学建模探索完成以下研究： 

1、描述该地区内 PM2.5 的时空分布及其规律，并分区进行污染评估。 
2、合理考虑风力、湿度等天气和季节因素的影响，建立能够刻画该地区 PM2.5

的发生和演变规律的数学模型，并利用该地区的数据进行定量与定性分析。 
3、假设该地区某监测点处的 PM2.5 的浓度突然增至数倍，且延续数小时，要求

提出对这种突发情形的污染扩散预测与评估方法。并以该地区 PM2.5 监测数据最高的

一天为例，在全地区 PM2.5 浓度最高点处的浓度增至 2 倍，持续 2 小时，利用建立的

模型进行预测评估，给出重度污染和可能安全区域。 
4、采用适当方法检验以上模型和方法的合理性，并根据已有研究成果探索 PM2.5

的成因、演变等一般性规律。 
三、 空气质量的控制管理 

数据1所在地区的环境保护部门考虑治污达标的紧迫性和可行性，在未来五年内，

拟采取综合治理和专项治理相结合的逐年达到治理目标的方案。要求考虑以下问题： 
1、该地区目前 PM2.5 的年平均浓度估计为 280 g/m3，要求未来五年内逐年减少

PM2.5 的年平均浓度，最终达到年终平均浓度统计指标 35g/m3，要求给出每年的全

年年终平均治理指标。 
2、要求为数据 1 所在地区设计有效的专项治理计划，使得既达到预定 PM2.5 减

排计划，同时使经费投入较为合理，要求给出五年投入总经费和逐年经费投入预算计

划，并论述该方案的合理性。 
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2 模型假设与符号说明 

2.1 模型假设 

1. 监测点的数据代表了其周围一小块区域上的数据； 
2. 由于附件中没有包含地貌、源高等信息，将 PM2.5 扩散模型看作为二维平面

的连续点源扩散问题，且有效源高为 0； 
3. 某监测点 PM2.5 浓度突增数倍并持续一段时间后，恢复为初始的 PM2.5 浓度； 

2.2 符号说明  

符号 解释说明 单位 

r  相关系数 无 

 回归系数 无 

c  PM2.5 浓度 g/m3 

u  风速 m/s 

t  时间 s (h) 
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3 问题一：PM2.5 的相关因素分析 

3.1 问题分析及解题思路 

AQI 监测指标共包含 PM2.5、SO2、NO2、PM10、CO 以及 O3 等 6 个分指标，问

题要求对这 6 个监测指标（含量）的相关性与独立性进行定量分析。结合附件 1 中提

供的数据，问题一实质上是定量分析 6 个变量之间的相关性。对此，我们首先利用常

用的 Person 相关系数分析法定量的分析 6 个指标之间相关性的强弱，以掌握一般性规

律；在这基础上建立 PM2.5（含量）与其它 5 个分指标及其对应污染物（含量）的多

元线性回归模型，从而定量的描述它们之间的相关系。 

3.2 PM2.5 与其它因素的相关分析 

Person相关分析[3]是处理变量与变量之间关系的一种统计方法，通常利用两个变量

之间的相关系数来分析变量之间的线性相关程度，并据此进行线性回归分析、预测和控

制等。相关系数绝对值愈大（愈接近1），表明变量之间的线性相关程度愈高；相关系数

绝对值愈小，表明变量之间的线性相关程度愈低；相关系数为零时，表明变量之间不存

在线性相关关系。因此，可以利用相关系数的大小来描述PM2.5与其它5个分指标及其

对应污染物（含量）之间相关性的强弱。相关系数计算公式为： 

1

2 2

1 1

( )( )
( , )

( ) ( )

n

i i

i

n n

i i

i i

x x y y

r x y

x x y y



 

 



 



 

                        (1) 

为了全面分析6个指标之间以及PM2.5与SO2、NO2、PM10、CO、O3之间的相关性，

我们针对附件1，分别采用指标值和转化后的对应污染物浓度值两种形式，来讨论相关

系数。首先将附件1中的数据导入Matlab，并对数据进行如下处理： 
1、剔除不完整的监测数据，最终得到236组完整、有效的监测数据； 
2、利用附件中给出的空气质量分指数计算公式以及对应污染物项目浓度限值，计

算236组数据中6种分指标对应污染物的浓度值（O3采用8小时滑动平均，其余采用24小
时平均，单位统一为g/m3）； 

继而，利用Matlab计算AQI中6个分指标以及对应污染物含量之间的相关系数，计

算结果如表1所示。其中，对角线以下部分的数据（黑体）表示根据指标值得出的6个监

测指标之间的相关系数，对角线以上部分的数据（斜体）表示根据污染物含量得出的相

关系数。且表1中的相关系数均通过0.01水平上的双侧显著相关性检测。 

表1  AQI中6个分指标及其污染物含量间的相关系数 

AQI 分指标 SO2 NO2 PM10 CO O3 PM2.5 
SO2 1 0.8017 0.7184 0.6692 -0.2889 0.7406 

NO2 0.8051 1 0.7891 0.6367 -0.1780 0.7537 

PM10 0.6779 0.7275 1 0.6162 -0.1511 0.8186 

CO 0.6570 0.6245 0.5860 1 -0.4986 0.8167 

O3 -0.1815 -0.0646 -0.0685 -0.3830 1 -0.4488 

PM2.5 0.7241 0.7324 0.7787 0.8216 -0.3549 1 
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从表1可以发现： 
（1） PM2.5指标与其它5项分指标的相关性强度从高到低依次为：CO、PM10、

NO2、SO2、O3，其中PM2.5指标与CO、PM10、NO2、SO2四种分指标具有

很强的正相关性（相关系数均大于0.72），与O3分指标相关性较弱且呈负相

关性。 
（2） PM2.5污染物浓度与其它5类污染物浓度的相关性强度从高到低依次为：

PM10、CO、NO2、SO2、O3，其中PM2.5污染物浓度与CO、PM10、NO2、

SO2四种污染物的浓度具有很强的正相关性（相关系数均大于0.74），与O3

污染物浓度则呈负相关。 
显然，（1）和（2）的结论基本是一致的。这说明，PM2.5与CO、PM10、NO2、SO2

具有很强的正相关性，而与O3相关性较弱且呈负相关。同时也说明，CO、PM10、NO2、

SO2四种污染物是形成PM2.5的主要因素，而O3则在一定程度上阻止了PM2.5的形成。然

而，相关系数仅是刻画变量之间线性程度的量，只表明两个变量的共变联系，为了更准

确定的分析PM2.5与其它5个分指标的关系，我们在后文中建立了多元线性回归模型[4]。 

3.3 PM2.5 与相关因素的多元线性回归模型 

在前一节相关分析的基础上，发现 PM2.5 与 CO、PM10、NO2、SO2具有较强的

正相关性，而与 O3 呈负相关。为了定量描述它们之间的相关性，我们建立了基于指

标值和浓度值的 PM2.5 与相关因素的指标多元线性回归模型。 

记 { , 1,..., }iy i n y 为 n 次监测得到的 PM2.5 指标（或污染物浓度值），对应的

SO2、NO2、PM10、CO 以及 O3 指标（或污染物浓度值）用 ( 1,...,5)i i x 表示。则 PM2.5 

与相关因素的多元线性回归方程可以表示为： 
5

1
i i

i




y x                              (2) 

其中， ( 1,...,5)i i  为回归系数。我们采用附件 1 中 236 组完整的数据进行计算，先

将数据分成两部分：其中 176 组用于估计回归系数，其余 60 组用于验证回归模型的

准确性。表 2 为利用 176 组数据对式(2.3.1)进行最小二乘估计得到的回归系数，其中

2
1 0.83R  ， 2

2 0.86R  。 

表2  回归系数的估计结果 

回归系数      

指标值回归模型 0.3945 0.1258 0.8418 1.9492 -0.4043 

浓度值回归模型 0.1566 0.2128 0.4818 0.0377 -0.1646 

根据表 2 的结果，就可以得到定量反映 PM2.5（含量）与其它 5 项分指标及其对

应污染物（含量）之间相关性的多元线性回归方程。 
基于指标值的 PM2.5 与相关因素的多元线性回归模型方程： 

1 2 3 4 50.3945 0.1258 0.8418 1.9492 0.4043    y x x x x x            (3) 
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基于浓度值的 PM2.5 与相关因素的多元线性回归模型方程： 

1 2 3 4 50.1566 0.2128 0.4818 0.0377 0.1646    y x x x x x           (4) 

为了验证回归方程的准确性，分别利用式(3)和(4)对剩下的 60 数据进行拟合并计

算其归一化均方误差（Normalized Mean Square Error，NMSE），NMSE 计算公式为： 

2

1
10

2

1

| |
10 log

| |

n

i i

i

n

i

i

y y

NMSE

y







 



                        (5) 

其中， iy 、 iy分别第 i 个观测点的真实 PM2.5 值以及回归方程计算值。对式(3)和(4)

进行验算得到的 NMSE 分别为-13.3834 和-14.7623，这说明本文建立的多元回归模型

是可行的。进一步，分别绘制式(3)和(4)对 236 组监测数据的拟合结果图，如图 1 所

示，其中第 1~176 组用来计算方程的回归参数，第 177~236 组用于验证。可以发现，

式(3)和(4)具有较好的拟合效果，而且拟合值基本保持了真实值的分布性质，这也进

一步说明了本文建立的 PM2.5 与相关因素的回归模型是有效的。 

    
 (a) 式(3)的拟合结果                        (b) 式(4)的拟合结果    

图1 回归方程对附件1中数据的拟合结果 

3.4 PM2.5 多元回归模型的进一步分析 

我们利用相关系数法分析了 AQI 中 6 个分指标（污染物含量）之间的相关性，

发现 PM2.5 与 SO2、NO2、PM10、CO 有较强的正相关性，而与 O3 呈负相关。进一

步，利用多元线性回归模型建立了 PM2.5（含量）与相关因素的多元回归方程，从而

定量的描述了 PM2.5（含量）与其它 5 个分指标及其污染物（含量）之间的相关性。

同时，我们利用附件中的数据对建立的回归方程加以验证，说明了其有效性。 
然而，由于附件 1 中的数据比较有限，在此基础上建立的多元回归模型可能存在

一定的误差。同时，考虑到实际监测的数据可能存在不完整性（比如缺少某一种或几

种污染物的监测数据），导致 5 元回归模型缺乏数据而无法使用。考虑到 SO2、NO2、

PM10、CO 等与 PM2.5 具有很强的正相关性，可以尝试建立 PM2.5 的 4 元回归模型

甚至是 3 元回归模型，利用模型拟合值定性的描述 PM2.5 的分布性质，这对缺乏监测

数据情况下的实际应用具有重要的意义。 
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4 问题二：PM2.5 的分布与演变及应急处理 

4.1 问题分析及解题思路 

问题二中共包含四个小问，我们分别对其进行分析，并给出相应的解题思路。 

4.1.1 第一小问 

问题要求描述某地区 PM2.5 的时空分布及其规律，并对该地分区进行污染评估。

问题的关键在于利用足够的 PM2.5 数据进行统计分析。但是现有的数据非常有限，附

件 2 中的数据也不够完整。对此，我们的解题思路是： 
1) 利用附件 2 中 SO2、NO2、PM10 的数据建立 PM2.5 的 3 元线性回归方程，通

过回归方程拟合 2010 年到 2012 年缺失的 PM2.5 数据； 
2) 三元回归拟合得到的 PM2.5 值与真实值将会存在一定差异，但根据前面的分

析，拟合值可以较好地保持真实 PM2.5 值的分布性质，因此可以根据拟合值

对 PM2.5 进行定性的时域和空域分析。继而绘制 2010 年 1 月 1 日到 2013 年

4 月 26 日间西安市 13 个区域对应的 PM2.5 拟合值曲线，并对不同区域、不

同时间段的 PM2.5 分布情况进行分析，以描述 PM2.5 的时空分布及其规律； 
3) 由于 PM2.5 的分布往往具有季节性，因此采用以下方法进行分区污染评估：

计算附件 2 中各区域从 2010 年 1 月 1 日到 2013 年 4 月 26 日之间每个季节的

空气质量指数的平均值，取其对应的空气质量指数类别对各区域污染评估。 

4.1.2 第二小问 

问题要求充分考虑风力、湿度等因素的影响，建立 PM2.5 发生和演变的数学模型，

并利用该地区的数据进行定量与定性分析。由于附件中缺乏湿度的量化数据，我们仅

定量地研究 PM2.5 与风力之间的相关性，对 PM2.5 与湿度的关系则进行定性说明： 
1) 结合适当的假设，利用高斯扩散模型建立了简化的 PM2.5 连续点源扩散模型，

并对模型参数的确定方法进行说明； 
2) 提取附件 2 中的两组数据分别建立其扩散模型，绘制正下风向某处的扩散分

布图，继而分析 PM2.5 浓度的扩散规律，对建立的 PM2.5 扩散模型进行定量

与定性分析； 
3) 根据附件 2、3 中的数据，对 PM2.5 与湿度的关系进行定性的说明。 

4.1.3 第三小问 

问题要求建立 PM2.5 浓度急剧升高的突发情形下的污染扩散预测与评估方法，并

利用实例进行验证。我们假设污染源 PM2.5 的浓度是在瞬间增加的，但是污染物的扩

散过程是不能突变的，也就是说污染源的浓度急剧升高后，周边区域的 PM2.5 浓度在

短时间内不会发生改变。在这基础上，我们进行以下工作： 
1) 将 PM2.5 浓度值急剧升高后的污染源（新污染源）作为连续稳定的点源，建

立新污染源的扩散方程； 
2) 针对正下风向 x 处（任意 t 时刻）的 PM2.5 浓度值预测问题，考虑到新污染源

仅仅持续一段时间，在这之后 PM2.5 的浓度值将恢复原有水平。对此，根据

所处的位置分析在 t 时刻 x 处的 PM2.5 浓度是受新污染源影响还是受初始污

染源影响，然后利用对应的污染源扩散方程预测 PM2.5 浓度值，并换算其对
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应的空气质量指数，继而做出污染评估； 
3) 以附件 2 中人民体育场 PM2.5 浓度值最大的一天为例子，将浓度增值 2 倍并

持续 2 小时，利用前面建立的扩散模型进行预测评估；再统计下风向不同区

域的污染等级情况，绘制重度污染区和安全区。 

4.1.4 第四小问 

问题要求采用适当方法对建立的模型进行验证，说明其合理性，继而探索 PM2.5
的成因和演变等一般性规律。问题解决的关键是选取附件中合适的数据进行验证实

验，我们的基本思路是： 
1) 在附件 2 中选择两个监测点 A 和 B，从中选取 A 点 PM2.5 浓度值变化对 B 点

PM2.5 浓度值变化影响较强的两组数据（第 k,k+1 天的监测数据）； 
2) 以 A 为污染源建立扩散模型（PM2.5 浓度值取该点第 k 天的监测值），预测第

1k  天 B 点因 A 点污染扩散而产生的 PM2.5 浓度值，再结合 B 点第 k 天的

PM2.5 浓度值估计 B 点第 1k  天的 PM2.5 浓度（合理考虑其它污染源的 B 点

的影响），将该值与真实测量值进行比较，从而验证本文扩散模型的合理性。 
3) 根据实验分析的结果以及已有的研究成果，探索 PM2.5 的成因、演变等一般

性规律。 

4.2 PM2.5 的时空分布规律以及分区污染评估 

4.2.1 PM2.5 的时空分布及其规律 

在第二章中我们建立了关于 PM2.5 的五元回归模型，由于附件 2 中缺损了非常多

PM2.5、CO、O3 的数据，无法采用五元回归模型拟合 PM2.5 的数据。但是我们发现，

SO2、NO2、PM10 与 PM2.5 呈正相关，能够定性的反映 PM2.5 的分布规律。因此，

我们通过建立 PM2.5 与 SO2、NO2、PM10 的三元回归模型，对 2010 年到 2013 年缺

损的 PM2.5 值进行补充。类似第二章的方法，我们利用附件 1 的数据建立 PM2.5 污

染物含量的 3 元线性回归模型，计算得到的回归方程为（ 2 0.79R  ）： 

1 2 30.9172 0.01 0.5444  y x x x                     (6) 

其中 y 对应 PM2.5 的浓度值，xi (i=1,…,3)对应 SO2、NO2、PM10 的浓度值。利用式(6)
对附件 2 中 13 个地区的 PM2.5 值进行拟合，并绘制相应的“PM2.5—时间”曲线，

如图 2 所示（横坐标为时间，从 2010 年 1 月 1 日记录到 2013 年 4 月 26 日；纵坐标

表示 PM2.5 污染物的浓度值，单位为g/m3），对不完整的监测数据，我们不进行回归

拟合，也不在图中进行绘制；图 3 为西安市 13 个监测点的位置图。 
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(a)  高压开关厂                              (b) 兴庆小区 

     
(c) 纺织城                                   (d) 小寨 

     
(e) 市人民体育场                             (f) 高新西区 

     
(g) 经开区                                  (h) 长安区 

      
(i) 阎良区                                    (j) 临潼区 
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(k) 曲江文化集团                               (l) 广运潭 

       
(m) 草滩                                   (n)  全市平均 

图 2  2010.1.1 到 2013.4.26 之间西安市不同区域 PM2.5 浓度估计值曲线 

 
图 3  西安市 13 个监测点的位置图 

进一步，统计不同区域 4 个季节拟合 PM2.5 的平均值（如表 3 所示），结合图 3
对图 2 中的“PM2.5—时间”曲线进行分析，可以得出西安市 PM2.5 的时空分布及其

规律： 
（1）西安市 PM2.5 的时间分布及其规律 

1) PM2.5 值分布以 1 年为周期呈周期性变化，具有季节性。图 2 中 14 条曲线均

表现出周期性的特点，PM2.5 平均浓度从高到低为：春、冬、夏、秋，而且
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春季的平均 PM2.5 值是秋季的 2 倍以上，全年平均 PM2.5 值与冬季基本保持

一致。因此，PM2.5 值具有明显的季节性。 
2) PM2.5 值在过年前后有所下降。从图 2 中每条曲线在 1 月 1 日后均会出现段

“波谷”，但持续时间较短、之后又急剧增加，出现的时间在中国农历春节（2
月份左右）前后。这可能是由于 PM2.5、NO2、PM10 等污染物排放量较大的

工厂、企业在过年期间停工，以及政府加大春节期间减排措施造成的。 
（2）西安市 PM2.5 的区域分布及其规律 

1) PM2.5 值分布具有区域差异性。在图 2 中，阎良区、临潼区、草滩、长安区

等分布在市郊的监测点的 PM2.5 分布情况与小寨、市人民体育场等市中心监

测点的 PM2.5 分布情况具有一定的差异，比如平均 PM2.5 值相比市中心要略

低（如表 3 所示），原因可能是郊区 PM2.5 污染源较少、且扩散较块。 
2) PM2.5 值分布具有区域相关性。由于 PM2.5 受到风速、湿度等因素的影响，

会逐渐向四周扩散，从而影响邻近监测点的监测结果，表现出一定的区域相

关性，比如距离很近的小寨、市人民体育场、兴庆小区等，各季节的平均 PM2.5
浓度比较相近。 

表 3 13 个区域四季的 PM2.5 平均值g/m3 

区域 春 夏 秋 冬 全年 
高压开关厂 146.06 74.65 53.63 94.16 95.29 

兴庆小区 130.43 62.49 47.54 83.94 83.47 

纺织城 122.68 60.16 47.97 83.19 81.46 
小寨 148.59 65.64 47.28 87.60 89.78 

市人民体育场 145.57 74.44 51.58 95.69 94.49 

新高西区 133.52 66.69 47.46 94.65 88.04 

经开区 116.39 63.62 47.90 90.41 81.90 
长安区 120.56 63.30 48.63 85.86 81.80 
阎良区 123.99 63.33 44.45 86.13 81.30 
临潼区 122.04 62.73 51.24 85.57 81.67 

曲江文化集团 38.29 14.44 22.10 71.33 31.19 
广运谭 34.14 89.16 41.12 20.52 44.26 
草滩 118.22 64.41 50.13 85.36 81.46 

全市平均 132.91 66.85 48.81 86.13 85.83 

4.2.2 分区污染评估 

在第二章中，我们发现 PM2.5 具有季节性，对此，采用以下方法进行分区污染评

估：计算每个区域在 2010 年 1 月 1 日至 2013 年 4 月 26 日之间每个季节空气质量指

数的平均值，进而取其对应的污染等级作为每个季节度污染评估的结果。需要说明的

是，由于附件 2 中缺少 2013 年之前的 PM2.5 数据，我们利用回归方程拟合 2010 年到

2013 年间缺失的 PM2.5 数据。利用上述方法进行计算，同时计算各区全年的空气质

量指数平均值，取其对应污染程度作为全年污染评估结果。各区污染评估结果如表 4
所示，特别说明，由于曲江文化集团和广运潭缺少部分数据，我们分别从 2011 年 11
月 11 日和 2011 年 4 月 26 日开始计算，这也导致统计结果与其它区域差异较大。根

据表 4，我们发现西安市 13 个不同区域的污染评估结果具有较强的季节性。 
具体来看，PM2.5 平均值由高到低依次为春季、冬季、夏季、秋季，春季污染等

级多为中度，冬季则多为轻度且与全年平均水平大致相当，夏季和秋季的污染等级多

为良；这同时也验证了我们前面得出的 PM2.5 具有季节性、呈开口向上抛物线分布的
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结论。 

表 4 西安市 13 个区域不同季节的污染评估以及全年污染评估 

区域 
PM2.5 指标 污染等级 

春 夏 秋 冬 春 夏 秋 冬 

高压开关厂 193.65 99.57 73.29 123.95 中度 良 良 轻度 
兴庆小区 171.80 84.36 65.67 111.18 中度 良 良 轻度 
纺织城 160.98 81.45 66.21 110.24 中度 良 良 轻度 
小寨 197.51 88.30 65.35 115.75 中度 良 良 轻度 

市人民体育场 193.67 99.31 70.72 125.87 中度 良 良 轻度 
新高西区 176.33 89.62 65.57 124.56 中度 良 良 轻度 
经开区 151.98 85.77 66.13 119.27 中度 良 良 轻度 
长安区 157.94 85.37 67.04 113.58 中度 良 良 轻度 
阎良区 162.84 85.41 61.81 113.92 中度 良 良 轻度 
临潼区 160.06 84.66 70.30 113.22 中度 良 良 轻度 

曲江文化集团 54.12 20.63 31.58 95.41 优 优 优 良 
广运谭 48.78 117.70 57.64 29.31 优 轻度 良 优 
草滩 154.59 86.76 68.91 112.95 中度 良 良 轻度 

全市平均 175.58 89.81 67.27 113.92 中度 良 良 轻度 

4.3 PM2.5 发生和演变的数学模型 

4.3.1 PM2.5 生成和演变分析 

PM2.5来源复杂，既有来自燃煤、机动车排放、建筑尘、扬尘和生物质燃烧等污染

源排放的一次微粒，也有来源于由气态污染物通过化学转化生成的二次硫酸盐和硝酸盐

及大气中的有机气态前体物经过均相转化、非均相转化而形成的二次有机碳（SOC）等

二次微粒；并且PM2.5成分也十分复杂，主要包括元素碳、有机碳化合物、硫酸盐、硝

酸盐、铵盐和各种金属元素。 
由于受到风力、气流等影响，PM2.5 形成后会在大气环境中进行扩散，而且具有

停留时间长、可促成二次污染、传输距离远的特点。针对某区域的 PM2.5 浓度，它主

要受到以下方面的影响： 
(1) 该区域原有的 PM2.5 浓度。由于重力、风力作用该区域的 PM2.5 也在不断扩

散，特别地还受到天气因素的影响而发生变化，比如降雨会显著降低 PM2.5 浓度值。 
(2) 邻近 PM2.5 污染源的扩散会导致该区域 PM2.5 浓度值升高。 
(3) 通过化学转化生成的二次硫酸盐和硝酸盐等也会增加 PM2.5 的浓度。 
(4) 由于该区域人为排放产生的 PM2.5，比如机动车污染排放、生物质燃烧、工

业排放等。 

4.3.2 PM2.5 的连续点源扩散模型 

    为了刻画 PM2.5 的发生和演变规律，关键是建立一个准确的 PM2.5 扩散模型，

从而预测和计算各种条件下 PM2.5 浓度值在传输过程中的时空分布规律。由于附件 2
中没有给出任何关于地面、源高以及湿度等信息，我们仅定量地研究 PM2.5 与风力之

间的相关性，而对 PM2.5 与湿度的关系进行定性分析。假设污染源的源高为 0，将
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PM2.5 扩散问题看成二维平面的扩散问题。结合梯度输送理论、湍流扩散等理论，则

PM2.5 的平流扩散方程可以表示为[5][6]： 

( ) ( ) ( )x y z x y z

c c c c c c c
u u u K K K

t x y z x x y y z z

         
     

         
       (7) 

其中，c为 PM2.5 的地面浓度（g/m3）；u 为 t 时刻的风速， , ,x y zu u u 分别为 t 时刻风速

在 , ,x y z方向上的分量； , ,x y zK K K 为 , ,x y z方向上的湍流扩散系数。由于扩散系数的

数值与大气湍流的尺度有关，并随时间不断变化，以致无法直接求得结果。因此，上

诉扩散方程不能直接求解，只能针对具体条件获得简化条件下的解析解。在本文中，

为了得到式(7)的解析解，我们做出以下合理假设： 

1) PM2.5 污染源强是稳定连续的（即源强不变），且扩散为定常态（ 0c t   ）。

其中源强记为 Q，表示单位时间和单位面积内通过的污染物的质量； 

2) 平均风速场不变，且风的方向与 x 轴的方向保持以致，则 , 0y zu u  ； 

3) 整个扩散过程 PM2.5 质量守恒，且扩散系数为常数； 

4) PM2.5 浓度在 ,y z 方向上符合高斯分布。 

通过以上 4 项简化条件，式(7)就可以转化为： 
2 2

2 2x y z

c c c
u K K

x y z

  
 

  
                         (8) 

边界条件为： 

0
0

x y z c

x y z c

Q ucdydz
 

 


   


   


  

时，

时，                         (9) 

其中 0c 表示污染源处 PM2.5 的浓度， 0k 为一常数，需要根据实际情况而确定。设

x ut ，令 2 2y yK t  ， 2 2z zK t  （其中 y 和 z 分别表示侧风向与铅直方向上 PM2.5

浓度分布的标准差，其数值的大小与大气湍流强度(稳定度)有关，具体的确定方法将

在下一小节中进行详细介绍），继而可以得到式(8)的解析解，即为 PM2.5 的连续点

源扩散模式： 
2 2

2 2( , , ) exp( )exp( )
2 2 2y z y z

Q y z
c x y z

u    
                    (10) 

4.3.3 模型参数的确定 

式(10)中的参数 y 和 z 与大气稳定程度相关，因此需要先确定大气稳定程度的类

型，再一一确定。我们采用常用的 Pasquill 法[7]进行大气稳定度分类，它主要根据地
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面气象观测数据来估计大气稳定度，把大气稳定度分成 A、B、C、D、E、F 六大类： 
A：表示极不稳定大气条件，如炎热而阳光明媚的夏天； 
B：表示不稳定大气条件，如有太阳、暖和天气； 
C：表示稍不稳定大气条件，白天部分有云； 
D：表示中等大气条件，如多云的白天或夜晚； 
E：表示稍稳定大气条件，夜间部分有云； 
F：表示极稳定大气条件，如在晴朗夜晚。 
各类大气稳定度与地面观测气象数据的分类关系如表 5 所示： 

表 5  Pasquill 大气稳定度分类表 

地面风速(m/s) 
白天日照强度 夜间天空云量 

强 中 弱 5 /10  4 /10  
2u   A A-B B — — 

2 3u   A-B B C E F 
3 4u   B B-C C D E 
4 6u   C C-D D D D 

6u   C D D D D 

进一步，我们利用 Briggs 内插公式法[6]来计算城市地区扩散系数值，具体的计算

方法见表 6。 

表 6  Briggs 城市地区扩散系数计算方法 

大气稳定度 y  
z  

A-B 1
20.32 (1 0.0004 )x x


  

1
20.24 (1 0.0001 )x x


  

C 1
20.22 (1 0.0004 )x x


  0.20x  

D 1
20.16 (1 0.0004 )x x


  

1
20.14 (1 0.0003 )x x


  

E-F 1
20.11 (1 0.004 )x x


  

1
20.08 (1 0.0015 )x x


  

    这样，PM2.5 的连续点源扩散模型的完全建立起来了。在 4.3.4 节中，我们将对

该模型进行定性与定量分析，从而验证其有效性。 

4.3.4 PM2.5 扩散模型定量与定性分析 

为了定量分析 4.3.2 节建立的 PM2.5 的连续点源扩散模型，我们利用阎良区和临

潼区的两组监测数据进行实验。由于数据中没有具体的风速大小，在本文实验中根据

风力确定一个合理的风速进行实验（风力 3 级风速为 3.4~5.4m/s），继而可以确定大气

稳定度。具体数据如表 7 所示。 

表 7  PM2.5 扩散模型定量分析采用的监测数据 

监测时间 监测 
地点 

PM2.5
指标值 

PM2.5 浓度

值(g/m3) 
风力风向

(白天/夜
间) 

风速 
(m/s) 

天气状况 
(白天/夜间) 

大气稳 
定度 

2013/1/19 阎良区 365 315 南风≤3级/ 
南风≤3 级 

4 阴/小到中雪 D 
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2013/4/9 临潼区 74 54.2 北风≤3级/ 
北风≤3 级 

2 晴/晴 A 

根据以上数据，绘制正下风向的 PM2.5 扩散分布图(见图 4)，源强取 01000Q uc ，

,y z 轴的单位为“m”，纵轴为 PM2.5 的浓度，单位为g/m3。部分 PM2.5 扩散浓度的

数据如表 8 所示。 

  
(a) 阎良区监测点正下风向 500 米处 

PM2.5 的扩散分布图 
(b) 临潼区监测点正下风向 200 米处 

PM2.5 的扩散分布图 
图 4 正下风向的 PM2.5 扩散分布图 

  表 8 不同正下风向处的最高浓度值(g/m3) 

监测区域 
正下风向的距离/m 

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 

阎良区 231.6 104.7 59.87 38.94 27.48 20.51 15.94 12.79 10.52 8.821 
临潼区 45.49 11.51 5.178 2.947 1.908 1.340 0.996 0.771 0.616 0.504 

结合图 4 和表 8，可以发现 PM2.5 的扩散具有以下规律： 
1) PM2.5 污染物从污染点源开始向四周扩散，并呈现正下风方向的浓度高于其

它方向。从图 4 直观地看，正下风向某处 PM2.5 的扩散分布曲线呈中间高、

四周低的形状；而且 PM2.5 浓度值在(x,0,0)处达到最大，并沿着 y, z 方向逐渐

递减，基本符合高斯分布。这说明，污染点源的大部分 PM2.5 污染物沿着风

的方向扩散，越靠近正下风方向 PM2.5 的浓度越高，而向垂直方向扩散的

PM2.5 的量相对较少。  
2) PM2.5 的浓度沿着正下风方向值呈下降趋势。结合表 8，随着监测点与 PM2.5

污染点源距离的增加，PM2.5 的浓度值逐渐降低。也就是说，当距离足够远

时，PM2.5 污染点源将不会对该地区的 PM2.5 值造成影响。 
4.3.5 PM2.5 与湿度的关系 

由于附件中没有湿度的量化数据，我们无法建立 PM2.5 与湿度之间定量的表达

式。对此，利用附件 2、3 分别统计 13 个区域在 2013 年 4 月中天气状况分别为晴天

和多云（或雨天）的监测点，绘制晴天和多云天 PM2.5 平均值的散点图，如图 5 所示。

横坐标表示西安 13 个监测点，纵坐标表示 PM2.5 浓度值（g/m3）。根据图 5 可以发

现，多云/雨天的平均 PM2.5 浓度值明显高于晴天的平均 PM2.5 浓度值。这说明，PM2.5
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浓度值与湿度具有正相关关系。这是因为湿度较大时加速了气态污染物通过化学转化

生成二次硫酸盐和硝酸盐等污染物，从而使该地的 PM2.5 值在短期内快速升高。 

 
图 5 2013 年 4 月里晴天和多云条件下的 PM2.5 平均值 

4.4 突发情况下的 PM2.5 扩散预测与评估方法 

在 4.3 节中，我们建立了基于稳定污染源的 PM2.5 扩散模型，但在实际应用中，

往往会出现源强发生较大变化的情况，比如 PM2.5 的浓度因为某种突发原因增至数倍

且具有一定持续性。对此，我们利用 4.3 节建立的 PM2.5 扩散模型，研究 PM2.5 浓度

激增情况下的污染扩散预测与评估方法。 

4.4.1 污染浓度激增情况下的 PM2.5 扩散模型 

不妨假设 PM2.5 增加的倍数为K ，持续的时间为T ，则该突发情况与第 4.3 节中

PM2.5 连续点源扩散模型条件的差异在于源强发生了改变。对此，我们假设 PM2.5
浓度值在激增时是瞬间完成的，但是浓度激增后的 PM2.5 污染源不能立即改变四周的

浓度值，即在短时间内周边区域的浓度值将不受浓度激增后的污染源的影响。下面针

对 PM2.5 浓度值激增K 倍且持续T 时间的条件，建立特殊情况下的 PM2.5 污染扩散

预测和评估的方法。为了叙述方便，本文定义 PM2.5 浓度值发生突变前的污染源为初

始污染源，发生突变之后的污染源为新污染源。 

不失一般性，记 PM2.5 浓度值发生突变的时刻为 0t ，进而对 t 时刻污染扩散情况

并作污染评估。与 4.3 节类似的，我们假设 PM2.5 浓度激增K 倍后在T 时间内是一个

连续稳定的污染源。记 PM2.5 初始污染源的浓度和源强分别为 0c 、 0Q ，那么 PM2.5

浓度激增K 倍后的新污染源的浓度和源强可以表示为 0Kc 、 KQ 。PM2.5 从污染源扩散

到污染源正下风向距离 x 处所需要的时间为 1t x u ，为了分析在任意 t 时刻 x 处的扩

散分布情况，我们按时间 t 分类进行讨论： 

1) 0 0 1t t t t   ：此时新污染源还没有扩散到 x 处，即 x 处仍受初始污染源的扩

散影响，其 PM2.5 浓度值应该根据下式进行计算； 
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2 2

2 2( , , ) exp( )exp( )
2 2 2y z y z

Q y z
c x y z

u    
                  (11) 

2) 0 1 0 1t t t t t T     ：此时初始污染源不再影响 x 处的 PM2.5 浓度，而是受新

污染源扩散的影响，浓度值应该按照下式进行计算： 
2 2

2 2ˆ( , , ) exp( )exp( )
2 2 2

K

y z y z

Q y z
c x y z

u    
                  (12) 

3) 0 1t t T t   ：由于新污染只持续T 时间，则污染源在 0t T 时刻的浓度值恢复

为初始的 0c 。而当 0 1t t T t   时，新污染源恰好通过 x 处向前扩散，即 x 处

将继续受初始污染源的影响。因此此时 PM2.5 浓度值应根据式(11)计算得到。 

综上可得，污染源正下风向 x 处任意 0( )t t t 时刻的 PM2.5 浓度值的计算方程为： 

2 2
0

0 0 1 0 12 2

2 2

0 1 0 12 2

exp( )exp( ),
2 2 2

( , , )
exp( )exp( ),

2 2 2

y z y z

K

y z y z

Q y z
t t t t t t T t

u
c x y z

Q y z
t t t t t T

u

    

    


      


 
      



或

    (13) 

在式(13)的基础上，就可以针对扩散情况进行预测，并对某地的 PM2.5 浓度进行

估算，进而做出污染评估。这部分内容我们将在下一节进行说明。 

4.4.2 污染浓度激增情况下的污染扩散预测与评估方法 

利用式(13)，可以对 PM2.5 浓度值激增后的扩散情况进行预测，从而分析不同区

域的 PM2.5 浓度值以及污染情况。特别的，我们就某位置 PM2.5 浓度的预测方法进

行说明，继而可以根据 PM2.5 浓度值对污染程度作出评估。先以 PM2.5 污染源为原

点，风力方向为 x 轴建立空间直角坐标系，其中 z 轴垂直地面向上， y 轴根据右手规

则确定。那么，可以按照以下步骤对 t 时刻某区域的 PM2.5 值进行预测并做污染评估： 

步骤 1：根据空间直角坐标系求得该预测区域的中心坐标，记为 1 1 1( , , )x y z ，其中

当 1 0z  时表示计算地面的 PM2.5 浓度； 

步骤 2：根据预测区域的气象数据判断其大气稳定度，以此估计扩散系数 y 和 z ； 

步骤 3：根据式(13)确定的 PM2.5 扩散模型预测 t 时刻预测区域的 PM2.5 浓度值； 
步骤 4：根据得到的 PM2.5 浓度值，将其转换为空气质量指标，并以此作出污染

评估，即判断其污染等级。 

4.4.3 实例计算 

根据题目要求，从附件 2 中西安市 13 个监测区域中选择 PM2.5 浓度值最高的一
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天（2013/2/20）作为实例进行计算，该天具体的数据如表 9 所示，共有四个监测点的

PM2.5 指标值达到最大值 500，我们选取市人民体育场监测点的数据进行实验。类似

的，取风速为 3m/s，对应的大气稳定度为 D，源强取 04000Q uc 。 

表 9  2013/2/20 的气象观测数据 

监测地点 PM2.5 浓

度值 
g/m3) 

风力风向

(白天/夜间) 
天气状况 
(白天/夜)

间) 

风速 
(m/s) 

大气稳定

度 
高压开关厂 
兴庆小区 
高新西区 

市人民体育场 

500 
g/m3 

东风≤3 级/ 
东风≤3 级 多云/多云 3 D 

然后，以 PM2.5 污染源为原点，正西方向为 x 轴方向，正北方向为 y 轴方向，垂

直向上的方向为 z 轴方向建立空间直角坐标系。根据题目要求，PM2.5 浓度值升至 2
倍，即为 1000g/m3，持续时间为 2 小时，由于风速为 3m/s，则 2 小时内 PM2.5 最远

可以扩散至正下风向 21.6 公里处。利用表 9 的数据以及式(13)，计算市人民体育场监

测点西侧区域的 PM2.5 浓度值，将浓度值转换为空气质量指数，统计相应的空气质量

指数级别。根据空气质量指数级别的差异，可能安全区域的要求是污染等级小于等于

2 级，即污染等级为优或良。继而，绘制重度污染和可能安全的区域如图 6 所示。其

中，“市人民体育场”标记处表示 PM2.5 污染源的位置，即为人民体育场监测点；y 轴

方向向上（向北）， x 轴方向向左（向西），且坐标单位为 m。 
图 6 中，图(a)的黑色区域表示重度污染以上（含严重污染）的区域，图(b)中黑

色区域表示轻度污染以上的区域，因此可能安全区域为白色的区域。可以看出，重度

以上污染区主要集中在市人民体育场西侧[ 75:75,0 :600] 的区域内，而轻度以上污染

区主要集中在市人民体育场西侧[ 100:100,0 :860] 的区域内，即该范围以外的区域为

安全区，污染等级为优或良。 

 
(a)  重度污染区域(黑色区域) 
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(b) 可能安全区域(白色区域) 

图 6 预测评估得到的重度污染区和可能安全区 

4.5 PM2.5 扩散模型的验证及拓展  

4.5.1 扩散模型验证实验的设计 

为验证本文建立的 PM2.5 扩散模型的合理性，需要选取附件中合适的数据进行设

计验证实验，我们的基本思路是： 
第一步：选取两个合适的监测点 A 和 B，按以下规则寻找连续两天的监测数据进

行实验：在第 k 天A处于上风向而B处于下风向，且A监测点的PM2.5浓度相比第 1k 

天急剧增加而 B 监测点的 PM2.5 浓度基本没有发生变化；但是在第 1k  天，B 监测

点的 PM2.5 浓度相比第 k 天有明显增加。也就是说需要寻找 A 点 PM2.5 浓度值变化

对 B 点 PM2.5 浓度值变化影响较强的监测数据进行实验。 
第二步：利用上文方法建立 A 监测点的污染扩散模型，预测第 1k  天 B 监测点

因 A 监测点污染扩散而产生的 PM2.5 浓度值，再结合 B 监测点的 PM2.5 浓度值得到

B 监测点第 1k  天的 PM2.5 预测值，将该值与真实测量值进行比较，分析两者的误差，

从而验证本文扩散模型是否合理。 
特别的，针对B监测点 PM2.5预测值的计算方法进行必要说明。B监测点的 PM2.5

浓度主要受以下方面的影响：A 监测点污染源的污染扩散、B 监测点第 k 天的污染程

度、B 监测点在第 1k  天自己产生的污染以及其它污染源的污染扩散等。在本文中，

由于 B 监测点自己产生的污染由于缺乏数据而难以量化而不予考虑；针对其它污染源

的影响，我们在选择数据时尽可能选择与其它污染源无关的数据。因此我们主要考虑

A 监测点污染源的污染扩散和 B 监测点第 k 天的污染浓度（记为 ( )Bc k ）对 B 监测点

第 1k  天的 PM2.5 浓度（记为 ( )Bc k ）进行预测。预测方法为（其中 Ac 为 A 监测点污

染扩散产生的浓度）： 

( 1) ( )B B Ac k c k c                           (14) 
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如果不存在满足第一步条件的数据，即 B 监测点也受到其它污染源的影响，此时

还要适当考虑其它污染源对 B 监测点的影响。对与 B 监测最近的数个污染源建立扩

散模型，联合估计 B 监测点的 PM2.5 浓度，计算公式可以表示为： 

1
( 1) ( )

n

B B A i

i

c k c k c c


                          (15) 

其中 ic为由第 ( 1,..., )i i n 个污染源扩散产生的 B 监测点的 PM2.5 浓度。 

4.5.2 数值实验 

由于没有找到满足我们设计条件的数据，因此我们从附件中选择两组连续的监测

点数据进行实验，结果如表 10 所示。 

表 10 用于模型验证的监测数据(g/m3) 

日期 
天气状况 

（白天/夜间） 
风力风向 

（白天/夜间） 
人民体育

场 
小寨 纺织城 兴庆小区 

2013-3-12 阴/晴 东北风≤3 级/西风≤3 级 215 143 312 224 
2013-3-13 多云/阴 东风≤3 级/东风≤3 级 266 203 346 265 

使用地图工具测量到人民体育场距离小寨大约 5 公里，而且在其北部；兴庆小区

在小寨东北部 5.7 公里处；纺织城在小寨东北大约 12 公里处，如图 7 所示。然后利用

2013 年 3 月 12 的数据（风速取 3m/s，大气稳定等级为 D）分别建立兴庆小区和人民

体育场监测点的 PM2.5扩散模型，按照式(15)对小寨监测点 2013 年 3 月 13 日的 PM2.5
浓度值进行预测，预测如表 11 所示。其中预测 PM2.5 浓度值为 183.4g/m3，真实测

量值为 203g/m3，误差为 19.6g/m3 。这说明，本文建立的扩散模型是基本合理的，

但是也还存在一定的误差。分析误差产生的原因，主要包含两个方面：一是模型本身

是简化的扩散模型，与实际存在一定差异；二是 2013 年 3 月 13 日天气为多云，湿度

比前一天大，根据前文的分析，多云天气的 PM2.5 浓度值往往明显升高，导致预测的

数值与实际测量值有所差异；三是 2013 年 3 月 12 日夜里刮西风，导致从兴庆小区和

纺织城扩散到小寨的 PM2.5 中有一部分被吹回，也对最终的预测结果产生了影响。 

 
图 7 几个监测点的位置 
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表 11 2013.3.13 日小寨的 PM2.5 预测值与真实测量值(g/m3) 

2013.3.13~小寨的 PM2.5 来源 
测量值 误差 

兴庆小区 人民体育

场 纺织城 小寨 
(2013.3.12) 

总计 
(预测值) 

29.2 3.8 7.4 143 183.4 203 19.6 

4.5.3 PM2.5 的成因与演变规律的探索 

根据本文建立的 PM2.5 扩散模型以及已有的研究成果，我们对 PM2.5 的成因和

演变规律进行了分析，并总结如下： 
（1）PM2.5 的成因。PM2.5 来源广泛，包括自然过程和人为排放过程，主要是

人为排放，而 SO2(硫的氧化物)、NO2（氮的氧化物）、CO 等物质形成的水的微小液

滴、微小液滴和微小颗粒是形成 PM2.5 的主要物质。其中，人为排放部分包括化石燃

料（煤、汽油、柴油、天然气）和生物质（秸秆、木柴）等燃烧、道路和建筑施工扬

尘、工业粉尘、餐饮油烟等污染源直接排放的颗粒物，也包括由一次排放出的气态污

染物（主要有二氧化硫、氮氧化物、挥发性有机物、氨气等）转化生成的二次颗粒物；

自然来源则包括风扬尘土、火山灰、森林火灾、漂浮的海盐、细菌等。 
（2）PM2.5 的演变。受到风力等影响，PM2.5 在形成后会在大气环境中发生扩

散。本文就 PM2.5 扩散问题建立了简化的连续点源扩散模型，对 PM2.5 的演变进行

分析并提出了污染扩散预测方法。实际上，PM2.5 在演变过程中还会受到湿度、温度、

地形地貌等因素的影响，比如阴天气会明显降低 PM2.5 的扩散，而降雨会使 PM2.5
明显降低，同时在扩散过程中也会有新的 PM2.5 产生，建立符合实际的 PM2.5 扩散

模型对空气质量监控与预测具有重要的意义。 

5 问题三：空气质量的控制管理 

5.1 问题分析及解题思路 

问题三要求制定附件 1 所在地区 PM2.5 的减排治污可行规划，治理的目标为五年

内从目前的年平均浓度 280g/m3 逐年降低到 35g/m3，并给出每年的全年年终平均治

理目标。继而，要求给出合理的专项治理计划，使 PM2.5 即达到既定减排计划，同时

使经费投入最少，并给出五年投入总经费以及逐年经费投入的预算计划，然后论述方

案的合理性。由于该地区 PM2.5 的浓度值估计为 280g/m3，严重危害着市民的健康，

对其的治理具有很强的紧迫性，因此应采用“先速降、后缓降”的方式，并要综合考

虑计划的可行性。针对第一问： 
1) 分析武汉市 PM2.5 的主要来源及其贡献率，按照其贡献率比例分配 PM2.5 治

理指标：贡献率越大，要求完成的治理指标越高； 
2) 针对不同 PM2.5 的主要来源，分析其治理措施的有效性、周期性等特点，然

后分别设计每年的年终平均治理指标； 
3) 根据 PM2.5 主要来源制定的治理计划，得到综合的 5 年治理计划，继而给出

每年的全年年终平均治理指标。 
    针对第二问： 

1) 将 5 年治理指标按比例 P 分配给综合治理和专项治理来完成，继而得到每年

的投入经费与 5 年投入总经费的数学表达式，在完成第一问预订治理目标的

http://zhidao.baidu.com/search?word=%E7%81%B0%E9%9C%BE&fr=qb_search_exp&ie=utf8
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前提下，以总经费尽可能低、每年投入经费的差异尽可能小为优化目标，对

专项治理计划进行优化； 
2) 根据优化的结果，给出五年投入总经费和逐年经费投入的预算，并对专项治

理方案的合理性进行说明。 
5.2 基于二级分配指标的 PM2.5 污染治理计划 

5.2.1 基于 PM2.5 污染来源的一次指标分配 

根据题目的要求，5 年内武汉地区 PM2.5 总的治理指标为：C=280-35=245g/m3。

由于附件 1 中给出的数据比较有限，以此分析武汉地区 PM2.5 的主要来源显得不够充

分。对此，我们参考成海容、王祖武等在 2012 年发表的论文《武汉市城区大气 PM2.5
的碳组分与源解析》[8]中的结论。他们结合 PM2.5 所含的水溶性离子、微量元素组成，

利用正矩阵因子分析（PMF）模型对武汉市城区大气 PM2.5 的来源进行解析，结果

表明，其主要来源及贡献率分别为机动车源（27.1%）、二次硫酸盐和硝酸盐（26.8%）、

工厂排放（26.4%）和生物质燃烧（19.6%）。由于四种主要来源贡献率的和仅为 99.9%，

这主要是四舍五入造成的，对此，我们将生物质燃烧贡献率调整为 19.7%。 
继而，我们对 5 年总的 PM2.5 治理指标按其主要来源的贡献率进行如下分配（单

位为g/m3）： 
1

2

3

4

27.1% 66.4
26.8% 65.7
26.4% 64.7
19.7% 48.2

C C

C C

C C

C C

   


  


  
   

                      (16) 

其中， 1 2 3 4, , ,C C C C 分别表示机动车源、二次硫酸盐和硝酸盐、工厂排放和生物质燃

烧需要完成的治理指标。 

5.2.2 基于年度治理措施的二次指标分配 

下面针对 PM2.5 的每一种主要来源，分别设计治理计划。 
（1）机动车污染治理计划 

据《2012 年武汉市机动车污染防治年报》[9]（以下简称《年报》）统计，2002 年

全市机动车保有量仅为 24.04 万辆，到 2012 年全市机动车保有量达到 134.4 万辆，并

将以每年 20 万量的速度增加。《年报》显示，2012 年机动车氮氧化合物 NOx 排放占

到全市的 31.1%。而汽车是机动车污染物排放总量的重要贡献者，四项污染物所占比

例均超过 90%（除 HC 为 89.11%）。其中，黄标车占汽车总数量的 13.09%，但黄标车

排放的 NOx、碳氢化合物 HC、CO 和 PM 分别占到全市汽车排放量的 58.49%、48.30%、

43.38%、83.35%。因此，加速淘汰黄标车成为武汉市机动车污染防治工作的重点。对

此，武汉市委市政府提出 3 年内淘汰更新现有 2968 辆黄标公交车，其中 2012 年已经

更新 942 辆，2013 年计划更新 1000 辆黄标公交车。 

根据以上分析，我们制定 5 年内机动车污染的治理指标，不妨设第 ( 1,...,5)i i  年

机动车污染的治理指标为
5

1 1 1

1
( )i i

i

C C C


 。由于黄标车在 2013~2014 年将被全部更新，
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我们先计算这一部分的治理指标。根据前面的数据，黄标车排放四种污染物占到全市

机动车排放总量的一半左右。但是到 2013 年底，黄标车将全部更新完毕，则该项措

施可以减少大约 50%的机动车污染排放量，相应的可以减少一半的 PM2.5 指标，因

此，第 ( 1,2)i i  年通过更新黄标车可以实现的治理指标别为 1 4C 。 

由于控制新车增长以及减少尾气排放等措施很难在短期内取得明显效果，因此我

们采用平均的方法来确定 5 年中采用其它措施实现机动车减排的治理指标，即每年为

1 10C 。具体的机动车源 5 年治理计划如表 12 所示。 

表 12 机动车源 5 年治理计划 

年份 第一年 第二年 第三年 第四年 第五年 

年终治理指标 0.35C
1 0.35C

1 0.1C
1 0.1C

1 0.1C
1 

（2）二次硫酸盐和硝酸盐治理计划 

二次硫酸盐和硝酸盐主要来自燃煤排放的 SO2 和机动车排放的 NOx 经大气化学

转化形成的二次气溶胶。我们在机动车污染治理计划中，通过利用 2 年时间淘汰更新

全部黄标车，则 NOx 排放量可以减少一半左右。因此，在硝酸盐治理中，可以充分

结合机动车污染治理计划，在 2 年时间内实现减排一半的目标；而 SO2 排放控制提倡

采用源头消减、中间控制和末端治理相结合的控制思想，比如提高煤质及油品质量、

采用型煤固硫技术、烟气脱硫工程等。因此，二次硫酸盐污染治理需要长期的治理计

划。结合二次硫酸盐和硝酸盐治理难度的实际情况，我们制定如表 13 所示的治理计

划：前两年分别完成的全年年终平均治理指标 C
2/4，后三年的治理指标分别为 C

2/6。 

表 13 二次硫酸盐和硝酸盐 5 年治理计划 

年份 第一年 第二年 第三年 第四年 第五年 

年终治理指标 0.25C
2 0.25C

2 0.17C
2 0.17C

2 0.16C
2 

（3）工厂排放污染治理计划 

武汉市拥有众多的大型工业企业，例如位于城区的武汉钢铁（集团）、东风集团、

造船厂等。工厂对环境的污染主要体现在水污染、大气污染、土壤污染等，武汉工业

源对城区大气 PM2.5 的贡献率高达 26.4%。为了有效治理工厂排放污染，采用的措

施包括：通过产业结构调整，减少环境污染；限制和禁止能源消耗高、资源浪费大、

污染严重的企业发展，大力发展质量效益型、科技先导型、资源节约型工业；在污染

密集型的基础工业建设中，严格执行环境保护的有关规定，尽量在生产过程中防治污

染等。这些措施的实施需要一定的时间，不能立即减少污染排放量，而且治理难度随

着治理的深入不断加大，因此，我们采用等比例下降的方法来确定每年需要完成的治

理指标。综合考虑工厂治理的周期往往较长，应设计较小的下降比例，我们使用的下

降比例为 0.1。 

表 14 工厂排放污染 5 年治理计划 
年份 第一年 第二年 第三年 第四年 第五年 

年终治理指标 0.24C
3 0.22C

3 0.2C
3 0.18C

3 0.16C
3 

（4）生物质燃烧污染治理计划 

文献[8]发现武汉市秋季 K+、OC 和 EC 含量较高，分析其原因主要是秋收时，
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武汉市周边郊区为了解决大量秸秆闲置，将秸秆在田间露天焚烧，产生大量焚烧烟雾

可以传输到城区，且在秋季灰霾发生时，逆温天气较多，不利于污染物的扩散。治理

生物质燃烧污染最迫的是限制秸秆等自然物质的焚烧，继而采用其它方法处理秸秆。

因此，生物质燃烧污染可以在短时间内降到较低，但后期治理难度会不断加大。我们

采用等比下降的方法制定每年的治理指标（下降比例为 0.2）。 

表 15 生物质燃烧污染 5 年治理计划 
年份 第一年 第二年 第三年 第四年 第五年 

年终治理指标 0.3C
4 0.24C

4 0.19C
4 0.15C

4 0.12C
4 

（5）武汉市 5 年 PM2.5 治理计划 

根据对武汉 PM2.5 四个主要来源建立的治理计划，可以得到全市每年的全年年终

平均治理指标，分别为 69.8g/m3、65.4g/m3、39.9g/m3、36.6g/m3 和 33.3g/m3，

具体如图 16 所示。 

表 16 武汉市 5 年 PM2.5 污染治理计划 

PM2.5 主要来源 
治理指标(g/m3) 

总计 
第一年 第二年 第三年 第四年 第五年 

机动车源 23.3 23.3 6.6 6.6 6.6 66.4 

二次硫酸盐 
和硝酸盐 

16.4 16.4 11.2 11.2 10.5 65.7 

工厂排放 15.6 14.2 12.9 11.6 10.4 64.7 
生物质燃烧 14.5 11.5 9.2 7.2 5.8 48.2 

全年年终平均治理指标 69.8 65.4 39.9 36.6 33.3 245 

5.3 专项治理计划的设计 

5.3.1 专项治理计划的优化方案 

已知未来 5 年内需要完成的总的治理指标为
5

1
245i

i

C C


  g/m3，其中一部分通

过专项治理实现（记为PC ，0 1P  ），另一部分通过综合治理实现（ (1 )P C ）。根

据题目已知条件，专项治理投入费用是当年所减少 PM2.5 浓度平方的 0.005 倍（百万

元），我们认为，这里指的“当年所减少的 PM2.5 浓度”是由专项治理所产生的，而

不考虑综合治理所减少的 PM2.5 浓度。那么，5 年投入的总经费F （百万元）可以表

示为： 
5 5

2

1 1
( 0.005)i i i

i i

F F B L
 

                       (17) 

其中： 
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5

1
5

1

(1 )i

i

i

i

i i i

B P C

L PC

B L C






 






  





                         (18) 

显然，在不同比例 P 的时，即专项治理计划不同时，逐年投入的费用和投入的总

费用是有所差异的。但是我们还发现，当比例 P 固定时有： 
5

2

1
5 5

2

1 1
5

2

1
2

( 0.005)

( 0.005)

(1 ) ( 0.005)

(1 ) ( ) 0.005

i i

i

i i

i i

i

i

F B L

B L

P C L

P C PC



 



  

  

   

   



 



                     (19) 

等号成立当前仅当存在 {1,2,...,5}i 使得 iL PC ，同时还满足 

5
2

1
2

(1 ) ( 0.005)

(1 ) 5 ( 5) 0.005

i

i

F P C L

P C PC



   

    

                    (20) 

等式成立当且仅当 5( 1,2,...,5)iL PC i  。也就是说，当比例 P 固定时，5 年投入的总

经费具有上界和下界，即可以在这个范围内通过设计较为合理的专项治理计划使得总

投入经费趋于优化。 
实际上，市政府财政支出常常有限，不能随意制定污染治理投入经费。因此要求

在完成预定指标的前提下，应该使经费投入较为合理，体现在两个方面：一是总费用

要尽可能少；二是逐年投入的资金应该保持一个相对稳定的水平。实际上，如果重复

出现治理经费一年很高、一年很低的情况，说明污染治理的效果并不好，即投入很高

的经费完成了当年的治理指标，但第二年又出现反弹。由于采用综合治理和专项治理

相结合的治理方案的目的就是要有效的降低 PM2.5 的浓度，因此不能出现反弹。对此，

我们寻找使总投入经费尽可能低，逐年投入差异尽可能小为优化目标，建立双目标数

学优化模型： 
5

2

1

5

1
5

1

2

min ( )

(1 )

. .

(1 ) ( ) 0.005 , (0.2,1)

i i

i

i

i

i

i

i i i

Z F F

B P C

L PCs t

B L C

F P C PC  







 


 






  


    






           (21) 
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其中 (0.2,1) 为控制参数，由式(19)和(20)可知， 0.2  和 1  分别对应总投入资金

的最小和最大值。那么，越小，由式(21)优化得到的总经费
5

*

1
i

i

F F


 也越小。 

5.3.2 专项治理计划的数值优化 

根据 5.3.1 节设计的专项治理计划的优化方案，选取不同的控制参数和专项治

理指标比例 P ，计算结果如表 17 所示。 
表 17 不同 P 值和值时得到的最优投入总资金（百万元） 

P=0.15 时得到的最优投入总资金 

 0.21 0.25 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 

F
* 209.67 209.94 210.28 210.95 211.62 211.68 211.68 211.68 

Z
* 962.57 721.57 564.78 377.29 272.23 268.72 268.72 268.72 

=0.25 时得到的最优投入总资金 

P 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.30 0.35 0.4 

F
* 232.94 221.25 209.94 199.0 188.43 178.25 168.44 159.0 

Z
* 1008.26 854.64 721.57 606.96 508.88 425.48 355.07 296.10 

    根据表 17，发现当 P 固定时，随着的增加最优值 *F 也逐渐增加且很快达到稳

定，Z
*逐渐减小并趋于稳定；当固定时，随着 P 变大最优值 *F 快速变小，且 Z

*逐

渐减小，这是因为每降低一单位 PM2.5 浓度的专项治理费用明显低于综合治理费用。

所以专项治理完成的指标越多，总费用就越小。 

6 优缺点分析 

本文主要针对 PM2.5 的相关因素分析、分布与演变模型及其应急处理、控制质量

管理等三个方面进行了探索：1）利用相关系数分析法对 PM2.5（含量）与其它 5 个

监测指标（污染物含量）之间的相关性进行分析，并建立了多元线性回归模型；2）
结合附件 2 中的数据对 PM2.5 的时空分布及其规律进行分析，继而建立了简化的

PM2.5 连续点源扩散模型，针对 PM2.5 浓度突然增加的情况进行污染扩散预测和评

估，并利用监测数据验证了该扩散模型的有效性；3) 针对 PM2.5 治理问题，设计了

每年的治理指标，在这基础上设计了优化的专项治理方案。 
然而，本文还存在以一些不足之处，体现在：PM2.5 扩散模型仅能定量的描述

PM2.5 扩散与风力的关系，而没有定量分析 PM2.5 与湿度等其它天气因素的关系；同

时，在设计合理的治理计划时，建立的模型还不够完善。 
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