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第第十十届届华华为为杯杯全全国国研研究究生生数数学学建建模模竞竞赛赛 
 

题 目         空气中 PM2.5 问题的研究 

摘       要 

本文主要探讨的是 PM2.5 扩散、衰减模式的问题，根据该模式分析探究

PM2.5 的危机治理与后 5 年的治理问题。建立了 PM2.5 与其它污染物之间的多

元非线性对数模型；在静态、风力和湿度等因素下，分别探究污染物颗粒的运动

模式，并建立了 PM2.5 扩散演变模型；在污染物浓度突变的情况下，依据该模

型得出不同区域污染物的浓度，最后确定安全区域的范围。建立综合费用和专项

费用的多目标优化模型，并运用系统动力学理论对目标值进一步优化。 
针对问题一，首先，运用主成分分析法，按照方差贡献率的大小剔除臭氧这

个指标；其次，运用 SPSS 软件分析剩余指标之间的相关性及独立性，并建立了

PM2.5 与其它污染物之间的多元非线性对数模型，得出西安市的拟合优度
2 0.90R  ；最后，搜集西安市的相对湿度数据，运用该指标对模型进行再度优

化，优化后的拟合优度 2 0.94R  ，因而相对湿度是 PM2.5 影响因素。 
针对问题二：（1）运用统计学原理分析 13 个监测点 PM2.5 的浓度，描绘

了西安市 PM2.5 的空间分布云图。同时添加时间因素，探究 PM2.5 颗粒四维空

间分布情况，得出采集点之间的 PM2.5 具有较高的协同性。 
（2）分析了静态下 PM2.5 粒子受力，漂移模式，通过结合风速、湿度、大

气稳定度等季节性因素从点源、面源两方面分析了 PM2.5 扩散模式；建立了

PM2.5 点源和面源扩散的偏微分方程模型；通过利用 P-G 曲线近似法，布里吉

斯扩散参数以及现有数据对季节参数进行求解，得出 PM2.5 扩散衰减模型。计

算结果与西安市地理位置和提供数据相吻合，说明模型所刻画传播衰减模式与事

实相符。 
（3）通过第 2 小问所得的 PM2.5 点源扩散模型与 PM2.5 面源扩散模型，以

高压开关厂为参考点，在 3 级北风状态下，运用 matlab 软件仿真模拟出的点源
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与面源扩散情况，其结果展示如下表： 

扩散方向 向东 向西 向南 向北 

扩散 

距离(m) 

点源模型 50 50 200 10 

面源模型 500 500 3000 200 

（4）结合西安市各个地区的地理位置和天气、气候等条件，建立了各个区之

间的 PM2.5 扩散分析体系，利用西安市 2013 年 1 月 8 日—2 月 8 日的数据，通

过模型求解出各个区之间的 PM2.5 的相互扩散量，然后计算仿真出各个区的

PM2.5 的浓度，通过与原始值进行对比，发现模型所得结果与实际相差在 10%
之内,说明模型可信。仿真与原始对比如下： 

 高压开关厂 兴庆小区 
日期 真实值 计算结果 误差率 真实值 计算结果 误差率 

2013-1-8 383 356.7054 -6.87% 373 381.1783 2.19% 
2013-1-9 216 211.39 -2.13% 236 217.7147 -7.75% 

针对问题三：基于系统动力学理论，考虑治理效果，建立了系统动力学多目

标复合治理的最优化模型。利用贝叶斯支持向量机方法对武汉市基本面数据进行

宏观预测，对 PM2.5 进行系统性预测，并且仿真求解出 PM 由 280 单位到 35 单

位的五年治理方法，结果表明将综合治理与专项治理结合时治理效果最好。其最

优相结合治理计划为： 
 

年份  2013 2014 2015 2016 2017 
综合 
治理 

投入费用(百万) 51 42 32 22 12 
PM2.5 减少浓度 4.5 19.3 34 48.7 63.5 

专项 
治理 

投入费用(百万) 20 21 19 20 18 

PM2.5 减少浓度 28 21 15 8.5 2 

最后结合本文研究结果，对研究实施进行总结撰写了一份研究试验报告。 
本文创新点在于，建立了基于贝叶斯理论的支持向量机方法和基于系统动力

学的多目标治理模型。 
 
 

关键词：多元非线性对数模型，扩散衰减微分模型，系统动力学理论 
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一、问题的背景与重述 

1.1 问题的背景 

空气质量指数 AQI作为空气质量监测指标，AQI 是无量纲指数，它的分项监

测指标为 6个基本监测指标（二氧化硫 2SO 、二氧化氮 2NO 、可吸入颗粒物 PM10、

细颗粒物 PM2.5、臭氧 3O 和一氧化碳 CO 等 6 项）。首次将产生灰霾的主要因素

——对人类健康危害极大的细颗粒物 PM2.5 的浓度指标作为空气质量监测指标。

新监测标准的发布和实施，将会对空气质量的监测，改善生存环境起到重要的作

用。 
鉴于对于细颗粒物 PM2.5 的研究时间较短，在学术界也是新课题，尤其是

对细颗粒物 PM2.5 及相关的因素的统计数据还太少，对细颗粒物 PM2.5 的客观

规律也了解得很不够。因此对细颗粒 PM2.5 的研究是必要且紧迫的。 

1.2 问题的重述 

启用空气质量指数 AQI 作为空气质量监测指标，以代替原来的空气质量监

测指标――空气污染指数 API (Air Pollution Index)。原监测指标 API 为无量纲指

数，它的分项监测指标为 3 个基本指标(二氧化硫 2SO 、二氧化氮 2NO 和可吸入

颗粒物 PM10)。 AQI 也是无量纲指数，它的分项监测指标为 6 个基本监测指标

(二氧化硫 2SO 、二氧化氮 2NO 、可吸入颗粒物 PM10、细颗粒物 PM2.5、臭氧 3O
和一氧化碳 CO 等 6 项)。 

1.2.1 PM2.5 的相关因素分析 

PM2.5 的形成机理和过程较为复杂，可由污染物的来源及成分进行相关分析： 
主要来源有自然源(植物花粉和孢子、土壤扬尘、海盐、森林火灾、火山爆发等)
和人为源(燃烧燃料、工业生产过程排放、交通运输排放等)，可以分为一次颗粒

物(即由排放源直接排放到大气中的颗粒物)和二次颗粒物(即通过与大气组成成

分发生化学反应后生成的颗粒物)。 
PM2.5 的成分主要由水溶性离子、颗粒有机物和微量元素等组成。有究认为，

AQI 监测指标中的二氧化硫(SO2 )，二氧化氮(NO2 )，一氧化碳(CO)是在一定环

境条件下形成 PM2.5 前的主要气态物体。 

1.2.2 PM2.5 的分布与演变及应急处理 

请依据附件 2、附件 3 中的数据或自行采集某地区的数据，通过数学建模探

索完成以下研究： 
1、描述该地区内 PM2.5 的时空分布及其规律，并结合环境保护部新修订的

《环境空气质量标准》分区进行污染评估。 
2、建立能够刻画该地区 PM2.5 的发生和演变(扩散与衰减等)规律的数学模

型，合理考虑风力、湿度等天气和季节因素的影响，并利用该地区的数据进行定

量与定性分析。 
3、假设该地区某监测点处的 PM2.5 的浓度突然增至数倍，且延续数小时，

请建立针对这种突发情形的污染扩散预测与评估方法。并以该地区 PM2.5 监测

数据最高的一天为例，在全地区 PM2.5 浓度最高点处的浓度增至 2 倍，持续 2
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小时，利用你们的模型进行预测评估，给出重度污染和可能安全区域。 
4、采用适当方法检验你们模型和方法的合理性，并根据已有研究成果探索

PM2.5 的成因、演变等一般性规律。 

1.2.3 空气质量的控制管理 

地方环境管理部门关心的重要问题之一是，为建设良好的人居环境，利用有

限财力，制定本地区空气质量首要污染物 PM2.5 的减排治污可行规划。数据 1

所在地区的环境保护部门考虑治污达标的紧迫性和可行性，在未来五年内，拟采

取综合治理和专项治理相结合的逐年达到治理目标的方案。请考虑以下问题： 

1. 该地区目前 PM2.5 的年平均浓度估计为 280(单位为 3m / g  )，要求未来

五年内逐年减少 PM2.5 的年平均浓度，最终达到年终平均浓度统计指标

35(单位为 
3m / g  )，请给出合理的治理计划，即给出每年的全年年终平

均治理指标。 

2. 据估算，综合治理费用，每减少一个 PM2.5 浓度单位 ，当年需投入一个

费用单位(百万元)，专项治理投入费用是当年所减少 PM2.5 浓度平方的

0.005 倍(百万元)。请你为数据 1 所在地区设计有效的专项治理计划，使

得既达到预定 PM2.5 减排计划,同时使经费投入较为合理，要求你给出五

年投入总经费和逐年经费投入预算计划，并论述该方案的合理性。 

1.3 数据文件使用说明 

根据题目中所给数据，对由于本模型中使用的指标及数据以附表中数据为准。

结合部分收集数据进行建模分析。 
对于由于缺测指标、仪器故障、项目有效数据量不足、网络传输故障等造成

监测项目的浓度及分指数缺失均使用 NA 标识的数据，使用贝叶斯方法对数据进

行补全，然后进行使用 

二、模型的假设与符号的说明 

2.1 模型的基本假设 

假设一：风向流动是稳定的，且有主导方向； 
假设二：污染物在传播中无剧烈化学反应； 
假设三：检测范围内没有其他同类污染源聚集； 
假设四：每一面源单元的污染物排放量集中在该单元的形心上；  
假设五：大气环境为干空气组分和水蒸气组分的均匀混合物； 
假设六：整个研究空间内风速场是均匀稳定的； 
假设七：面源单元在下风向造成的浓度可用虚拟点源在下风向造成的同样的

浓度所代替。 
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2.2 部分符号的说明 

符号 符号说明 
ijP  第 i 个检测点第 j 天 PM2.5 颗粒污染物的浓度 

gF  污染物传播过程中所受的体积力 

stF  污染物传播过程中所受的粘性力 

pF  压力梯度力 
M ´ 虚拟质量 

xD ， yD ， zD  x ， y ， z 方向上的分子扩散系数 

mxD ， myD ， mzD  湍流扩散系数， 
  太阳倾角 
He  面源的平均高度 

f  流体密度 

pd  颗粒直径 
  为气体分子平均自由程 

【注】：在建立的模型中的符号在模型中进行具体说明。 

三、问题的分析 

3.1 问题一的分析 

对于问题一：通过对题目提供的数据的处理，建立适当的模型，对 AQI 监

测指标中的二氧化硫( 2SO )、二氧化氮( 2NO )、可吸入颗粒物(PM10)、细颗粒物

(PM2.5)、臭氧( 3O )和一氧化碳(CO)的含量进行定量分析，并最终得出细颗粒物

(PM2.5)与其它 5 项分指标及其对应污染物(含量)之间的相关性及其关系进行分

析前的影响。 
依据数学模型，通过对对武汉和西安两座城市，监测所得的 AQI 中 6 个基

本监测指标的相关与独立性进行定量分析，将特别对其中 PM2.5(含量)与其它 5
项分指标及其对应污染物(含量)之间的相关性及其关系进行分析。通过数据进行

处理，有部分数据不全面，不能表征全面的信息予以剔除处理。对于剩余的数据

通过利用主成分析法分析等手段，可得出臭氧( 3O )的含量与 PM2.5 相关系数，

及臭氧( 3O )含量与 PM2.5 相关关系。 
可通过逐步回归法建立多元非线性模型。对主成份与 PM2.5 的关系进行数

据分析，得出量化模型。分析四组数据 2SO 、 2NO 、PM10、CO 自身不具有较强

的相关性，因此四组数据均可作为计算 PM2.5 的因素，四组数据独立参与计算。

于是可建立多元非线性回国模型，同时对 2SO 、 2NO 、PM10、CO 四个变量的与

PM2.5 进行相关性分析，并检验相关性，若相关性较差，再通过建立多元非线性

交叉模型，多元非线性指数模型等模型检验。通过绘制散点图，基于对散点图的

分析，再次对回归模型进行检验分析，最终可得到回归模型，通过检验值是否在

合理范围内，散点图等，对多元非线性对数模型进行检测。 
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3.2 问题二的分析 

对于第二问第 1 小问，在数据处理后，将 PM2.5 颗粒污染物浓度区域分布

云图形象地刻画在地形图上。首先对 13 个监测点漏报的数据进行剔除，然后得

出各个监测点四个月以来的统计均值，最后在地形图上用色彩刻画出 PM2.5 颗

粒污染物浓度的分布云图。同时还增加了时间因素，构成时间、地理位置、PM2.5 
浓度的四维时空分布规律。根据西安市 13 个监测点 PM2.5 的统计均值，并结合

实际情况，分析 PM2.5 颗粒污染物浓度的分布规律。 
对于第二问第 2 小问，建立 PM2.5 颗粒污染物浓度的发生和演变(扩散与衰

减等)规律的模型。PM2.5 颗粒污染物浓度的变化值分为两大类，一类是在无其

他外界因素影响情况下的颗粒运动扩散模型，另一类是在外界因素(考虑风力、

湿度等天气和季节因素)的影响情况下的扩散和衰减模型。在不受外界因素影响

的情况下，考虑重力、浮力、粘性阻力、压力梯度力和虚拟质量力的多场耦合作

用下浓度的变化情况。运用布里吉斯扩散参数对衰减模型进行优化，考虑 PM2.5
颗粒污染物变化的特殊情况，按照污染源的产生不同，按照点源污染和面源污染

两大类处理，从而更加全面的对扩散模型进行定量和定性分析。 
对于第二问第 3 小问，建立 PM2.5 颗粒污染物浓度发生突变后污染扩散预

测模型，并对模型进行评估。在此选择具有代表性的高压开关污染物浓度最高值

的一天，即为 2013 年 1 月 14 日的 PM2.5 的值 500。运用第 2 小问建立的点源和

面源模型确定不同时间段各地区 PM2.5 污染物浓度，根据 Google 地图上测量的

两点距离，判定污染物突变之后的扩散影响区域。同时考虑污染物在风力作用下，

在点源和面源两种情况下的浓度变化情况，并将 PM2.5 颗粒污染物浓度的变化

情况反映在地形图上，预测出重污染区域和可能的安全区域。 
对于第二问第 4 小问，运用面源模式下的 PM2.5 颗粒浓度的变化情况，结

合附件给出的 PM2.5 颗粒浓度进行数据检验。PM2.5 颗粒污染物在扩散过程中，

相邻区域必然会受到影响。首先，确定每个区都是 PM2.5 的产生源，运用面源

扩散模式进行模型检验，使用各个区域 PM2.5 浓度的统计均值从总体上反映

PM2.5 浓度的扩散情况。然后，从附件中任意提取出一段时间内区域的浓度指标

值进行检验，同时需要考虑风力、湿度和季节等因素的影响。最后，根据预测值

和实际值进行比较检验模型的合理性。 
对 PM2.5 颗粒污染物的来源分析，查阅相关文献，再结合西安当地的地理

位置来具体分析其来源，如西安的沙尘天气会对 PM2.5 浓度有很大的影响。 

3.3 问题三的分析 

问题三需要解决的是：帮环境管理部门提供合理确实可行的治理方案。首先，

结合当地部门的具体情况判断该方案是否具有可行性。其次，还要考虑方案的成

效，为了能够量化治理措施对于 PM2.5浓度改善的程度大小，基于动力系统仿真

通过贝叶斯模型预测未来五年治理与不治理作对比观察期效果。最后，找到确实

可行的的治理方法。 

基于成效分析找到最合理的治理方案，以达到充分利用资源的目的。在有限

资金的情况下尽可能的选择投资少、见效快的治理方案。为了能够量化对于经济

发展影响程度的大小，选取当地现有的 PM2,5 浓度作为指标，按照现有的趋势发

展把五年之后治理或者不治理两种情况下的 PM2.5浓度预测出来，这样才能对比

出治理的作用。由于 PM2.5是与季节、天气状况、湿度、大气稳定度等都有密切
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关系的量，通过基于系统动力学分析的贝叶斯支持向量机预测模型可以很好的利

用这些信息提高预测的准确性，最终找到合理的治理方案。 

四、问题一：PM2.5 的相关因素分析 

4.1 建模的准备与数据分析处理 

4.1.1 基于对 AQI 监测指标监测数据的主成分析处理 

题目提供西安和武汉两座城市的 AQI 监测指标监测数据，先后对数据通过

主成分析法、相关性分析法、回归分析法对数据进行处理，建立了多元非线性对

数模型。基于对原始数据的分析，有部分数据缺失，在此做出剔除处理。 
对剩下的数据，通过相关性分析，找对 AQI 监测指标中的 2SO 、 2NO 、PM10、

CO、 3O 的方差对 PM2.5 的方差的贡献量。如下表所示： 

表 4-1 各指标的总体方差 
              数据 

项目 
解释的总方差 

方差 % 累积 % 
二氧化硫 2SO  62.00 62.00 
二氧化氮 2NO  21.16 83.16 

可吸入颗粒PM10 6.64 89.81 
一氧化碳CO 6.56 96.37 

臭氧 3O  3.63 100.00 

各种组成因子的方差贡献率检得出 3O 的方差贡献率为 3.63%，由此可以得出，

3O 对 PM2.5 的贡献不大，为了简化模型，提高模型整体的精确度，剔除 3O 。 

4.1.2 基于对 AQI 监测指标监测数据的相关性分析处理 

对于剔除 3O 之后的数据通过 Pearson 相关性分析，可以检验任意两个变量之

间是否呈现的线性相关趋势，此时的相关性系数大小会比较准确至于两个变量是

否相互影响，Pearson 相关系数以 r 表示。通过进行 Pearson 对 2SO 、 2NO 、PM10、
CO、PM2.5 的数据相关性分析得各种粒子之间的相关性如下： 

表 4-2 各指标的 Pearson 相关系数 

指标 PM2.5 2SO  2NO  PM10 CO 
PM2.5 1.00 0.72 0.73 0.78 0.82 

2SO  0.72 1.00 0.81 0.68 0.66 

2NO  0.73 0.81 1.00 0.73 0.63 
PM10 0.78 0.68 0.73 1.00 0.59 

CO 0.82 0.66 0.63 0.59 1.00 

Pearson 相关性分析的相关程度由相关系数 r 来评价， r 的值越接近 1 说明

这两个变量的相关性越好，他们之间的关系越密切反之则相关性越差，甚至不相
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关。 

表 4-3 r 的取值及意义 

r 的取值范围 r 的意义 

0.00-0.19 极低相关 
0.20-0.39 低度相关 
0.40-0.69 中度相关 
0.70-0.89 高度相关 
0.90-1.00 极高相关 

根据表 4-1 和表 4-3 的数据可以得出，相关系数能说明 2SO 、 2NO 、PM10、
CO、与 PM2.5 在某种意义上来讲是有些线性的关系，但是这只是很粗略地说明，

他们之间是否为线性关系，有待于进一步验证。为此把其中它们之间所有的可能

的组合都验证了一下，比方说以 2SO 作为因变量，其它变量任意组合来作为自变

量，然后通过 SPSS 软件分别进行检验，画出来的残差图都是类似于图 4-1，残

差图是模型的完全随机部分，它的取值是应该与所有变量无关的，所以它的分布

应该是随机的，但是从图 4-1 可以明显看出残差会随着 2SO 浓度的增大而变大，

这就强有力的说明了 2SO 和其它所有变量(可能是多个)都无线性关系。总的来说，

2SO 、 2NO 、PM10、CO、PM2.5 之间任何组合都无线性关系。 

 
图 4-1  武汉 二氧化硫关于一氧化碳和二氧化氮的 Student 化残差图 

4.2 模型的建立(多元非线性对数综合模型) 

4.2.1 模型初探——多元非线性交叉模型 

上问中已经得出由已经 PM2.5 与 2SO 、 2NO 、PM10、CO 之间并没有线性关

系，考虑到复杂的连续函数都可以通过多项式来进行逼近，所以就考虑再添加各

个自变量的平方项和交叉相乘项来进行非线性回归分析。当然，先对每一个自变

量进行平方求得一个新变量参与回归，交叉项也是类似的处理，这样就把非线性

回归转化为线性回归了。 
多元非线性交叉回归模型 

建立模型： 
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1 1 2 2 3 3 4 4
2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 4 1 1 2 2 1 3 3 4... n

y d x d x d x d x

a x a x a x a x b x x b x x b x x c

    

       
 

 
应用软件 SPSS 进行验证，得出武汉和西安两城市的残差图分别如图 4-2 和

图 4-3 所示： 

    
4-2 武汉 PM2.5Student 化残差图          图 4-3 西安 PM2.5 Student 化残差图 

通过对上面的两个图的观察，发现还是同样的老问题，两地残差值随着

PM2.5 的增大而增大，显然不管是在武汉还是西安考虑平方项与残差项的模型是

错误的。 

4.2.2 多元非线性对数模型 

上面一问中，得出各个模型的残差都是随着因变量的增加而增加，这就提示

对每一个变量进行对数变换来消除这种影响，然后再考虑新变量之间的交叉项与

平方项的加入，所以建立多元非线性对数模型如下： 

     
4 4 3

2
,

1 1 1
ln ln ln ln lni i i i i j i j

i i j j
y a x b x c x x

   

     

其中 ia 、 ib 、 ,i jc 表示系数，通过 SPSS 求解得出： 
西安： 

2
20.153 ln( 10) ln( ) 0.021 ln( ) 1.503

2.5
PM CO SO

PM e  
 

武汉： 
2 20.446 ln( 10) ln( ) 0.347 ln( ) 1.157 ln 0.214 ln( 10) 1.115 ln( 10) 2.521

2.5
PM CO CO CO PM PM

PM e  
两个模型的拟合优度如下表所示： 

表 4-4 模型拟合度表 

城市 武汉 西安 

拟合优度 R2取值 0.91 0.90 

并分别绘制出了如下 Student 化残差散点图和标准化 P-P 图： 



   

 10 

     
图 4-4 武汉取对数变换后的残差图          图 4-5 西安对数变换后的残差图 

 

     
图 4-6 武汉的对数变换后标准化 P-P 图     图 4-7 西安的对数变换后标准化 P-P 图 

从图 4-4 和图 4-5 可以看出残差是随机分布的，说明模型拟合的效果不错。

从图 4-6 和图 4-7 可以看出除了少数数据点偏移直线外，绝大多数点实在直线上

的，这也进一步说明了模型的效果很好。 

4.3 本模型数据来源 

通过观察西安地区的 PM2.5 随着时间的变化情况，分别统计计算了阴天和

晴天的 PM2.5 的均值，如表 4-4 所示：  

表 4-4 不同天气下 PM2.5 浓度表 

全西安地区 晴天 阴天 

M2.5浓度    150    210 

通过上表可以明显看见阴天的 PM2.5 浓度比晴天的大很多，那么晴天与阴

天的区别就在于空气的湿度不同，所以基于这样的考虑就搜集了西安市对应时间

的湿度。数据来源于《典型气象(设计典型)年逐时参数报表》西安市基准站 57036
号台站， 

 表 4-5 西安市基准站 57036 号台站 1 月 1 日至 4 月 26 号日相对湿度统计表  

日期 1.1 1.2 1.3 … 4.24 4.25 4.26 

日均相对湿度(%) 34 56 62 … 80 73 69 

日平均湿度的变化趋势，对数据作出如下柱状图： 
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图 4-8 西安市基准站 57036 号台站 1 月 1 日至 4 月 26 号日相对湿度柱状图 

从上图中可以看到西安市晴天时的湿度是在 40-50 左右徘徊的，阴天是在

60-70。下面将湿度的指标加入到原来的自变量中，然后重新建立多元非线性对

数模型如下： 

     
4 4 3

2
,

1 1 1
ln ln ln ln lni i i i i j i j

i i j j
y a x b x c x x d H

   

     
 

其中 ia 、 ib 、 ,i jc 、d 表示系数，H 为湿度变量，d 为湿度变量的系数。通过

SPSS 求解得出： 

西安：

2
20.149 ln( 10) ln( ) 0.025 ln( ) 0.003 1.762

2.5
PM CO SO H

PM e  

 
武汉： 

2 20.436 ln( 10) ln( ) 0.325 ln( ) 1.064 ln 0.223 ln( 10) 1.002 ln( 10) 0.002 2.321
2.5

PM CO CO CO PM PM H
PM e
两个模型的拟合优度如下表所示： 

表 4-6 模型拟合度 

城市 武汉 西安 

拟合优度 R2取值 0.95 0.94 

可以看出两个城市的拟合优度有很大的提高，这也进一步丰富了模型，让模

型更加准确了。 

五、问题二第 1 小问：西安市 13 个监测点 PM2.5 的时空分布 

5.1 西安市 13 个监测点数据处理 

在各个检测点所提供的数据中，由于种种原因数据未完整的(即数据有残缺

项的)，在计算中对该组组数据进行补全尽情计算。 
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5.1.1 各个监测点 PM2.5 的统计均值 

依据附件 2 提供的西安市 13 个监测点 PM2.5 的检测数据，运用统计学的思

想可以得出各个监测点 PM2.5 的均值。各个检测点的检测数据样本较大，持续

时间较长，在此可以用各个检测点的数据近似代表各区域的 PM2.5 的值。 
各个监测点 PM2.5 的均值计算公式如下： 

1
13

1 1

( 1,2,...,13)

n

ij
j

n

ij
i j

P
PM i

P



 

 




 

西安市 13 个监测点 PM2.5 的均值如下表所示： 

表 5-1  13 个监测点 PM2.5 的均值 

区域 高  压 
开关厂 

兴庆 
小区 纺织城 小寨 市人民 

体育场 
高新 
西区 经开区 

PM2.5 
均 值 214.089 180.339 183.027 171.143 178.902 204.884 172.786 

区域 长安区 阎良区 临潼区 曲   江 
文化集团 广运潭 草滩  

PM2.5 
均 值 173.107 185.973 155.295 175.196 193.411 210.036  

 
从 PM2.5 计算结果可以看出，西安市 PM2.5 均值最高的监测点为高压开关

厂，该点位于西安市二环边上，车流较大，同时该地区为西安市重工业较集中的

地区，因此 PM2.5 含量较大。草滩地区近年来一直在进行开发建设(西安北火车

站及其附属设施建设，以及相应的经济带建设)因此该地点这 PM2.5 含量较大，

广运潭，阎良区均是由于工程建设引起，纺织城周边车流量较高压开关厂及兴庆

小区相比较小，主要污染来源为灞桥火电厂，及国棉一到十场，随着国棉场外迁，

该地区的 PM2.5 有所下降。 

5.1.2 各个区域内 PM2.5 的时空分布云图 

根据13个区域的PM2.5的均值，将空气质量指数分为 4种类别后着色处理，

形成时空分布云图。该区域中 PM2.5 的最大值为高压开关厂为 214.089，最小值

为临潼区为 155.295，其他检测点的 PM2.5 的值处于该区域范围之内。 
运用该地区内的 PM2.5 的均值确定的 PM2.5 的等级和颜色。 

表 5-2  各个区域 PM2.5 检测均值及相关信息 

均值范围 140~155 155~170 170~185 185~200 200~215 215~230 

类别 优 良 轻度 
污染 

中度 
污染 

重度 
污染 

严重 
污染 

颜色 绿色 黄色 橙色 红色 紫色 褐红色 
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根据表 5-1 和表 5-2 可得西安市各个地区内 PM2.5 的时空分布云图如下图所

示： 

 
图 5-1 西安市 13 个监测点 PM2.5 的时空分布云图 

 

5.1.3 时空分布云图分析 

根据图 5-1 中 13 个监测点 PM2.5 的时空分布云图可以得到： 
1） 高压开关厂、草滩、高新西区三个区域处于重度污染。 
2） 阎良区和广运潭处于中度污染； 
3） 临潼区的 PM2.5 的质量类别为良； 
4） 其他 7 个区域处于轻度污染； 
5） 这种 PM2.5 时空分布云图的原因分析： 
高压开关厂处于工业区，污染较为严重，工业生产过程中排放大量的废弃烟

雾造成空气污染，烟雾中含有较小的颗粒是污染的主要原因。高新西区是经济技

术中心地段，人流量较大，较多的人群造成的生活垃圾，人为因素(燃烧燃料、

对自然的破坏)也是造成 PM2.5 的值升高的主要原因。 
草滩处于郊区地带，有一些污染性较严重的小型工厂被迫从市区迁移到郊区，
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造成更严重的污染。小型工厂投资成本较低，废弃物处理体系不够完善，从而造

成废气大量排放，污染大气。因而这三个区域的质量指标类别处于重度污染。 
广运潭地区有谢王立交桥和万家村立交桥，连接通往外省的高速公路。同时

广运潭地区处于西安市中心地段，车流量较大，交通运输便利。从而造成交通运

输排放的汽车尾气成为主要的污染源。 
阎良区是我国唯一、亚洲最大的集飞机设计研究、生产制造、试飞鉴定和科

研教学为一体的体系阎良最为完整的重要航空工业基地，区内有全国最大的飞机

制造企业――西安飞机工业(集团)有限责任公司，正是由于这个原因，制造飞机

等大型产品造成的工业废气污染较为严重，但是公司投资成本较高，废弃物处理

系统较为完善，造成的空气污染程度比草滩区轻。因而广运潭地区和阎良地区质

量指标类别处于中度污染。 
临潼区处于陕西关中腹地，骊山国家森林公园，与秦岭相连，地势高峻，山

北麓为广阔原区，依山北下，形成几个阶梯，北接渭河平川。零河、戏水、玉川

河等河，自南而北，河谷深切，形成几个南北纵向深谷。由于较好的地理位置和

地势条件，工业区较少，居住人群也少，造成的污染较小。因而临潼区质量指标

类别为良。 
兴庆小区、小寨、纺织城、市人民体育场、经开区、长安区、曲江文化集

团这 7 个区域造成 PM2.5 值升高的因素较多，主要来源有自然源(植物花粉和孢

子、土壤扬尘、海盐、森林火灾、火山爆发等)和人为源(燃烧燃料、工业生产过

程排放、交通运输排放等)。综合多种因素得出该 7 个区域质量指标类别为轻度

污染。 

5.2 增加时间因素构成四维因素的时空分布规律 

检测点 PM2.5 的成分主要由水溶性离子、颗粒有机物和微量元素等组成。

AQI 监测指标中的二氧化硫(SO2 )，二氧化氮(NO2 )，一氧化碳(CO)是在一定环

境条件下形成 PM2.5 前的主要气态物体。 
根据已有数据编程得西安市 13 个区域的各周的 PM2.5 时空分布规律如图

5-2 所示： 

 
图 5-2 西安 13 个区域 PM2.5 时空分布规律现象 
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5.3 结果分析 

根据图 3 可知：西安市 13 个区域总体的 PM2.5 的含量会随着时间的递增成

逐渐增长的趋势。因为随着气温的转暖，出行的人群越来越多，车流量自然也会

增长。与此同时人为因素带来的生活垃圾和汽车尾气排放造成大气中污染物的含

量增加，PM2.5 的监测值也自然会增加。 
PM2.5 颗粒浓度随着空气相对湿度增加而增大。因为当空气湿度较大时，空

气中水蒸气容易以微尘为凝结形成雾，致使粒子变重，沉聚在底层大气中，形成

一层保护层阻碍空气的扩散，导致空气中颗粒物污染增加。因而 PM2.5 与天气

关系较大，阴雨天气是空气湿度较大，造成颗粒浓度的增加。 
依据附件 3 西安地区气象数据资料可知：2013 年 2 月 19 日到 2013 年 3 月 3

日，天气由多云转阴，而后有小雨，最后由小雨转为晴天。相对湿度变化先增大

后减小。因而 PM2.5 颗粒浓度也也会随着空气相对湿度的变化量，先增大后减

小。从图 3 中也可以看出，2 月 19 日到 3 月 3 日之间 PM2.5 也是先增大后减小，

成局部正太分布规律，与根据附件 3 分析的结果吻合。 
 

六、问题二第 2 小问：PM2.5 的发生和演变的数学模型 

6.1 PM2.5 颗粒运动扩散模型的准备 

6.1.1 PM2.5 颗粒的受力分析 

PM2.5 颗粒能够处于静止状态，一定受到多个力场的耦合作用。颗粒所受的

力一般分为：重力、浮力、粘性阻力、压力梯度力和虚拟质量力等。在这多个力

相互组合作用下，颗粒处于平衡状态。 
(1) 重力和浮力 

悬浮在流体中的颗粒物，其必然会受重力与浮力作用。这两个力与颗粒体积相

关，又称为体积力，其表达式为: 

    31
6g p f p f pF m m g d g       

式中， gF 为体积力N； pm 为颗粒质量 kg ； fm 为与颗粒等体积的流体质量 kg ；

p 为颗粒密度 3kg m ； f 为流体密度 3kg m ；dp 为颗粒直径m ； g 为重力加速度

2m s 。 

(2)粘性阻力 

颗粒受到的粘性阻力与颗粒雷诺数的大小相关，颗粒雷诺数为：

Rep f p pu u d u  。当颗粒雷诺数Re远远小于1时，颗粒受到的粘性力可由斯

托克斯方程得出:  
 3st p f p cF d u u C   

式中， stF 为粘性力， N ；μ为气体动力粘度，  kg m s ； fu 和 pu 分别为流

体和颗粒的速度矢量，m s ； cC 为Cunningham修正系数，其在常压下的表达式
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为： 
1.101 1.257 0.400expc n

n

C K
K

  
     

  

 

式中， nK 为努森 Knudsen（ ）数， 2n pK d ，其中 为气体分子平均自由

程，可按下式计算  

0.499 v





  

式中， v 为气体分子的算术平均速度： 
8RTv

m
  

式中，R 为通用气体常数，  8.314R J mol k  ；T 为气体温度，K ；M 为

气体的摩尔质量， kg mol 。 
(3)压力梯度力 

在非均匀流场中，由于流体速度和流体压力的不均匀性，在颗粒上产生的作

用力称为压力梯度力，压力梯度力的方向与其压力梯度方向相反，其表达式为： 
31

6p p
pF d
x




 


 

其中
p
x



为压力梯度； 

由于压力梯度与流体粘性无关，主要由流场的不均匀性产生，可在颗粒附近

空间建立流场的Navier Stokes 方程，并化简得到压力梯度： 
f

f

up p u
x t x


  

   
   

 

式中， 为流体的密度，单位 kg m； fu t  表征流场的局部惯性， f fu u x 

表征了流场的对流惯性力。 
由以上两个方程式可得压力梯度力为： 

31
6

f
p p f

upF d u
t x

 
 

  
  

 

(4) 虚拟质量力 

颗粒做变速运动时，其外围包裹的流体随颗粒运动类似于附着了一部分质量

在颗粒上，这部分质量即虚拟质量。设定虚拟质量为M ´，随同颗粒速度U 运动，

可根据周围流体总动能式计算得到虚拟质量： 

2 A
M

U n
 

 


´  

式中，为由于颗粒运动而引起的扰动速度势函数； A为颗粒表面积。  
对任意形状的物体，其扰动速度势函数取决于该物体的形状和运动方向。因

此，一个给定物体的虚拟质量只与该物体的形状和方位有关，而与其运动速度、

角速度和加速度无关。球形颗粒物的虚拟质量为： 
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31
12 pM d ́  

声场中，颗粒物在声波作用下做非恒定运动，流场在颗粒上产生了虚拟质量。

虚拟质量作用于颗粒上的力被称为虚拟质量力，其表达式为：  

31
12VM p

dU dUF M d
dt dt

  ´  

式中，
dU
dt

为全导数形式， f pU u u  。 

6.1.2 PM2.5 颗粒的漂移分析 

颗粒在空中处于平衡状态是受多场耦合作用，颗粒在平衡点位置上往复运动

的因素主要来源于粘性力、虚拟质量力、压力梯度力的共同作用。流体媒质往复

振动与颗粒产生速度差引起粘性力；颗粒左右两侧媒质压力差产生了压力梯度力； 
颗粒表面附近的气体跟随颗粒运动产生虚拟质量力。 

在多场耦合作用下，当一个力发生微小变动后，颗粒就会发生定向漂移作用。

这种作用力主要是颗粒与流体之间相位差异产生的非对称运动漂移作用。 
根据已有研究结果可知，相对粘性力，虚拟质量力与压力梯度力都较小，造

成颗粒汇聚的主要因素来自于粘性力的变化。由牛顿第二定律，颗粒受粘性力式    
等于加速度乘上颗粒物的质量，得到  

 
3p p

p f p
c

du ud
m u u

dt C


    

引入修正的颗粒弛豫时间 p ： 
2

18
p p c

p

d C
u


   

化简得： 

p
p p f

du
u u

dt
    

求解方程，得到颗粒运动速度解为  

 
2

1 exp
1

p a
tu u C


 
   

 
 

由速度方程，求解可得颗粒位移方程  
2

2p a
d x dx u
dt dt

    

若颗粒振动中心位置为 0x ，在 0p x 的条件下。颗粒振动位移化简为  

1
p au     

 
22 2

0 0
2 2

1 sin
4

p p a
p a

d dd x dx kuu
dt dt dt dt
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式中，  sin  可由 的三角关系得到： 

 
2 2

sin
1

p

p




 



 

最后化简求得，颗粒漂移平衡方程为： 
2

2 20 0
2

1
4p p a

d x dx ku
dt dt

      

上式右边表示由于颗粒的相位滞后而导致颗粒平衡位置发生运动的漂移速

度，令颗粒漂移速度为 v，由上式得  

2 21
4 p av ku    

由漂移力与 Stokes阻力平衡，可得到颗粒的非对称运动对应的漂移力为  

2 21
4v c p aF C m ku    

6.1.3 PM2.5 颗粒污染物扩散模式 

PM2.5 颗粒污染物扩散所研究的是湍流与烟流传输过程中污染物浓度衰减

的变化关系。为了预测与计算各种条件下污染物浓度在传输过程中的时空分布规

律，要将污染源在当时气象要素以及下垫面条件下的污染物扩散过程模式化，并

确定模式计算中所需的参数。 
 

(1) 点源连续排放扩散模式及解析 

1、大气环境下点源连续排放扩散模式 

由分子扩散的 Fick 定律(即梯度输送理论：分子扩散的质量通量与扩散物质

的浓度梯度成正比)和湍流扩散等扩散理论。 
由此可以得到污染物在迁移、转化过程中的基本方程： 

 , , , ,x y z x y z
c c c c c c cu u u D D D S x y z c t
t x y z x x y y z z

             
          

             
 

其中：c：污染物在环境介质中的浓度，单位 3g m ； xD ， yD ， zD 为 x ，y ，

z 方向上的分子扩散系数； mxD ， myD ， mzD 为湍流扩散系数，单位 3g m ； 1xD ，

2 yD ， 3zD 为弥散系数 2xD ， 2 yD ， 2zD 的整合，即： 

1 2

1 2

1 2

x mx x x

y my y y

z mz z z

D D D D
D D D D
D D D D

   


  


  

 

 , , , ,S x y z c t 为考虑到环境介质中会由于物理、化学、生物等作用引起污染

物的增减在公式中附加的一个源汇项。 

2、PM2.5 颗粒在稳定状态下基本模型的解析解 
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在保持环境介质流动状态和污染源排放速率定常的条件下，环境中的污染物

分布状况也是稳定的。此时污染物在某一空间位置的浓度不随时间变化，这种不

随时间变化的状态称为稳态。如果所研究的问题的时间尺度很大，但污染物浓度

的平均值保持在相对稳定的状态下，这时也可以通过取时间平均值将动态问题按

稳态处理。在无边界大气条件下，一个稳定污染点源连续排放的扩散模型可通过

基本模型简化得到。 
对定常连续点源，有以下假设： 
1)流动是稳定的，且有主导方向。 
2)污染物在大气中只有物理运动，没有发生化学和生物变化。 
3)在所要监测的范围内没有其他同类污染源和汇。 
由高斯扩散模式可得其扩散方程为： 

2 2

2 2y z
c c cu D D
x y z
  

 
  

 

已知边界条件为：        
0

0
x y z
x y z

u c d y d z Q
   

   


    


    


 

时c

时c  

可得浓度解为： 

 
 

2 2

1 2, , exp
44 Y zy z

Q u y zc x y z
x D DD D

  
    

  
 

设 x ut ，令 22 y yD t  ， 22 z zD t  ， 
则上式的解可表达为： 

 
2 2

2 2

1, , exp
4 2y z y z

Q y zc x y z
u    

  
     

   

 

此即为连续稳定排放的点源在三维均匀稳定流场中的浓度分布公式，亦即正

态浓度分布公式。 
此模型的基本假设为： 
1)污染物在烟羽或烟团的各端面上呈正态分布(高斯分布)； 
2)整个研究空间内风速场是均匀稳定的； 
3)污染源强是连续均匀的； 
4)整个扩散过程污染物质量守恒。 
因此在公式运用中需要有很强的假定，另外它也未能把许多影响较大的实际

情况，如地面和地形的条件，除风速以外的其他气象条件，污染源的空间位置等

考虑在内，所以该公式一般不能直接投入应用,在实际应用过程中，需要对公式

加以修正，把上述各种影响考虑进去。 
(2)考虑大气湿度变化的 PM2.5 污染物扩散模式及解析 

在无边界大气环境中，连续点源排放的气体污染物在均匀流动的含湿大气中

做三维扩散，在不考虑化学反应的情况下，可以认为该过程是气体污染物组分在
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干空气组分和水蒸气组分的均匀混合物中的扩散过程。 

1、PM2.5 污染物扩散的数学模型 

由于空气湿度主要影响的分子扩散系数，所以模式 

   

   

2 2

2 2

2

2 , , , ,

x y z x mx y myx y

z mzz

c c c c c cu u u D D D D D D
t x y z x y

cD D D S x y z c t
z

     
        

     


   





* *

*

修正为： 

   

   

2 2

2 2

2

2 , , , ,

x y z x mx y myx y

z mzz

c c c c c cu u u D D D D D D
t x y z x y

cD D D S x y z c t
z

     
        

     


   





* *

*
 

其中： , ,mx my mzD D D 分别 , ,x y z方向上在干空气中的分子扩散系数； , ,x y zD D D
分别 , ,x y z方向上在湿空气中的分子扩散系数； , ,

x y z
D D D

* * *
 湿度对于分子扩散

系数的影响变化量。 

2)PM2.5 颗粒在稳定状态下基本模型的解析解 

数学模型基本假设如下： 
1)流动是稳定的，且有主导方向； 
2)污染物在大气中只有物理运动，没有发生化学和生物变化； 
3)在所要监测的范围内没有其他同类污染源和汇； 
4)大气环境为干空气组分和水蒸气组分的均匀混合物。 
由基本假设可得 

 

, 0, 0

0

, , , , 0

x y zu u const u u
c
t

S x y z c t

   






 

 

由于主导风对污染物的输送能力远远大于湍流运动引起的污染物在主导风

方向上的扩散，可以假定 x x
c cu D
x x x
   

 
   

，又有 yD 与 y 无关， zD 与 z 无关，

浓度值仅仅是 x 和u 的函数，则基本公式  可变为： 

   
2 2

2 2x y my z mzy z

c c cu D D D D D D
x y z
  

      
  



* *  
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已知边界条件：

0
0

x y z
x y z

u c d y d z Q
   

   


    


    


 

时c

时c  

求解以上方程，可得到 

PM2.5 颗粒污染物浓度值数学模型为： 

 
       

2 2

1 2 1 2
, , exp

44 z mzy my zyy my z mzy z

Q u y zc x y z
x D D DD D Dx D D D D D D

  
    
           

*
*

* *

 

6.1.4 季节因素的影响 

陕西省西安市地处西北区，常年受到沙漠化的影响，同时不同季节对空气质

量的指标也有很大关系。鉴于附件 2 中仅提供了 2013 年前四个月的 2.5PM 颗粒、

2SO 、 2NO 、 10PM 、CO浓度指标值，运用第一问中求解建立的 2.5PM 颗粒浓

度与 2SO 、 2NO 、 10PM 、CO浓度指标值的多元对数综合模型如下： 

 
4 4 12 4 4

2

1 1 1 2 1
ln ln ln lni i i i i j k

i i i j k
y a x b x c x x

    

      

6.1.5 考虑风力和季节因素影响下的 PM2.5 污染物扩散模型 

(1) 太阳倾角的计算 

     0 0 0 00.006918 0.399912cos 0.0702578sin 2 0.002697cos 3 0.001480sin 3

180 /

Q Q Q Q



      


 

式中： 0 =360 / 365nQ d 度；为太阳倾角； nd 为一年中的日期序数 0，1，2，
3，……364。 

 

(2)太阳高度角 0h 的计算 

 0 arcsin sin sin cos cos cos 15 300h t           

式中 ： 0h 为太阳高度角度； 当地纬度；t 北京时间； 太阳倾角； 当地

经度。 
 

(3)确定太阳辐射等级 

由计算得到的太高度角 0h 和云量，由表 6-1 查出太阳辐射等级 

 

 



   

 22 

表 6-1 太阳辐射等级 

总云量/低
云量 夜间 

太阳高度角 0h  

0 15h  º 015 35h º º 035 65h º º 0 65h  º 
4/ 4   2  1  1  2  3  

5 7/ 4  1  0  1  2  3  
8/ 4   1  0  0  1  1  

5 / 5 7  0  0  0  0  1  
8/ 8   0  0  0  0  0 
【注】云量是指将天空分为十分(十分制)所占的份数。 

 (4)确定大气稳定度等级 

表 6-2 大气稳定度等级 

地面风速

 /m s  
太阳辐射等级 

3  2  1  0  1  2  
1.9  A  A B  B  D  E  F  

2 2.9  A B  B  C     
3 4.9  B  B C  C  D  D  E  

6  D  D  D  D  D  D  

地面风速系指离地面 10m 高处的 10 分钟平均风速。若在无组织排放现场

测定 10m。 
高度的风速有困难，可以用现场开阔地带 2m 以上高度，或高于 10m 高度

测定的平均风速代替，并以 10
10 n

aU U
a

 
  

 
，计算到 10U (10 米高度风速)，式中 a为

测定风速实际高度， n见表 6-3： 

表 6-3 各稳定度条件下的风廓线幂指数数值 

稳定度 
地区 A  B  C  D  E F、  

城市 0.10  0.15  0.20  0.25  0.30  

农村 0.07  0.07  0.10  0.15  0.25  

根据地面风速和太阳辐射等级，由表 4-3 查出大气稳定度等级。表中稳定

度级别为：A为极不稳定，B 为不稳定，C 为弱不稳定，D为中性，E 为弱稳定，

F 为稳定；稳定度级别 A-B 表示按 A、B 级的数据内插。 

6.2 PM2.5 颗粒污染物浓度的点源扩散模型 

6.2.1 PM2.5 点源扩散模型 

采用传统的高斯及其法定推荐修正模式： 

     

        

1 2 2

2 22 2

, , 2 exp 2

exp 2 exp 2

y z y

z z

c x y z Q u y

z He z He
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表 6-4  P G 曲线近似式  a
y x   

稳定度 a     x 米  

A  

1.12154  0.0799904  0 300  

1.51360  0.00854771  300 500  

2.10881  0.000211545  500  

B  
0.964485  0.127190  0 500  

1.09365  0.0570251  500  

C  0.917595  0.106803  0  

C D  

0.838628  0.120152  0 2000  

0.756410  0.235667  2000 10000  

0.815575  0.235667  10000  

D  

0.826212  0.104634  0 1000  

0.632023  0.400167  1000 10000  

0.555360  0.810763  10000  

综上所述： 

PM2.5 颗粒污染物浓度的点源扩散模型为： 

     

        

1 2 2

2 22 2

, , 2 exp 2

exp 2 exp 2

y z y

z z

c x y z Q u y

z He z He

   

 


   
 

        
   

 

6.2.2 PM2.5 面源扩散模型 

在颗粒污染物在扩散过程中随着风力、湿度等的影响下，扩散会随着风向变

化，成多维面源的形式扩散，可以认为是推荐的虚点源后置模式。 

 
图 6-1：虚拟点源示意图 
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由于城市面源的平面分布和高度都是不均匀的，所以一般是把城市划分为许

多小正方形，每一正方形作为一个面源单元。正方形边长的选取，视面源的分布

和城市大小而定，一般在0.5 10km 之间选取。我国的“制订原则和方法”推荐边

长取 1、2、4km。 
虚拟点源的面源扩散模式假定： 
1)每一面源单元的污染物排放量集中在该单元的形心上； 
2)面源单元形心的上风向距离 0x 处有一虚拟点源，它在面源单元中心线处产

生的烟流宽度( 0 02 4.3 yy  )等于面源元宽度 W ； 
3)面源单元在下风向造成的浓度可用虚拟点源在下风向造成的同样的浓度

所代替。 
由假定 2)可得： 

0 4.3y
w

   

由此求出 0y 和大气稳定度级别，应用  P G 曲线图或表可反求出 0x ，再有

0x x 查出 y ，有 x 查出 z ，代入点源扩散的高斯模式下风向各面源单元形心处

的浓度： 

      

2 2

00 0 0

1exp
2 z zy y z z y y

Q y Hec
u        

   
    

      

 

He面源的平均高度，m 。 
若排放源高度相差较大，相对较高，也可假定 z 方向上有一虚拟点源， 0z 由

源的最初垂直分布的标准差给出，由 0z 求出一个 0zx ，由 0zx x 求出 z ，由 

0xx x 求出 y ，再代入上述模式中估算面源浓度。 
 
 
 

综上所述： 

PM2.5 颗粒污染物浓度的点源扩散模型为： 

      

2 2

00 0 0

1exp
2 z zy y z z y y

Q y Hec
u        

   
    

      

 

He面源的平均高度m 。 

6.3 模型的求解 

6.3.1 扩散参数的计算 

扩散参数 y 和 z 的确定是很困难的，往往需要进行特殊的气象观测和大量

的计算工作。参数选取至少应满足以下条件:其一,满足计算公式本身所要求的条

件;其二,参数的选取和计算结果要有典型性和代表性;其三,要符合实际情况。但在

实际工作中，总是希望根据常规的气象观测资料就能估算出扩散参数。 
(1)P-G 曲线近似 
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帕斯奎尔 Pasquill（ ）于1961年推荐了一种方法，仅需常规气象观测资料就可

估算出 y 和 z 。吉福德 Gifford（ ）进一步将它作成应用更方便的图表，所以这种

方法又简称  P G 曲线法。这种方法的计算结果在 D、C 级稳定度时误差较小，

在 E 、F 级稳定度时误差较大。H H 越大，误差越小。改进办法是对  P G 曲线

进行修正。在粗糙下垫面时，按实测的稳定度等级向不稳定方向提高1 2 级然后

再查  P G  曲线。我国的“制定原则和方法”采用了这一办法，并规定：在平原地

区农村和城市远郊区，对 A、B、C  级稳定度，直接用表中的  P G 曲线幂函数式

计算； D E F、 、 级则需向不稳定方向提高半级后查算。对工业区或城区中的甲

类排放标准的污染源，稳定度 A B、 级不提级，C 级提到 B 级，级向不稳定方

向提一级半后按表查算。非工业区的城区， A B、 级不提级，C 级提到B C 级，

D E F、 、 级向不稳定方向提一级后按表查算。丘陵山区的农村或城市，按城市

工业区处理 。      

表 6-5  P G 曲线近似式  a
y x   

稳定度 a     x 米  

A  0.901074  0.425806  0 1000  
0.850934  0.602052  1000  

    

B  0.914370  0.281846  0 1000  
0.865014  0.396353  1000  

    

C  0.924279  0.177154  0 1000  
0.885157  0.232123  1000  

    

D  0.929418  0.110726  0 1000  
0.888723  0.146669  1000  

    

E  0.9208018  0.0864001  0 1000  
0.896864  0.101947  1000  

    

F  0.929418  0.0553634  0 1000  
0.888723  0.0733348  1000  

(2) 布里吉斯扩散参数 

总结在城市或粗糙下垫面条件下的试验资料对  P G 曲线进行改进提出布里

吉斯扩散参数公式，如表 4-7 和 4-8 所示。对于开阔平坦的下垫面，即平坦的

农村用表 4-7 中的公式，城市下垫面用表 4-8 中的公式。这套公式适用于高烟

囱排放下风向 20-30km 左右的范围。 
 

6.3.2 季节因素分月计算 

将每天的颗粒污染物浓度指标值求和得出每个月的污染物浓度总指标值，进

而得出 2012 年每个月的 PM2.5 颗粒污染物浓度的指标值。 
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表 6-6 各个月份 PM2.5 颗粒污染物指标总含量的预测值 

月份 1 2 3 4 5 6 

PM2.5 7636 7523 5610 3599 5537 6684 

月份 7 8 9 10 11 12 

PM2.5 3257 4683 5874 6431 4686 6895 

小寨和兴庆小区四个季节的 PM2.5 颗粒污染物指标总含量如下表及下图所

示： 

表 6-7 三个检测点不同季节 PM2.5 颗粒污染物指标值的总含量 

       季节 
PM2.5 

 
检测点 

春季 夏季 秋季 冬季 

高压开关厂 20769 15820 13814 18012 

小寨 16670 13586 15328 16127 

兴庆小区 19735 14579 14657 17457 

 

 
 

图 6-2 三个检测点不同季节 PM2.5 颗粒污染物的指标值 

西安市的秋季污染水平低于冬春两季。这是由于冬春季节风速大于夏秋季节，

导致地面扬尘增加，细颗粒物浓度升高。秋季秋高气爽，大气扩散条件好，初秋

繁茂的植被对颗粒物有良好的吸纳作用。而且冬春季节温度较低，大气层结较稳

定，易出现辐射逆温现象，这些都不利于 PM2.5 迅速的扩散迁移，使其浓度发

生积累而增大。 
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6.3.3 PM2.5 颗粒污染物定量与定性分析 

表 6-8 13 个检测点春、夏季 PM2.5 平均值 
  

高压开关厂 兴安小区 纺织城 小寨 … 草滩 

春季 138.4231 115.8077 101.5385 102.16 … 119.4615 
夏季 236.0114 219.6875 214.8118 196.0465 … 237.4186 

【注】相关数据来源： 
http://www.xianemc.gov.cn/sxmpcp_qt.asp?lb=%D6%CA%C1%BF%C8%D5%

B1%A8&parame=1&whichpage=19&pagesize=30 
表 6-9 季节相同、气象大致相同、地理方位不同受风向影响的 PM2.5 变化表 

时间 季节 天气 相对湿度 风向 广运潭 临潼 
2013-8-14 夏季 晴 66% 东风≤3 级 77 62 
2013-8-15 夏季 晴 67% 东风≤3 级 70 69 
2013-8-16 夏季 晴 69% 东风≤3 级 72 85 

【注】：临潼位于广运潭东北部 

表 6-10 同一地点、季节相同、气象条件基本相同下受天气影响的 PM2.5 变化 

时间 季节 天气 相对湿度 风向 温度 开关厂小区

PM2.5 值 
2013-4-18 春季 阴 73% 东风 5~6 级 6~14℃ 200 
2013-4-19 春季 小雨 75% 东风≤3 级 12~24℃ 125 
2013-4-23 春季 晴 73% 东风≤3 级 14~27℃ 200 
2013-4-24 春季 晴 76% 东风≤3 级 11~26℃ 195 

表 6-11 同一地点、季节相同、天气相同下受相对湿度影响的 PM2.5 变化 

时间 季节 天气 相对

湿度 风向 广运

潭 临潼 阎良 长安 

2013-4-30 春季 多云 49% 东风≤3 级 54 50 64 62 
2013-5-01 春季 多云 75% 东风≤3 级 109 92 87 93 
2013-5-02 春季 多云 54% 东风≤3 级 57 75 72 63 
2013-5-03 春季 多云 84% 东风≤3 级 125 128 117 NA 

由上述四表结合上文西安市 PM2.5 的发生与演变、扩展与衰减模型得到如

下结论： 
1)不同季节在西安市区的 PM2.5 有所变化，可以发现夏季 PM2.5 的值明显

比春季小，大约小 80~120，这可以得出 PM2.5 的形成受季节影响较大，季节为

PM2.5 成因的一个因素； 
2)从地理信息上看，临潼位于广运潭的东北方向，在季节相同、气象大致相

同，由于风向的影响，在 2013-8-14 到 2013-8-16，临潼 PM2.5 值不断升高，涨

幅约为 7~16，广运潭涨幅约为-7~2，而临潼为轻度污染区、广运潭为重度污染

地

区 

季节 

PM2.5 
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区且附件为轻度污染区。不考虑风向的因素，理论上广运潭 PM2.5 的增幅应该

比临潼大，而实际确小。所以风向会导致 PM2.5 的扩散，使地区 PM2.5 含量增

高。因此风向为 PM2.5 成因的主要因素之一； 
3)在 2013-4-30 到 2013-5-3 号，同一地点、季节相同、天气相同下结合风向

的因素，发现受到相对湿度的影响，13 个监测点的 PM2.5 增幅均达到 50，该数

据远比受风向带来的影响大，因此得出相对湿度是影响 PM2.5 形成的重要因子； 
4)在 2013-4-18 到 2013-4-19，和 2013-4-23 到 2013-4-24，这两段时间类，在

季节相同、气象条件基本相同下，开关小区 PM2.5 的起始值在 2013-4-18 和

2013-4-23 日均为 200，但是第二天的天气由于变故 2013-4-19 为小雨，当天 PM2.5
下降 75，而 2013-4-24 继续为晴天且 PM2.5 变化值不大，综上分析，得出天气

的变化也是影响 PM2.5 形成的重要成因之一。 
 
 

七、问题二第 3 小问：PM2.5 突变应急处理模型 

西安市地处秦岭以北，受沙尘暴的影响较大。市内大力发展工业，人口密度

逐年增长，车辆使用频繁，燃烧燃料、工业生产过程排放、交通运输排放尾气等

造成空气污染越来越严重。倘若出现化工厂的燃料出现泄漏，造成 PM2.5 的指

标值发生突变，此时需要对污染源进行预测，并做好应急处理工作。 
依据题目要求该地区 PM2.5 监测数据最高的一天作为研究对象，在此选取

2013 年 1 月 14 日颗粒污染较严重的高压开关厂的 PM2.5 颗粒污染物的含量，当

日的 PM2.5 指标值为 500，处于四个月以来监测数据最大值。当此时的 PM2.5
颗粒污染物的浓度得以有效控制，其他地区污染物的浓度也将有很大的改观。当

日天气阴，湿度较大；风向为北风， 3m s风速 。当浓度增至 2 倍，即 PM2.5 颗

粒污染物的指标值突变为 1000，在 3m s风速 的情况下，持续 2 小时，在下风口

的方向上影响范围为 2.16km.。在沿着风向，PM2.5 颗粒污染物浓度会随着距离

的递增，呈现递减的趋势。 

7.1 PM2.5 在点源扩散模式下的突变应急处理 

当某地区的一处化工厂燃烧大型锅炉排烟现象，该地区 PM2.5 的浓度随时

会增加数倍。此时需要用点源扩散模型进行浓度分析，同时需要考虑风向，湿度

等天气和季节因素的影响。 
用点云图可以很清晰的表示出 PM2.5 颗粒污染物浓度沿着风向的变化情况。

其中红色表示浓度最高，绿色浓度最低，污染最小。在空间浓度分布图中，高度

可以反映 PM2.5 的浓度大小，更加形象反映出浓度的变化情况。 
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图 7-1 PM2.5 颗粒污染物浓度点源模式分布图 

 
图 7-2  PM2.5 颗粒污染物在点源模式下空间分布图 

 
当外界有风时，在风力作用下，PM2.5 浓度沿着风吹的方向扩散变化情况。

示意图如下： 
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图 7-3 在风力作用下，PM2.5 颗粒浓度的扩散的空间 

 

 
 

图 7-4 在风力作用下，PM2.5 颗粒污染物浓度的消散 

7.2  在点源扩散模式下，PM2.5 浓度的重度污染区和可能安全区域 

在点源模式下，高压开关厂的污染点源在风作用下，PM2.5 颗粒污染物浓度

在地形图上的变化情况。 
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图 7-5 在点源模式下，PM2.5 颗粒污染物浓度扩散示意图 

当点源污染物排放后，首先上升到一定的高度，在风力、风速、湿度等天气

和季节等因素的影响下，污染物的消散较为复杂，但是在风力的作用下，PM2.5
颗粒污染物的质量较小，它会随着风的变化而变化，有时候还会产生涡旋现象。

总体移动方向是沿着风吹的方向，垂直于风的方向也会发生相应的扩散现象，但

是扩散幅度不是太大。 
在点源模式下，污染物的影响范围较小，消散较快。 
根据第二小问点源扩散模型，在假设北风的情况下，以污染源 PM 为 280 进

行计算，扩散时间及污染范围如下表： 

 
表 7-1  PM2.5 点源扩散实例计算表 

风级 危险区域半径 安全区域 污染源消散时间 

风级 3 级 893.00m 1428.8m~1786.0m 75min 

风级 4 级 1339.5m 2143.2m~2629.0m 61min 

风级 5 级 1875.3m 3000.5m~3750.6m 48min 

风级 6 级 2500.4m 4000.6m~5000.8m 32min 

由上表可得到如下结论： 
1)对于点污染而言，风级越大污染区域的半径越大、安全区域的起始值也相

应扩大； 
2)消散时间随着风级的加大而减少，这与前文分析风速是 PM2.5 形成或扩散

的重要因素之一高度一致；  

7.3  PM2.5 在面源扩散模式下的突变应急处理 

当某地区出现沙尘暴、大面积有害剧增时，该地区的 PM2.5 颗粒污染物浓
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度会大面积的急剧增长，此时需要采用面源扩散模型进行分析。它具有受影响的

范围大、扩散广、消散慢和沿着风向方向递减速度慢等的特点。 
用色彩云图可以很清晰的表示出 PM2.5 颗粒污染物浓度沿着风向的变化情

况。其中红色表示浓度最高，绿色浓度最低，污染最小。在空间浓度分布图中，

高度可以反映 PM2.5 的浓度大小，更加形象反映出浓度的变化情况。 

 
图 7-6：在风力作用下，PM2.5 在面源模式下的扩散 

 
 

图 7-7：在风力作用下，PM2.5 在面源模式下扩散的空间示意图 
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7.4  在面源扩散模式下，PM2.5 浓度的重度污染区和可能安全区域 

 

 
 

图 7-8：在面源模式下，PM2.5 颗粒污染物浓度扩散示意图 

在面源式下，PM2.5 颗粒污染物浓度距污染源模风向距离一定条件下的污染

扩散浓度成正太分布规律。若改变污染源中污染物的浓度，将导致污染物浓度最

大值位置向下风向偏移，扩散与稀释速度减慢，污染浓度最大值明显升高。 
重度污染主要集中在污染源处，安全距离在图中显示的事蓝色区域。当出现

PM2.5 浓度突变时，可以组织人员迅速向上风口撤离，或者以最快的速度向安全

距离撤离。 
根据第二小问面源扩散模型，在假设北风的情况下，以污染源 PM 为 1000

进行计算，扩散时间及污染范围如下表： 

表 7-2  PM2.5 面源扩散实例计算表 

风级 危险区域半径 安全区域 污染源消散时间 

风级 3 级 4500m 7200m~9000m 126min 

风级 4 级 6750m 10800m~13500m 107min 

风级 5 级 9450m 15120m~18900m 87min 

风级 6 级 12600m 20160m~25200m 58min 

由上表可得到如下结论： 
1)对于点污染而言，风级越大污染区域的半径越大、安全区域的起始值也相

应扩大； 
2)消散时间随着风级的加大而减少，这与前文分析风速是 PM2.5 形成或扩散

的重要因素之一高度一致； 
3)面源扩散时间比点源扩散时间长且危险区域大，说明污染范围越大，危险
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区域半径也相应越大，且消散时间也相应加长。 
4)面源污染扩散比点源污染扩散治理困难度也相应加大。 

八、问题二第 4 小问：PM2.5 成因分析与模型检验 

8.1 PM2.5 成因分析 

颗粒物来源可分为自然源与人为源，西安位于中国的北方，近几年常出现沙

尘暴灾害，这说明沙尘将会是颗粒物的一个重要来源，另外一方面，西安在漫长

的冬季会使用煤炉来取暖，而煤在燃烧的过程中由于不充分燃烧的普遍存在，就

会产生大量的颗粒物质，这说明煤炭燃烧也将会是颗粒物的来源。在文章中，作

者总结了形成颗粒的五大来源，在此表示如下图： 
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图 8-1：颗粒污染物五大来源的示意图 
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针对于西安，海盐粒子是不在考虑范围类的，在我们所考虑的地区内部有几

个大的工厂，这将产生工业粉尘。而且，西安的民用燃煤会占有相当大的比例，

城市中车辆排的尾气也将是一大来源。 
 

8.2 模型检验 

在上面 2.3 中，我们建立了 PM2.5 粒子扩散的三个模型，在实际生活中，因

为总会有风速等其他因素的影响，而且一个大块的区是一块很大的面积，另外在

整块区域各个点上，都会有各种各样的产生 PM2.5 的源头，那么为了简化起见，

同时又尽量符合实际，就用一整块面积来表示 PM2.5 源头，所以模型三的基于

面积考虑的扩散模型是最合乎实际的。下面我们就来检验面源扩散模型的合理性。 
 

8.2.1 检验的原理 

题目中给出了各个地点处的各时间的 PM2.5 的浓度，各个地区之间必然会

又相互的影响，比方说若两个区离得不远，那么就有可能两个区会相互把 PM2.5
扩散，其中一个区对另一区影响的大小是和天气状况、风速、大气稳定度、季节、

湿度是直接相关的。 
首先，是要搞清楚各个区的自身的产生 PM2.5 的情况，由于缺乏对周边环

境的认识与数据的严重不足，就用各个区所对应的所有天的 PM2.5 浓度的平均

值来代表自身产生 PM2.5 的量。 
其次，在每个区产生自己本身的 PM2.5 基础之上，来考虑各个区之间的相

互影响，并且要具体结合每一天的天气状况、大气稳定度情况、风速、湿度等因

素来综合考虑。 
最后，把每个区都抽象简化成一个均匀的 PM2.5 释放源，然后利用面源扩

散模型进行计算机仿真，具体算出各个区之间相互影响的大小，然后再算出每个

区在受到影响之后的总的 PM2.5 浓度。这样通过计算机仿真就得到了当天 PM2.5
的仿真值，倘若仿真值与真实值很接近，那么就说明了模型的正确性。 

 

8.2.2 检验的步骤 

结合上校问的分析，我们选取西安市 2013 年 1 月 8 日—2013 年 2 月 8 日作

为检验时间段，然后从 2013 年 1 月 8 日开始分别对每一天进行计算，并且一定

要结合每一天的风速、湿度等信息。 
其具体步骤如下所示： 
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设定每个区域自身PM2.5
的初始浓度

得出计算PM2.5仿真结果

计算各个区的相互影响

描绘各个区的浓度分布

确定当天的风速、湿度、

大气趋度季节情况

与记录的真实浓度对比得

出误差值

是否到达30天

输出结果

开始

结束

No

Yes

 
图 8-2：PM2.5 模型检验步骤流程图 

实施以上步骤之后，我们将高压开关厂所在区域的计算机仿真浓度与实际浓

度进行对比，如下表： 

表 8-1：将高压开关厂所在区域的计算机仿真浓度与实际浓度进行对比 

 高压开关厂 兴庆小区 

日期 真实值 计算结果 误差率 真实值 计算结果 误差率 

2013-1-8 383 356.7054 -6.87% 373 381.1783 2.19% 

2013-1-9 216 211.39 -2.13% 236 217.7147 -7.75% 

2013-1-10 333 335.4757 0.74% 389 405.7752 4.31% 

2013-1-11 269 254.8478 -5.26% 250 251.9495 0.78% 

2013-1-12 308 335.5287 8.94% 空缺   

2013-1-13 399 373.3358 -6.43% 空缺   
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2013-1-14 500 548.5477 9.71% 空缺   

2013-1-15 148 145.3628 -1.78% 120 119.3058 -0.58% 

2013-1-16 300 327.8854 9.30% 193 193.9219 0.48% 

2013-1-17 214 212.5222 -0.69% 242 243.8959 0.78% 

2013-1-18 329 351.2895 6.77% 349 359.2703 2.94% 

2013-1-19 458 477.9892 4.36% 458 485.4351 5.99% 

2013-1-20 319 298.9144 -6.30% 368 362.7607 -1.42% 

2013-1-21 94 104.6641 11.34% 78 85.75852 9.95% 

2013-1-22 219 219.3892 0.18% 124 134.9892 8.86% 

2013-1-23 312 302.9594 -2.90% 299 306.6183 2.55% 

2013-1-24 65 60.4767 -6.96% 54 54.83057 1.54% 

2013-1-25 169 171.6336 1.56% 137 129.8737 -5.20% 

2013-1-26 172 188.7269 9.72% 183 202.7237 10.78% 

2013-1-27 266 266.5591 0.21% 219 224.928 2.71% 

2013-1-28 293 292.7027 -0.10% 321 353.1119 10.00% 

2013-1-29 413 458.6928 11.06% 346 334.1093 -3.44% 

2013-1-30 429 441.9358 3.02% 447 487.9308 9.16% 

2013-1-31 318 322.6232 1.45% 370 393.4306 6.33% 

2013-2-1 440 467.7957 6.32% 459 442.4433 -3.61% 

2013-2-2 391 430.5537 10.12% 385 363.8628 -5.49% 

2013-2-3 240 223.3333 -6.94% 250 271.1702 8.47% 

2013-2-4 199 195.2189 -1.90% 200 201.2255 0.61% 

2013-2-5 166 184.5504 11.17% 144 141.6606 -1.62% 

2013-2-6 346 374.3145 8.18% 325 356.8596 9.80% 

2013-2-7 221 204.7338 -7.36% 208 214.9369 3.34% 

2013-2-8 190 179.9189 -5.31% 150 144.6024 -3.60% 

从上表可以看出有 95%以上的数据误差在 10%之内，有 60%的数据误差在



   

 38 

5%之内，这已经说明面源扩散模型是符合实际情形的。之所以有误差，一方面

是因为现实情形的不可预见的情况太多，另一方面也是由于题目本身的数据采集

点太少，本身就很难用少数点的信息正确描绘区域的特点，还有一方面是因为其

他未知浓度的区域的对本区域有影响，但是却没有办法把这种影响加进来，所以

就出现了误差，但是此模型总体上来讲还是相当准确的。 

九、问题三第 1 问：PM2.5 复合治理模型 

PM2.5治理是一个系统工程需要，社会的发展会对环境有所危害，同时会造

成 PM2.5的含量上升，治理会使各项宏观经济数据有所变化，同时治理也不能使

宏观基本面数据发生剧烈动荡，因此在建立多目标系统动力学模型时，需对宏观

基本面数据进行预测分析，以保证治理不会产生经济跳跃。同时对相关污染数据

进行分析预测，使系统动力治理时 PM2.5 数据有所补偿，以满足系统的持续性。 

9.1 模型的准备(贝叶斯的支持向量机预测模型) 

(1)支持向量回归机非线性预测原理 

支持向量机模型是从线性可分情况下的最优分类面发展而来的。 
基本思想是：给定训练集                                      
其中：  为输入向量，  为对应的输出值，l 为样本个数，  通过一个非线性

映射 将输入向量            映射到高维特征空间。其映射函数式为

                          ，利用结构风险最小化的原理在高维特征空间内

构造最优决策函数： 
                        

将非线性估计函数便转化为高维特征空间中的线性估计函数，利用原空间的

核函数高维特征空间中的点积运算。最小二乘支持向量机总是寻找全局最优解，

同时可防止过学习现象的发生。 
对最小二乘支持向量机，优化问题为：                         

                
 

 
    

 

 
    

 

 

   

  

                                                     
 

其中：偏执变量满足   ；误差变量满足    ；   时为罚系数,可调整

误差，如果训练数据有较大的噪声，则应适当选择较小的 。 
由于(2)式可以看到其差别仅在于约束条件的不同。约束条件的差异使得相

应的拉格朗日函数也不尽相同： 

                           
                

 

   

 

其中    为 Lagrange 乘子，对该方程求偏导数，经过整理可写为： 
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其中            ,            求解方程(5)得到非线性估计函数为： 

        

 

   

              

式中，                         ，即选取 Gauss 径向基核函数为支持

向量机的核函数；在(5)式中不妨设      ，则经变换可以得到： 

  
 

 
    

 
 
    

        

              
 (2)贝叶斯理论的反馈方式 

支持向量机的非线性时间序列预测模型属于一个黑箱模型，其模型输入输出

之间的非线性函数关系，可以借助最小二乘支持向量机实现。其相应的参数的选

择对模型的预测精度有很大的影响。目前对支持向量机的参数的选取主要有经验

法、自举法、交叉验证法[10]、VC 维的界法、遗传算法以及贝叶斯证据框架等方

法。同时，贝叶斯证据框架在神经网络中的优化参数方面被广泛应用，它的基本

思想是最大化参数分布的后验，而最佳参数值或模型是在参数分布后验最大的情

况下得到的。 
贝叶斯推断参数优化步骤： 
第一步：推断参数 和  
假设 D 为数据空间，H 为模型空间，由贝叶斯准则可得： 

  
 

 
            

 

 
                

 

   

  

其中  
 

 
；可以看出，最小二乘支持向量机的训练(1)是最大化 的后验

          。 
第二步：推断正则化参数 
利用最大化参数 的后验，即可得到参数 的最佳值。参数 的后验为： 

                          
第三步：推断核函数参数 
利用最大化模型H的后验，即可得到核参数H的最佳值。模型H的后验为： 

                    
这可以看作模型的比较过程。针对 RBF 核函数，通过调节核宽度参数可获

得不同的模型  。首先通过给出核宽度参数的一系列可能的值             ，

然后计算并比较相应模型  的后验概率，找出最大者所对应的  即为最佳核参数。 
 (3)Bayes 支持向量机预测模型建模步骤 

具体模型建立的步骤如下： 
1.确定输入变量，选取样本数据。 
2.对样本数据进行归一化等。 
3.选取支持向量机估计算法。 
4.根据选取的估计算法初始化模型，设置精度 的值，以及参数的初值。 
5.利用贝叶斯原理，使用历年同期数据对参数进行初步修正；转回 4 检验。 
6.利用贝叶斯证据框架推断参数，准则 1 可推断参数 和 ，准则 2 可估
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计正规化参数 ，准则 3 可估计核参数 。 
7.返回 4 进行多次迭代，用所求的正规化参数和核参数重新训练模型，建立

最优模型。 
8.用建立的最优参数模型进行估计和预测。 

样本数据

归一化

初步修正参数

初始化模型选取估算法

贝叶斯原理

贝叶斯证据框架

最优模型

多
次
迭
代

估计和预测

推断参数w.b.c.σ

 
图 9-1：Bayes 支持向量机预测模型建模流程图 

9.2 多目标系统动力学 PM2.5 复合治理模型 

自然环境与人类社会是一个有机的整体，各个量之间都存在着关系，这样就

组成了一个关系系统。同样的，本文中的 PM2.5 作为一种物质，必然会有其来

源，有很多原因会造成 PM2.5 的产生，而 PM2.5 又会带来一系列的影响，这样

我们找出那些与 PM2.5 浓度有直接或间接关系的量，然后来分析它们之间的相

互影响关系，这样就得出了一个关系动力系统了。当然，有些量之间的关系是很

复杂的，通过直观观察是没有办法搞清楚他们之间的精确关系的，但是可根据经

验公式或则用多项式函数或分段函数进行逼近也是可行的，其中那些变量与变量

间关系的参数可以通过经验公式取得或则是通过计算机寻优求得。建立好了系统

动力学模型后，其准确程度可以被检验出来，只有检验合格之后才能够用来探究

方案的治理。 
在了解了各个变量相互关系的基础之上，因为有经济发展和 PM2.5 浓度降

低两个目标，我们建立了基于动力系统的多目标优化模型，在这里面一定要明确

约束条件，再结合当地的具体情况来具体给出管理部门每年的规划安排。 
结合系统动力学分析描绘各因子关系如下： 
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图 9-2 .污染源影响因素的系统动力学关系图 

动力系统的检验模型：通过对武汉市预测值和实际值进行对比，得到相应的

误差百分比。 
 

表 9-1 武汉市 GDP 预测值和实际值的比较 

年份 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 

GDP（亿） 2590 3141 3960 4560 5565 6756 8003 

预测 GDP 2794.4 2999.0 4003.5 4436.9 6106.3 6966.7 7322.5 

误差率 7.89% -4.52% 1.10% -2.70% 9.73% 3.12% -8.50% 

 
从上表数据可知：武汉市 GDP 预测值和实际值的误差率较小，均小于 10%。

表明运用动力系统模型进行预测的数据较为准确。 
针对以上分析确定治理模型的优化目标： 
目标一：五年之后 PM2.5 的浓度值达到最小 
本题目要解决的核心问题就是如何更加有效的改善五年之后 PM2.5 的浓度

值的问题，当然在改善的过程中要有计划、循序渐进地改进，尽可能考虑社会的

长远效益，不能盲目治理，以免造成更大的社会问题。 
基于题目提供数据的基础之上，通过贝叶斯模型对未来五年的情况进行预测，

得出不经过治理的情况 PM2.5 的浓度值和持续治理的 PM2.5 的浓度值。通过对

比可以看出环境治理的成效，可以为以后的决策者提供科学的计算依据。 
总体而言，PM2.5 可以归为人为源(MM)，天然源(TR)两大类 PM MM TRc c c  。

其中人为源又和人们生产生活产生的工业粉尘(IF)、燃油尘(RY)、燃煤尘(RM)、
动植物燃烧尘(AP)、道路粉尘(RF)， MM IF RY RM AP REc c c c c c     有关系。天然

源主要由风沙土壤修正产生 33TR FTc a c 。因此通过数学模型求解出实施防治措施

和不实施治理措施差值的对比值，可以很直观的看出治理效果 max PMT c  最大

的优化模型。 

PM2.5浓度

风沙土壤

天然源

人为源

燃煤尘

燃油尘

工业粉尘

动植物燃烧粉尘
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冶炼粉尘

建筑粉尘
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机动车尾气排量
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民用燃煤
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炊事炉

各种机动车
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综上所述建立以min PMc 为的目标函数的优化模型： 

max
min

PM

PM MM TR

T c
c c c

 


 
 

33 20
3

3

280 / ( 1)
35 / ( 5)

PM uPMi zPMi

MM IF RY RM AP RE

TR FT TR

zPMi

zPMi

c c c
c c c c c c

st c a c b c

c g m i
c g m i





  


    


 


 
  

 

其中： MMc ：表示人为源产生的 PM2.5 浓度； PMc ：表示 PM2.5 浓度； TRc ：

表示天然源对 PM2.5 作用产生的浓度； IFc ：表示工业粉尘对人为源作用产生的

浓度； RYc ：表示燃油尘对人为源作用产生的浓度； RMc ：表示燃煤尘对人为源

作用产生的浓度； APc ：表示动植物燃烧粉尘对人为源作用产生的浓度； REc ：表

示道路粉尘对人为源作用产生的浓度； FTc ：表示风沙土壤对天然源作用产生的

浓度； 33a ：表示风沙土壤对天然源作用的修正系数； zPMic ：表示实施治理措施

第 i 年后 PM2.5 浓度； uPMic ：表示不实施任何治理措施第 i 年后 PM2.5 浓度； 
目标二：在 PM2.5 浓度值得到改善的情况下，宏观基本面数据波动最小 
在治理环境的同时也要注意对经济的影响，对环境的治理要正本清源，但是

国民经济是保证民生的基础，也不能因为过度保护环境从而破换了国民经济，那

样子的话有可能造成比环境污染更加复杂的社会问题。 
国内或者某一地区的宏观基本面数，是指在一定时期内(一个季度或一年)，

的经济数据，可由 GDP等因素进行说明。因此整体的宏观基本面变动误差最下 

综上所述建立以 GDP 最大为目标函数的优化模型： 

i j

2 2

=GDP GDP h

( )GDP a OI b JZ TT HB RG EL

 


     

—
 

其中：OI ：表示石油工业产值； JZ ：表示建筑业产值；TT ：表示投入到

科研领域的经费； HB：表示投入到环保领域的经费；RG ：表示投入到道路绿

化的经费；EL：表示投入到教育事业领域的经费； iGDP 为治理结束时 GDP 的

值； jGDP ：表示治理开始时的 GDP 值； h ：为治理的时间。 
目标三：单项治理目标 
假设该地区投入治理资金为 A单位(百万元)，针对单项治理过程中项目的数

量 ( 1)i  ，但是一次投资 ija 必须超过总投资的 70%，由于单项治理引出的社会问

题也应该投入资金( b )来解决。针对综合治理资金可以用完。无论哪种投资方式

必须留总投资资金的 10%作为应急资金( s )。 
最终比较整个地区 PM2.5 降低的平均数为度量值，项目数为 i 个项经过 j 年

之后总投资数 ijZ 与 PM2.5 浓度的降低值 PMc 得出综合效益参数 1 ，综合参数越

大即投资越合理，反之则要考虑投资是否正确。 
单项治理既是集中优势资金对集中的问题进行整治，在单项治理的过程中不

能参与其他项目，但是对一个项目投入过分集中，有可能会引发一些其他的次生

问题，从而带来一些负面影响，因此针对次生问题要通过项目资金来进行解决。 
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针对一个污染源复杂的地区最好使用综合治理，因为各污染源之间可能有相

互影响，必须找到他们之间的关系，长期投资以争取达到最终效益。 
综上所述建立单项治理模型如下： 

1
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其中：A：表示投入治理资金为单位(百万元)； ija ：表示第 i 个项目经过 j 年
当年的投资数； 1 ：表示单项治理投资的综合效益参数； 2 ；表示综合治理投

资的综合效益参数； 1b ：表示单项治理社会问题补偿金； 2b ：表示综合治理社会

问题补偿金； ijZ ：表示第 i 个项目经过 j 年之后总投资数； PMc ：表示 i 年之后

PM2.5 浓度的降低值； 
综上所述建立了多目标系统动力 PM2.5 符合治理优化模型： 

min
min

PMc
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其中：T ：PM2.5 的治理效果；M ：表示经济生产总值； PMc ：表示 PM2.5
浓度。 

9.3 模型的求解 

求解步骤： 
Step1.利用贝叶斯支持向量机结合当地具体气象环境、季节等因素预测出未

来 5 年的 GDP 量、PM2.5 浓度。 
Step2.先找出那些与 PM2.5 浓度有直接或间接关系的量并且影响较大的变量，

然后，据经验公式或则用多项式函数或分段函数进行逼近变量间的关系，且要通

过已有的历史数据不断进行修正。 
Step3.建立基于动力系统的多目标优化模型，综合统筹考虑各个目标和现实

的约束条件，这样求解出一个最优化的解。 



   

 44 

利用贝叶斯支持向量机对未来五年宏观经济数据及 PM2.5 初值进行预测分

析。 
表 9-2  未来五年宏观面数据预测 

年份 2013 2014 2015 2016 2017 

GDP 

(亿) 
8643.2 9334.7 10081.5 10887.9 11759.1 

 
表 9-3 未来五年 PM2.5 初值预测 

年份 2013 2014 2015 2016 2017 

PM2.5 

( g s ) 
247 206.7 157.7 100.5 35 

 
利用系统动力学仿真软件 vensim 计算得到五年综合治理和专项治理需要

投资的费用如下表所示。 
 

表 9-4  五年治理投资费用 

年份  2013 2014 2015 2016 2017 

综合 
治理 

投入费用

(百万) 
51 42 32 22 12 

PM2.5 
减少浓度 4.5 19.3 34 48.7 63.5 

专项 
治理 

投入费用

(百万) 
20 21 19 20 18 

PM2.5 
减少浓度 28 21 15 8.5 2 

 
根据求解过程及过程结果，综合治理投资主要集中在环境改建方面和基础设

施方面。环境改建集中在对外绿化，以增加扬尘的吸收率，同时需要对绿化带进

行定期清理，以保证绿化带可以最大化的吸收扬尘，该部分投入为综合治理费用

的 40%。城市公交系统的改善，尽可能的使用环保节能车辆，该部分占综合治理

费用的 20%。部分资金(15%综合治理费用)应投入于对落后产能的改进研究以方

便，城市产业顺利转型，降低碳排放量。其他相关治理约占综合治理费的 25%。 
专项治理费用主要用于大型污染企业的监控，占专项的 10%左右，使大型污

染企业在安全范围内对废弃物进行排放。城市必备工业生产的污染物处理，占总

费用的 25%左右，如火电厂的排污治理问题。城市建设单位监控，约占投资的

10%左右。大型污染企业外迁等占专项治理的 40%左右。 
专项治理有助于较快治理 PM2.5 的污染问题，但是持久性较差，基本上是有监

管有治理，无监管无治理的状态，综合治理立足于基础进行治理，具有长久性。 
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十、问题三第 2 小问：专项治理模型 

本问在治理单位费用已知的情况下对武汉市 PM2.5 实行专项治理。专项治

理要求治理在满足治理结果的前提下，同时要求整体治理费用最小。 

10.1 专项治理模型的建立 

在了解了各个变量相互关系的基础之上，因为有经济发展和 PM2.5 浓度降

低两个目标，我们建立了基于动力系统的多目标优化模型，在这里面一定要明确

约束条件，再结合当地的具体情况来具体给出管理部门每年的规划安排。 
由第 7 章系统关系知专项治理模型为多目标优化模型： 
目标一：预测五年之后不进行专项治理与进行专项治理之后的 PM2.5 浓度

差的最大值。 
本题目要解决的核心问题就是如通过预测模型，在现在的 PM2.5 浓度变化

趋势下，预测五年之后不进行任何治理和进行治理之后的浓度变化。浓度变化越

大，越说明了专项治理的必要性与治理环境的紧迫性。 
通过基于动力系统仿真下的贝叶斯模型，在当前 PM2.5 变化趋势情况下，

预测五年之后的 PM2.5 情况。通过对比可以看出环境治理的成效，可以为以后

的决策者提供科学的计算依据。 
通过动系统模型从全局角度分析该问题，从产生 PM2,5 的源头治起，找到

影响 PM2.5 浓度最核心的因素，为人为源(MM)，天然源(TR)两大类。其中人为

源占绝大多部分，天然源从某种意义上说也是由于人类对自然过渡索取造成的。

此控制人类生产活动是不科学的，也不实际的。 
从人为源的角度分析，其中包括工业粉尘(IF)、燃油尘(RY)、燃煤尘(RM)、

动植物燃烧尘(AP)、道路粉尘(RF)， MM IF RY RM AP REc c c c c c     有关系。因此

通过数学模型求解出实施防治措施和不实施治理措施差值的对比值，可以很直观

的看出治理效果T mincMM 最大的优化模型。 
综上所述建立以T= min PMc 为的目标函数的优化模型： 

u PM

PM Q

M -c
c minc +c

PM

MM

c



 

33 20
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其中： MMc ：表示人为源产生的 PM2.5 浓度； Qc ：表示人类除了工业粉尘、

燃油尘、燃煤尘、动植物燃烧尘、道路粉尘之外的其他粉尘；PM 表示 PM2.5 浓

度； TRc ：表示天然源对 PM2.5 作用产生的浓度； IFc ：表示工业粉尘对人为源作

用产生的浓度； RYc ：表示燃油尘对人为源作用产生的浓度； RMc ：表示燃煤尘

对人为源作用产生的浓度； APc ：表示动植物燃烧粉尘对人为源作用产生的浓度；

REc ：表示道路粉尘对人为源作用产生的浓度； zPMic ：表示实施治理措施第 i 年后

PM2.5 浓度； uPMic ：表示不实施任何治理措施第 i 年后 PM2.5 浓度； 
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通过该目标函数可以看出由于人类不合理生产开发活动造成的环境压力这

是完全可控可操作的，比如控制增燃油尘，那样就会减小汽油的使用量，会促使

更多的人选择更加低碳环保的出行形式，那样不仅缓解了交通压力，也能提高国

民体质。不仅对环境有利，对提高国民身体素质也是有帮助的。  
目标二：环境的治理措施对经济的影响最小 
在治理环境的同时，肯定或多或少对经济有影响。经济的发展也不能放松，

因为国民经济是保证民生的基础，同样对污染企业的治理也是循序渐进的，同样

这样子也能促进企业的科技进步，那样也能产生经济效益，而且那样的企业更具

有生命力。 
在 PM2.5浓度值得到降低的情况下，GDP 的平稳发展，说明治理环境对经济

的影响尽量减小，这样的治理也能更加的长久。以 GDP 的变化率

i jmin =GDP -GDP h  最小值为目标函数。 

综上所述建立以 GDP 最大为目标函数的优化模型： 

i j

2 2

min GDP -GDP h

( )GDP a OI b JZ TT HB RG EL

  


     

 

其中：OI ：表示石油工业产值； JZ ：表示建筑业产值；TT ：表示投入到

科研领域的经费； HB：表示投入到环保领域的经费；RG ：表示投入到道路绿

化的经费；EL：表示投入到教育事业领域的经费； iGDP 开始治理时的 GDP 值；

jGDP 为结束时的 GDP 的值， h 为开始治理到结束的时间差。 
目标三：单位浓度 PM2.5 的降低所需要的资金最少 
该问题类似于商业上性价比的说法，同样的钱买到的商品更实惠则认为该商

品的性价比高。同样该说法也可以引入本问题，投入同样的资金，如果 PM2.5
的浓度变化越大说明投资效果越好，则引入总投资数 ijZ 与 PM2.5 浓度的降低值

PMc 的比值得出综合效益参数 1 ，综合参数越大即投资越合理，反之则要考虑

投资是否正确。单位浓度 PM2.5 的降低所需要的资金最少，目标函数： ij

PM

Z
c

 


  

 
其中：  ：表示单项治理投资的综合效益参数； ijZ ：表示第 i 个项目经过

j 年之后总投资数； PMc ：表示 i 年之后 PM2.5 浓度的降低值； 
综上所述建立了多目标系统动力 PM2.5 符合治理优化模型： 
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其中：T ：PM2.5 的治理效果；M ：表示经济生产总值； PMc ：表示 PM2.5
浓度。 

10.2 模型的求解 

求解步骤： 
Step1.利用贝叶斯支持向量机结合当地具体气象环境、季节等因素预测出未

来 5 年的 GDP 量、PM2.5 浓度。 
Step2.先找出那些与 PM2.5 浓度有直接或间接关系的量并且影响较大的变量，

然后，据经验公式或则用多项式函数或分段函数进行逼近变量间的关系，而且还

要通过已有的历史数据不断进行修正。 
Step3.建立基于动力系统的多目标优化模型，综合统筹考虑各个目标和现实

的约束条件，这样求解出一个最优化的解。 
计算预测结果同第三问第 1 小问的宏观面板数据预测及 PM2.5 数据预测，

仅考虑专项治理武汉市的治理模式如下表： 
表 10-1 专项治理各年投入产出表 

年份 2013 2014 2015 2016 2017 

投入费用

(百万) 
75 70 73 69 71 

PM2.5 
减少浓度 91.8 76.7 47.7 23.3 9.2 

 
从上表可以看出专项治理每年投资几乎持平的状态下 PM2.5 的治理收益逐

年递减，越往后收效愈小。导致专项治理有落入“有监管有治理”的圈套的危机，

故建议武汉使用专项治理的同时结合综合治理。 
武汉市，分别考虑综合治理，专项治理以及专项治理与综合治理同时考虑状

态下的 PM2.5 治理时间与收益对比图如下： 

 
 

图 10-1 不同治理模式收效对比图 
根据上图易发现，仅综合治理收效较慢不利于较危机的局面，仅考虑专项治
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理容易使治理落入“有监管有治理”的局面，应实施专项治理与综合治理相结合

的模式，用专项治理加速治理，用综合治理巩固治理结果。 

十二、模型的评价、改进与推广 

12.1 模型的评价 

12.1.1 模型的优点 

本文在对 6个基本监测指标的相关与独立性进行定量分析时，采用多元非线

性对数模型，将数据对数化可以有效地避免了拟合优度 2R 较小，拟合效果较差

的情况。在建立 PM2.5 扩散模型时，分为点源和面源两大类，更为合理的确定污

染物的扩散情况。 

对于污染物来源较多、较复杂的情况，运用动力系统模型，对单一因素发生

变化时，同时影响其他因素，从而对 PM2.5 浓度造成影响的情况。动力系统可

以不断更新因素之间的关系，得出更为合理的浓度指标值。。 

12.1.2 模型的缺点 

在进行模型检验和预测时，监测点数量较少，某个监测点可能还受到其他监

测点污染物的扩散影响，这一点还需要进行考虑。同时，污染物在扩散的过程中，

还可能发生化学反应，造成浓度的进一步变化。污染物在风力的作用下，可能还

产生漩涡效应，产生更为复杂的变化情况。当然，污染物扩散时，污染源的高度

也是影响污染物扩散浓度的影响因素之一，还要考虑线源污染源的影响情况。在

建模过程中，为了简化模型，进行了必要的假设。 

12.2 模型的推广 

本模型的建立对于研究减少城市污染问题和保护环境具有重要意义，尤其在

当今以高能耗高污染的生产模式为主的工业时代，对地下水质污染，重金属的扩

散和污染源的确定有一定的指导意义。同时还可以用于对热源扩散的研究，热源

位置的确定及传播过程的中热度的扩散和衰减情况。本模型实用性较强，适用面

广。 
 

十三、空气中 PM2.5 的研究分析报告 

研究目的：通过对空气中 PM2.5 的研究，更好的改善生存环境。 
研究对象：空气中 PM2.5 问题的研究。 

研究方法和结论：对空气中 PM2.5 的相关因素的分析，以及 PM2.5 的分布应急

处理，空气质量的控制管理。 
为了响应可持续发展道路以及科学发展观的伟大思想，我们对空气中 PM2.5

的研究，，发现这个地区的 PM2.5 污染比较严重，以及各个检测指标已严重超标，

严重危害了居民正常的生活环境，危害人们的身体健康，这给居民的生活造成了

很难大的困难。为了居民的生活健康环境，以及生态城市，文明城市的建设，我
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们提出了如下建议，希望对改善环境有所帮助。 
①鉴于 PM2.5 与 2SO 、 2NO 、PM10、CO、与 PM2.5 呈线性相关关系，还与

空气的湿度有关，如遇到阴霾浓雾天气时，注意防护措施，尽量少外出活动，如

有必要外出的话，请注意呼吸道感染。 
②PM2.5 值过高时，应向安全区域撤离，尽量减少污染物的吸入量，注意天

气的变化，时时关注天气预报，做好防护措施。 
③通过对空气中 PM2.5 的形成机理和演变规律，适当的植树造林的方法，

加大城市绿色覆盖率，可以降低 2SO 、 2NO 、PM10、CO 的浓度。 
④对排污严重的企业进行综合治理，鼓励企业引进新技术进行企业体制改革，

在污染源进行严格的控制，从而降低 PM2.5 的浓度。 
⑤加大对科学技术的资金投入，加大对教育事业的资金投入，提高居民的知

识水平，，从而降低居民污染物的排放。 
⑦为建设良好的居住环境，利用有限的财力，对 PM2.5 的减排治污可行规

划，采用综合治理的办法，虽然综合治理投入资金比较巨大，但综合生态效益显

著。采用专项治理的办法，对污染严重的企业进行专项治理，投资少，PM2.5 浓

度减低，但综合生态效益不如综合治理效益好。 
⑧采用综合治理与专项治理相结合的方法，在不影响城市经济可持续发展的

条件下，减少 PM2.5 的排放，降低 PM2.5 浓度，提高居民的生活水平和生活环

境。 
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