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第第十十届届华华为为杯杯
 

题 目             

本文主要研究空气污染中的
PM2.5 与 SO2，NO2，CO，PM10
建立一维的反应扩散方程，预测了
市的空气污染状况；接着建立高斯烟羽模型
情形，预测了污染物扩散的范围
建立了规划模型，得到了经费较为合理而又有效的空气治理方案
检验，结果得到模型是合理的

问题一主要探讨 PM2.5 与
先使用相关分析，结果表明，
关性逐步减弱，PM2.5 与 O3 呈负相关
与季节、降雨有关。然后，使用线性回归方程分析
结果得到 

 2.5 10129.7536 0.5845 0.3854 0.5548 2.2064PM SO NO PM COy x x x x= - + + + +

问题二主要探讨 PM2.5 的扩散规律与应急处理
通过空气质量分指数时序图和
空分布规律是：PM2.5 浓度随时间的推移呈下降趋势
峰期，随后转入低谷区，13 个分区的变化趋势一致
潭是 PM2.5 浓度较高的两个区域
度较低的区域。接着分区进行污染评估
相对较优，在该部分有小寨、
区或者写字楼，因此污染相对较少
心，PM2.5 的浓度较高，而且持续时间也较长

对于第二个子问题，在考虑风力
应扩散方程，研究下风向方向的
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          空气中 PM2.5 问题的研究 

摘       要： 

本文主要研究空气污染中的 PM2.5 扩散问题，首先使用相关分析探讨了
PM10，O3 的相关性，并建立了回归方程；然后通过
预测了 PM2.5 的浓度变化，定量与定性分析了西安

接着建立高斯烟羽模型，拟合了持续高浓度 PM2.5
预测了污染物扩散的范围，得到了重度污染和可能安全的区域；最后通过

得到了经费较为合理而又有效的空气治理方案。同时对模型的
结果得到模型是合理的。 

与 SO2，NO2，CO，PM10，O3 的相关性和关系
，PM2.5 与 PM10，CO，SO2，NO2 呈正相关
呈负相关，同时通过相关资料，发现了 PM2.5

使用线性回归方程分析 PM2.5 与其他污染物的关系

2 22.5 10129.7536 0.5845 0.3854 0.5548 2.2064PM SO NO PM COy x x x x= - + + + +

的扩散规律与应急处理。对于第一个子问题，
空气质量分指数时序图和 13 个分区的 PM2.5 空间分布图，得到 PM2.5

浓度随时间的推移呈下降趋势，1 月和 2 月份是浓度的高
个分区的变化趋势一致，而且，高压开关厂和广运

浓度较高的两个区域，小寨、高新西区和曲江文化集团是 PM2.5
接着分区进行污染评估，结果发现，西安市的东南部的空气质量

、纺织厂、曲江文化集团、兴庆小区，这些都是生活
因此污染相对较少；而广运潭和高压开关厂是城市的两大污染中

而且持续时间也较长，这应该是未来治理的重点
在考虑风力、气温、压强的自然条件下，建立一维的反

研究下风向方向的 PM2.5 扩散规律。得到 PM2.5 的发生与演变规
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律是：在污染源中心的浓度并不是最高，而是在大约 300 米处 PM2.5 的浓度才
达到最大值，随后开始衰减。通过该模型，可以对西安市的高压开关厂附近地区
的空气质量进行定量与定性分析，结果表明，在下风向方向，距离高压开关厂中
心 272 米处浓度达到峰值，在该厂 1 公里之内 PM2.5 的浓度很高，空气质量指
数类别属于重度污染；在该厂约 1 公里到 2 公里的地带，空气质量指数类别属于
中度污染；在该厂约 2 公里到 3 公里的地带，空气质量指数类别属于轻度污染；
在该厂约 3 公里到 6 公里的地带，空气质量指数类别属于良；在 6 公里以外的地
域，空气质量指数类别为优。 

对于第三个子问题，在考虑污染源海拔的情况下，使用高斯烟羽模型，分析
PM2.5 持续高浓度情况下的扩散规律，并对污染扩散进行预测。在 2013 年 2 月
10 日，市人民体育场 PM2.5 的浓度最高，模型的仿真结果表明，在 PM2.5 的浓
度值升高两倍后，西安市中心区几乎都处在重度污染(包括严重污染)的区域，这
时段几乎没有安全区域。两天后，PM2.5 的浓度得到降低，重度污染(包括严重
污染)的区域仅包括市体育场附近的街区，西安市的周边县城已处于安全区域。
五天后，市中心的重度污染区域已经消失，西安市的部分郊区及其外围地带也属
于安全地带。 

对于第四个子问题，通过与现实情况进行比对检验模型的合理性，上述两个
模型的预测结果和实际较为吻合，说明模型是合理的。根据以上两个模型的仿真
结果，可以得知 PM2.5 的一般性规律为：在下风向方向，PM2.5 的浓度下降得
较快，在无持续风向的情况下呈辐射状扩散，若出现持续高浓度的污染物，周边
地区一般 5 天左右可以将污染物的浓度降至无危害水平。 

问题三探讨 PM2.5 的治理方案。子问题一提出了三个使 PM2.5 浓度从 280
3/g mm 降到 35 3/g mm 的治理计划：逐步提升空气质量指数级别法，总投入经费

最优化法，等差下降 PM2.5 浓度最优化法，并分析这三种方法的优劣性。在子
问题二中，在考虑经费的约束下，建立优化模型。结果表明，总投入经费最优化
法所需经费最少，该方案是：每年使 PM2.5 的浓度平均下降 49 3/g mm ，五年需
要投入总经费为 3.0503 亿元，每年投入经费约 6 千万元。最后给相关部门提出
了一份治理空气污染的建议。 

 
 
 

关键词  空气污染 PM2.5 相关分析 反应扩散方程 高斯烟羽模型 优化模型 
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1 问题重述 
 
1.1 问题的背景介绍 

空气，构成地球周围大气的气体。主要成分是氮气和氧气，还有极少量稀有
气体和水蒸气、二氧化碳和尘埃等。空气，是地球环境的重要组成要素，它参与
地球表面各种生命活动，为地球上生命的繁衍与人类的发展提供了理想的环境。
空气质量的优与劣，对整个生态系统和人类健康有着直接的影响。许多自然过程
与人类活动都需要与空气进行物质和能量交换，这些过程与活动都会对空气环境
产生直接的影响。 

从 18 世纪开始，经历两次工业革命之后，世界上局部地区开始出现了空气
污染的现象。自二次世界大战以后，空气污染问题更日益严重。在一些大量燃烧
矿物燃料的城市、工业区，曾发生多起严重的空气污染事件。如：20 世纪最早
记录下的大气污染惨案——1930 年比利时马斯河谷烟雾事件，这次事件在一周
内造成 60 多人死亡。 除此事件外，还有 1952 年伦敦烟雾事件，导致数以万计
的市民死亡。从此，空气污染，成为世界面临的重要环境问题之一。空气质量评
价研究也迅速发展，迄今为止已走过半个世纪的历程。 

空气环境质量评价是对空气环境状况优劣的定性和定量的评述[1]。它是认
识和研究大气环境质量的一种方法。我国从 1962 年起就开始颁布《工业企业设
计卫生标准》，到 1996 年开始对环境质量进行监管，颁布《环境空气质量标准》。
到 2012 年，面对新的环境形势，我国加强对空气质量的监管与控制，颁布新标
准——《环境空气质量标准》。在新标准中保留原有可吸入颗粒物 (PM10)、二
氧化硫(SO2)、二氧化氮(NO2)、一氧化碳(CO)、臭氧 (O3)等 10 项污染物，同
时还增添粒径小于等于 2.5 的可吸入颗粒物(PM2.5)与臭氧(O3)八小时平均浓度
限值，重新调整 PM10，NO2，铅与苯并(a)芘等污染物的浓度限制。我国从从
2012 年起逐步实施并发布 AQI(空气质量指数)。由此可见，我国对空气污染这
一问题越来越重视。 

AQI 作为空气质量检测指标，代替原来的空气污染指数 API。分项检测指标
也从原来 3 个基本指标，上升为 6 个基本指标，分别是 SO2，NO2，PM10，CO，
O3，PM2.5。 

PM2.5 主要化学成分包括有机碳、碳黑、粉尘、硫酸铵(亚硫酸铵) 、硝酸
铵等五类物质。当这五类物质粒径小于等于 2.5 时，易被人类吸入并进入肺泡，
对人体健康造成极大危害，因此，也被称为入肺颗粒物。它是造成灰霾天气，并
对人体健康危害最严重的一类大气污染物。其特征是：粒径小，重量轻，在大气
中能长期滞留，可以被大气环流输送到很远的地方，造成大范围的空气污染。因
此，PM2.5 对环境的影响范围和对人体健康的危害程度，比 PM10 和 PM100 更
大、更严重[2]。所以，必须对 PM2.5 进行客观，正确的分析，从而改善生活工
作环境。 

 
1.2 要解决的问题 

问题一要求分析 PM2.5(含量)与 SO2，NO2，PM10，CO，O3 之间的相关性
以及它们的关系，并依发掘除以上 5 种物质之外，与 PM2.5(含量)高度相关的要
素。 

问题二有四个子问题，分别是： 
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(1) 描述该地区内 PM2.5 的时空分布及其规律，并结合环境保护部新修订的
《环境空气质量标准》分区进行污染评估。 

(2) 建立能够刻画该地区 PM2.5 的发生和演变(扩散与衰减)等规律的数学
模型，合理考虑风力、湿度等天气和季节因素的影响，并利用该地区的数据进行
定量与定性分析。 

(3) 假设该地区某监测点处的 PM2.5 的浓度突然增至数倍，且延续数小时，
建立针对这种突发情形的污染扩散预测与评估方法。并以该地区 PM2.5 监测数据
最高的一天为例，在全地区 PM2.5 浓度最高点处的浓度增至 2 倍，持续 2 小时，
利用该模型进行预测评估，给出重度污染和可能安全区域。 

(4) 采用适当方法检验(2)、(3)子问题的模型和方法的合理性，并根据已有
研究成果探索 PM2.5 的成因、演变等一般性规律。 

问题三有两个个子问题，分别是： 
(1) 该地区目前 PM2.5 的年平均浓度估计为 280(单位为 3m / g m )，要求未

来五年内逐年减少 PM2.5 的年平均浓度，最终达到年终平均浓度统计指标 35(单
位为 3m / g m )，给出合理的治理计划，即给出每年的全年年终平均治理指标。 

(2) 据估算，综合治理费用，每减少一个 PM2.5 浓度单位 ，当年需投入一
个费用单位(百万元)，专项治理投入费用是当年所减少 PM2.5 浓度平方的 0.005
倍(百万元)。现要为数据 1 所在地区设计有效的专项治理计划，使得既达到预定
PM2.5 减排计划，同时使经费投入较为合理，给出五年投入总经费和逐年经费投
入预算计划，并论述该方案的合理性。 

 
2 问题的分析 

 
2.1 问题一的分析 

为了确定 PM2.5(含量)与 SO2，NO2，PM10，CO，O3 之间的相关性，可以
使用相关系数来体现这种联系。相关性从性质来分可分为正相关和负相关，从强
度来分可分为强相关、弱相关和不相关，我们首先找出强相关关系，再从中区分
正相关和负相关。根据 PM2.5 的成因，其他天气因素也会对其浓度造成影响，
因此本文将探讨季节、降水对 PM2.5(含量)的影响。 

 
2.2 问题二的分析 

本问题分为四个子问题，首先要描述西安市的时空分布规律，即要要分别描
述其时间规律和空间规律。时间规律是同一个地点在不同时间段的浓度情况，空
间规律是不同地点在同一时间的浓度分布，只要能求到某一地点某一时间 PM2.5
的浓度值，就可以进行污染评估。第二个子问题要建立刻画 PM2.5 扩散的模型，
可以使用一维的反应扩散方程，这个模型有考虑风力问题，而且在确定扩散系数
时，也考虑了气温、气压和湿度问题，所以在下风向方向的仿真有较好的效果。
第三个子模型，要考虑污染物浓度持续处于高位的情况，给出重度污染的区域和
相对安全的区域，高斯烟团模型和和高斯烟羽模型都可以模拟这种情况，但后者
相对较好。高斯烟羽模型有考虑污染源海拔高度，而且反映的是三维的扩散情形，
对划分安全区域有较好的效果。第四个子问题是要检验前面两个模型的合理性，
如果模型预测的结果和现实相符，可以认为是合理的，就可以根据模型得到的结
果来归纳 PM2.5 传播的一般性规律。 
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2.3 问题三的分析 
本问题是典型的规划问题。第一个子问题要求给出空气污染的治理方案，可

以从以下三方面考虑，即按每年使空气污染下降一个等级方法，按平均每年使
PM2.5 的浓度下降 49 3/g mm 的方法，和按使每年 PM2.5 的浓度下降量成等差数
列的方法。第二个子问题是第一个子问题的延续，之前已列举了若干种治理方案，
在这里要考虑经费问题，要选取一种经费较少，而且能较好解决问题的方案。我
们将讨论三种可能的治理方案，分别给出每种方案的优势与不足。 
 

3 模型的假设 
 
(1)假设 PM2.5 与 SO2，NO2，PM10，CO，O3的浓度在一天之内没有变化； 
(2)假设 PM2.5 的扩散不受地形与建筑物的影响； 
(3)不考虑多污染源的关联影响，即拟合某个污染源的 PM2.5 的扩散情形时，

不考虑其他污染源 PM2.5 扩散带来的影响； 
(4)在考虑下风向方向的扩散情况时，假定风向与风速保持不变； 
(5)忽略污染物之间相互发生化学方应导致的浓度变化； 
(6)在反应扩散方程中，不考虑污染源的海拔问题。 
 

4 符号说明 
 

符号 说明 

PC  污染物 P的质量浓度值 

HiBP  与 PC 相近的污染物浓度限制高位值 

LoBP  与 PC 相近的污染物浓度限制低位值 

P   密度函数 

t   扩散时间 

( , , )f t x P   反应项 

D   扩散系数 

D PD   扩散项 

N   污染物浓度 

u   风速 

k   衰减系数 

M   源强 

H   污染源的高度 

T   开尔文温度 
p   气压 

2.5PMV  空气中 PM2.5 体积 

airV  空气体积 

2.5PMm   PM2.5 相对分子质量 

airm  空气相对分子质量 
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5 基于相关因素分析的 PM2.5 相关性  

 
5.1 PM2.5 的相关因素分析 
5.5.1 问题分析 

二氧化硫(SO2)，二氧化氮(NO2)，一氧化碳(CO)在一定环境条件下形成
PM2.5 前的主要气态物体。在 AQI 监测指标中正好有上面三个指标，同时还包
括 PM10(颗粒物粒径小于等于 10µm)，臭氧(O3)，PM2.5(颗粒物粒径小于等于
2.5µm)。我们希望 AQI 中各监测指标能呈现某种关系，因此需要分析这六个指
标的相关性以及独立性。由于 PM2.5 可能会受到 SO2，NO2，CO，PM10，O3

的影响，因此需考察 PM2.5 与其余五个指标的关系。但是，影响 PM2.5 浓度值
除了 AQI 的指标外，经过文献的查阅可知，它还会受季节，降雨等影响，因此
还需考察 PM2.5 与季节，降雨等因素的相关性。 

 
5.5.2 任意两个污染物之间的相关因素分析 

通过查阅统计书籍相关知识可知，相关系数 ijr 的极大似然估计为 

 1
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其中 ˆ ˆ( )ijsS = ， 1 2( , , , )px x x x ¢= L ， 2ˆijs 为修正样本方差。因此，上式也可表达为 
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ij

ii jj

s
r

s s
=   

其中
1

( )
1 ijS A s

n
= =

-
。S 称为样本协方差矩阵， ijr 为样本相关系数， ˆ ( )ijR r=

为样本相关矩阵。 
下面利用 R 软件，对 SO2，NO2，PM10，CO，O3，PM2.5 进行相关性与独

立性的检测，得出各污染物之间的相关系数，如表 1 所示。 
 

表 1  SO2，NO2，PM10，CO，O3，PM2.5 之间的相关系数 

 
由统计的知识可知，相关系数越接近±1 时，说明两污染物越具有强相关性，

即其中一个污染物发生变化时，另一污染物也会随之发生改变；而相关系数越接
近于 0 时，说明两污染物越具有独立性，即其中一个污染物发生改变的时候，另

 SO2 NO2 PM10 CO O3 PM2.5 

SO2 1.0000000 0.4948687 0.3857332 0.6472300 -0.4493658 0.6740747 
NO2 0.4948687 1.0000000 0.3811220 0.3755755 -0.1021138 0.5172566 

PM10 0.3857332 0.3811220 1.0000000 0.2997902 -0.2817080 0.7438832 
CO 0.6472300 0.3755755 0.2997902 1.0000000 -0.4692849 0.7417853 
O3 -0.4493658 -0.1021138 -0.2817080 -0.4692849 1.0000000 -0.4336267 

PM2.5 0.6740747 0.5172566 0.7438832 0.7417853 -0.4336267 1.0000000 
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一污染物不会随意发生改变。从上面表格分析可得，除 O3 与 NO2 之间无相关性
外，PM2.5，SO2，NO2，PM10，CO，O3 任意两个污染物之间都存在正相关性
或负相关性。而相关系数大于 0 时，说明两污染物之间呈正相关性；当相关系数
小于 0 时，说明两污染物呈负相关性。由表 1 可知，除 O3 与其余五个污染物之
间呈负相关性外，PM2.5，SO2，NO2，PM10，CO 任意两个污染物均呈正相关
性。 

 
5.5.3 PM2.5 与 SO2，NO2，PM10，CO，O3之间的相关性及其关系分析 

自 2011 年 12 月 21 日，在第七次全国环境保护工作大会上，环保部部长
宣布全国各地都需按照该新的环境空气质量标准监测和评价环境空气质量状况，
并向社会发布监测结果，由此说明 PM2.5 的重要性，因此有必要考察 PM2.5 与
各污染物之间的相关关系，如表 2 所示。 

一般来说，使用 0.05 作为显著性水平，用于检测任意两个事件是否具有关
系。当 p 值小于 0.05 时，说明两个污染物之间具有相关性；当 p 值大于等于 0.05
时，说明两个污染物之间具有独立性。即 

0.05;

0.05.

相关,若

不相关,若

p

p

<ì
í

³î
  

表 2  PM2.5 与 SO2，NO2，PM10，CO，O3之间的相关性 
污染物 P 值 相关系数 相关性 

SO2 < 2.2e-16 0.6740747 正相关 
NO2 2.763e-09 0.5172566 正相关 

PM10 < 2.2e-16 0.7438832 正相关 
CO < 2.2e-16 0.7417853 正相关 
O3 1.159e-06 -0.4336267 负相关 

 
由表 2 相关系数可知，PM2.5 与 PM10，CO，SO2，NO2，O3 的相关性逐渐

减弱，PM2.5 与 PM10，CO，SO2，NO2 呈正相关，即：PM2.5 浓度越大，PM10，
CO，SO2，NO2 浓度也越大；而 PM2.5 与 O3呈负相关，即：PM2.5 浓度越大，
O3 的浓度越小。 

通过 R 软件的运算，可以得到 PM2.5 与 SO2，NO2，PM10，CO，O3之间的
的线性回归方程 

6 1 2 3 4129.7536 0.5845 0.3854 0.5548 2.2064X X X X X= - + + + +  

其中， 1 2 3 4 5 6, , , , ,X X X X X X 分别表示为 SO2，NO2，PM10，CO，O3，PM2.5。

由此可得，尽管 O3 与 PM2.5 呈负相关关系，但在回归方程中无体现；而 SO2，
NO2，PM10，CO 与 PM2.5 呈正相关关系，与回归方程中回归系数的符号一致；
PM2.5 与 NO2 之间的相关系数最小，对应的回归系数也最小。 
 
5.5.4 PM2.5 与其他因素之间的相关分析 

除 AQI 基本检测指标以外，我们通过查阅文献[2][3][4]可知，PM2.5 还会与
季节变化，降雨等因素有关。 
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表 3  各季 PM2.5 日平均状况(单位： m g/m3) [3] 

季节 日平均浓度 超标率 最高日平均浓度 最低日平均浓度 
春季 111 83% 295 18 
夏季 71 15% 121 31 
秋季 110 64% 411 11 
冬季 108 70% 287 7 
 
依据表 3 可分析得到，春季日平均浓度为 111 m g/m3，超标率为 83%， PM2.5

的污染程度最严重，而夏季日平均浓度为 71 m g/m3，超标率为 15%，此季节 PM2.5
的污染程度最轻。由表 3 的超标率可知，春季>冬季>秋季>夏季。但是，虽然夏
季整体浓度偏低，但最低日平均浓度反而在四季中最高，而最低日平均浓度出现
在浓度相对较高的秋冬季。 

这因为夏季冷空气活动不明显，PM2.5 清洁主要出现在降水之后，而此时环
境空气的相对湿度明显加大，某种程度上提高了细粒子的浓度水平，而其他三季
降水相对较少，空气中颗粒物的清洁主要靠冷空气活动，秋，冬，春三季节中冷
空气活动表现通常为气压上升、风速增大，这为污染物的水平输送和扩散提供了
有利的条件[3]。 

依据文献[2]，需将 24 小时分为 8 段，每 3 小时为 1 时间段，进行 PM2.5 的
测量。由图 1 可知，随着时间的变化，PM2.5 质量浓度出现规律性的高低波动。
冬季 PM2.5 质量浓度的变化趋势起伏最大,夏季则稍平缓一些。四季在大部分时
段的分布特征基本相似。各季 PM2.5 的平均浓度最高值出现在 VI(21:00~24:00)
时段,而最低浓度则在 IV(15:00~18:00)时段[2]。 

 

 
图 1 西安市 PM2.5 不同时段浓度分布特征[2] 

 
PM2.5 的浓度值除了与季节变化、时间段有关，还和降雨有关，见表 4。 
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表 4  降雨前后 PM2.5 质量浓度变化(单位： m g/m3) [2] 

日期 雨前 雨后 去除率 
5 月 20 日 143.537 104.114 27.47% 
6 月 14 日 192.744 163.787 15.02% 
7 月 3 日 191.405 181.596 5.12% 
8 月 4 日 122.241 105.432 13.75% 
9 月 11 日 151.773 135.190 10.93% 
9 月 16 日 201.650 55.969 67.39% 
10 月 3 日 133.209 103.091 22.61% 
平均值 158.080 121.311 23.26% 

 
通过表 4 可得，降雨对 PM2.5 有一定的清除效果，降水前后 PM2.5 的质量

浓度含量差别较大，PM2.5 质量浓度平均去除率为 23.26%。最低去除率出现在
7 月 3 日，只有 5.12%，而 10 月 3 日去除率则有 67.39%。笔者分析，这可能与
降雨量与降雨大小程度有密切关系。当降雨量较多或降雨程度较高时，去除
PM2.5 的能力较强；反之，当降雨量较小或降雨程度较低时，去除 PM2.5 的能
力较弱。 

 
6 基于反应扩散方程的 PM2.5 分布模拟 

 
6.1 西安地区的 PM2.5 分布规律与污染评估 
6.1.1 数据的预处理 
    由附件 2 可以看到，由于各种原因，所测得的 PM2.5 的数据存在缺失值，
为了建模和分析的方便，我们使用移动平均法将缺失数据补全，即将缺失数据的
前若干个值的平均值作为该值(第一个数据不缺失)，即 

 
1 2 3 4 5

1 1

1
( ) ( 6)

5ˆ
1

( ) ( 2,3,4,5)
1

n n n n n

n

n

u u u u u n
u

u u n
n

- - - - -

-

ì + + + + ³ïï= í
ï + + =
ï -î

L

 

 
 

例如，高压开关厂的 2013 年 1 月 7 日的数据缺失，将前五天的数据求平均，即 

 110 109 108 107 106 105

1
ˆ ( ) 301.8

5
u u u u u u= ´ + + + + =  

又如，高新西区的 2013 年 4 月 7 日的数据缺失，在其前面只有 4 个数据，则 

 5 1 2 3 4

1
ˆ ( ) 177.5

4
u u u u u= ´ + + + =  

其他缺失数据可以按照上述方法相应补全。 
 
6.1.2 西安地区的 PM2.5 时空分布规律 

首先，我们探讨 PM2.5 的时间分布规律，即对某一个地点的不同时间的
PM2.5 的空气质量分指数进行分析。分别对高压开关厂、兴庆小区、纺织厂 小
寨、市人民体育场、高新西区、经开区、长安区、阎良区、临潼区、曲江文化集
团、广运潭、草滩这 13 个地区以及全市平均的 PM2.5 的空气质量分指数作时间
序列图，为了使示意图清晰，这里只把高压开关厂和全市平均的 PM2.5 的空气
质量分指数画在同一幅时序图中，如图 2 所示。 
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图 2 高压开关厂和全市平均的 PM2.5 的空气质量分指数时序图 

 
由图 2 可以看出，PM2.5 的时间分布规律是：PM2.5 浓度随时间的推移呈下

降趋势，1 月和 2 月份是浓度的高峰期，随后转入低谷期，而且高压开关厂和全
市平均值的趋势呈同步变化特征，从而可以推知其他地点的 PM2.5 浓度也和全
市平均值的趋势类似。 

接下来探讨 PM2.5 的空间分布规律，就是分析在同一时间点不同地点的
PM2.5 浓度规律率。首先求出 13 个分区的 PM2.5 的空气质量分指数月平均值，
然后作出 4 个月 13 个地区的散点图，如图 3 所示。 

 

 
(a) 一月                               (b) 二月 
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(c) 三月                               (d) 四月 

图 3 13 个分区的 PM2.5 散点图 
 

在图 3 中，1-13 分别表示高压开关厂、兴庆小区、纺织厂、小寨、市人民体
育场、高新西区、经开区、长安区、阎良区、临潼区、曲江文化集团、广运潭、
草滩这 13 个分区。由于 PM2.5 的空气质量分指数和它的浓度呈正比，所以图 3
也可以看出 PM2.5 浓度的空间分布。由图 3 可以看出，PM2.5 的空间分布规律
是：在一月份，小寨、长安区和阎良区的 PM2.5 浓度较低，经开区和草滩的 PM2.5
浓度较高；在二月份，经开区、临潼区、曲江文化集团的 PM2.5 浓度较低，高
压开关厂、市人民体育场、高新西区的 PM2.5 浓度较高；在三月份，小寨、经
开区、临潼区的 PM2.5 浓度较低，高压开关厂、纺织厂的 PM2.5 浓度较高；在
四月份，纺织厂、小寨、长安区、临潼区、曲江文化集团的 PM2.5 浓度较低，
高压开关厂、高新西区、广运潭的 PM2.5 浓度较高。其中，三月份的 PM2.5 空
间分布图为 

 

 
图 4 13 个分区的 PM2.5 空间分布图 

 
由图4可以看出，高压开关厂和广运潭是PM2.5浓度较高的两个区域，小寨、

高新西区和曲江文化集团是 PM2.5 浓度较低的区域。 
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6.1.2 西安地区的各分区污染评估 

根据附件 2 的数据，对 2013 年西安市的 13 个分区进行污染评估，考虑空气
质量为优良的天数、首要污染物及其出现的天数这三个指标，结果如表 5 所示。 

 
表 5 2013 年西安市空气污染评估数据 

分区 空气质量为
优良的天数 

占总天数的
比例 

首要污染物 首要污染物
出现的天数 

占总天数的
比例 

高压开关厂 10 8.62% PM2.5 79 68.10% 
兴庆小区 15 12.93% PM2.5 68 58.62% 
纺织厂 14 12.07% PM2.5 68 58.62% 
小寨 16 13.79% PM10 72 62.07% 

市人民体育场 9 7.76% PM2.5 61 52.59% 
高新西区 9 7.76% PM2.5 67 57.76% 
经开区 7 6.03% PM2.5 64 55.17% 
长安区 13 11.21% PM2.5 74 63.79% 
阎良区 12 10.34% PM2.5 73 62.93% 
临潼区 14 12.07% PM2.5 61 52.59% 

曲江文化集团 18 15.52% PM2.5 58 50.00% 
广运潭 12 10.34% PM2.5 70 60.34% 
草滩 10 8.62% PM2.5 81 69.83% 

 
由表 5 可以看出，空气质量为优和良的天数最多的三个分区是曲江文化集团、

小寨、兴庆小区，分别是 18 天、16 天、15 天，空气质量为优和良的天数最少的
三个分区是经开区、市人民体育场、高新西区，分别是 9 天、9 天、7 天；除小
寨的首要污染物是 PM10 之外，其他 12 个分区的首要污染物都是 PM2.5，出现
PM2.5 天数排前三的是草滩、高压开关厂和长安区，其天数分别是 81 天、79 天、
74 天，分别占总天数的 69.83%，68.10%，63.79%。 

可以看出，西安市的东南部的空气质量相对较优，在该部分有小寨、纺织厂、
曲江文化集团、兴庆小区，这些都是生活区或者写字楼，因此污染相对较少。而
广运潭和高压开关厂是城市的两大污染中心，PM2.5 的浓度较高，而且持续时间
也较长，这应该是未来治理的重点。 

下面依据新的环境空气质量标准，可以将西安市 13 个区分为两类区，其类
别可通过首要污染物对应 24 小时平均浓度限制进行划分。 

西安市 13 个地区中只有小寨的首要污染物为 PM10，其余 12 个地区的首要
污染物均为 PM2.5，因此高压开关厂，兴庆小区，纺织厂，小寨，市人民体育场，
高新西区，经开区，长安区，阎良区，临潼区，曲江文化集团，广运潭，草滩对
应首要污染物的日平均分指数分别为：213，195，187，194，212，210，191，
177，188，178，186，199，203，194。显然通过新的环境空气质量标准中空气
质量分指数及对应的污染物项目浓度表可知，13 个地区的污染程度均超过二级
浓度限制，由于二类区为居住区，商业交通居民混合区，文化区，工业区和农村
地区，其首要污染物日平均浓度限制需在二级浓度限制之内。从上面数据可以知
道，上面 13 个数据中，最小值为 177，其浓度限制为：143.9 3/g mm ，远超于 75

3/g mm 。因此，西安市 13 个地区均不属于二类区。 
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6.2 基于反应扩散方程的 PM2.5 的扩散分析 
6.2.1 反应扩散方程的建立 

扩散现象是模拟在一个环境或媒体中许多个体的活动[4]。这里的个体可以
是非常小的像物理学中的微粒子，化学中的分子，生物学中的细菌或细胞；也可
以是非常大的个体，比如动物植物；还可以是某件事件，像传染病、谣言。 

随着经济的快速发展和人类活动的增强，我国的环境污染事故已经日趋严
重 ，其中空气污染事故是我国环境污染事故的主要类型。采用数学模型进行空
气模拟计算具有灵活 、快速、可操作性强等优点，有助于决策部门了解污染带
的迁移状况和污染物在时间、空间上的变化，掌握污染物对周边城市造成的污染
影响，从而对事故的发展做出及时、准确的反应。这类数学模型一般是以反应扩
散方程的形式进行模拟。 
    为了便于讨论，首先考虑一维的情形，即考虑下风向方向的扩散情况。反应
扩散方程的基本形式为 

( , , )
P

D P f t x P
t

¶
= D +

¶
 

其中 P是密度函数，t表示扩散的时间， ( , , )f t x P 是反应项，D是扩散系数，D PD
是扩散项，以及 
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考虑具有初值条件的情况[5] [6] 
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(1) 

其中N 表示污染物的浓度，t表示扩散时间，D表示扩散系数，x表示扩散距离， 

0u 表示传播方向的风速，k表示衰减系数，与温度和湿度有关， ( )xd 在物理学中

称d 函数，M 表示源强。 
根据文献[5]，可以算到上述方程的精确解，为 

 
2

0( )
( , ) exp( )

42

x u tM
N x t kt

DtD tp
-

= × - -                (2) 

根据附件 3，2013 年西安的风速都不大于 3 级，于是 0 6 / 21.6 /u m s km h= = ，根

据斐克定律，PM2.5 的扩散系数与气温有关，其表达式为 

 
3/2

1/3 1/3 2
2.5 2.5

435.7 1 1
( )PM air PM air

T
D

p V V m m
= +

+
                (3) 

其中，T 是开尔文温度， p 是气压，与湿度成反比， 2.5PMV 和 airV 表示在研究空间

内两种气体的体积， 2.5PMm 和 airm 表示 PM2.5 和空气的相对分子质量。 
由于 PM2.5 是由 SO2转化而成的，可以考虑使用 SO2 的分子量作为 PM2.5
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的分子量。在常温常压条件下，代入相关物理量的值，求得 PM2.5 的扩散系数
约为 5 21.56 10 /cm s-´ 。而且，PM2.5 在不治理的状况下，很难自动地消失，因此
衰减系数可以近似地当作 0，即 0k = 。 

由(3)式可知，PM2.5 的扩散系数受气温和压强的影响，而压强受湿度影响，
压强与湿度成反比。将(3)代入(2)，取 0k = ，得到最终的扩散模型为 

 
2

0
3/23/2

1/3 1/3 21/3 1/3 2
2.5 2.52.5 2.5

( )
( , ) exp( )

435.7 1 1435.7 1 1 42 ( )( ) PM air PM airPM air PM air

x u tM
N x t

TT tt p V Vp V V
p m mm m

-
= × -

++ ++

  (4) 
 
6.2.2 拟合与仿真 

为了检验上述模型的合理性，考虑 PM2.5 在污染中心高压开关厂的扩散情
况，利用上一小节的模型，假设在只有这一个污染源的情况下，PM2.5 的演变规
律。不考虑地形对扩散的影响，也不考虑污染源对海拔的高度，而且假设风向和
风力是持续不变的。根据附件 2，高压开关厂 PM2.5 的 2013 年平均浓度为 220.6

3( / )g mm ，它的 PM2.5 扩散情况如图 5 所示。 
 

 
图 5 高压开关厂 PM2.5 沿风向方向的扩散意图 

 
由图 5 可以看出，在污染源中心的浓度并不是最高，而是在大约 300 米处

PM2.5 的浓度才达到最大值，随后开始衰减。根据图 4，选取若干地点来分析西
安市 PM2.5 的演变规律。 

为了定性分析 PM2.5 的演变规律，需要将浓度值转化为空气质量分指数，根
据文献[7]，污染物项目P的空气质量分指数为 

            ( )Hi Lo
P P Lo Lo

Hi Lo

IAQI IAQI
IAQI C BP IAQI

BP BP
-

= - +
-    

         (5)
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其中， PIAQI 表示污染物项目 P的空气质量分指数， PC 表示污染物项目 P的质量

浓度值， HiBP 表示文献[7]中表 1 与 PC 相近的污染物浓度限值的高位值， LoBP 表

示文献[6]中表 1 与 PC 相近的污染物浓度限值的低位值， HiIAQI 表示与 HiBP 对应

的空气质量分指数， LoIAQI 表示与 LoBP 对应的空气质量分指数。 

现在选取图 5中的特殊点进行空气质量的定性和定量分析，结果如表 6所示。 
 

表 6 高压开关厂 PM2.5 的扩散分析 
距离(m) PM2.5 浓度

3( / )g mm  
PM2.5 的空气质量

分指数 
空气质量指数  

类别 

272 220.4 270.4 重度污染 
500 192.6 242.6 重度污染 

1000 150.5 200.5 重度污染 
1500 139.2 184.6 中度污染 
3000 76.84 102.3 轻度污染 
5000 43.44 60.55 良 
8000 33.28 47.54 优 
10000 28.73 41.04 优 
15000 20.77 29.67 优 
20000 16.01 22.87 优 
25000 12.96 18.51 优 

 
由表 6 可以看出，在下风向方向，距离高压开关厂中心 272 米处浓度达到峰

值，在该厂 1 公里之内 PM2.5 的浓度很高，空气质量属于重度污染；在该厂约 1
公里到 2 公里的地带，空气质量属于中度污染；在该厂约 2 公里到 3 公里的地带，
空气质量属于轻度污染；在该厂约 3 公里到 6 公里的地带，空气质量属于良；在
6 公里以外的地域，空气质量为优。所以，如果需要制造空气净化带，可以考虑
在高压开关厂 1 公里处和 3 公里处建造。 

 
6.3 基于三维扩散浓度模型的 PM2.5 的应急处理 
6.3.1 三维扩散浓度模型的建立 

上一节的模型是一个一维的模型，只能针对下风向方向进行模拟。然而，污
染物的扩散往往是在三维上进行的，所以风向需要矢量分解，而且污染源的海拔
对扩散也是有较大的影响。为了克服一维反应扩散方程的缺陷，本节提出三维扩
散浓度模型。 

如果以污染源为原点，正下风向方向为 x轴，在水平面上与风向垂直的方向
为 y 轴，垂直地面向上为 z 轴，则三维的空气污染模型可以用下列三维反应扩散
方程来描述[8] 

2 2 2

0 1 22 2 2x y z

N N N N N N N
D D D u u u kN

t x y z x y z
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶

= + + - - - -
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶

       (6) 

其中N 表示污染物的浓度， t表示扩散时间， , ,x y zD D D 表示各方向的扩散系数， 

0 1 2, ,u u u 表示 x轴、y 轴、z 轴正方向的风速，从而 1 20, 0u u» » ，k表示衰减系数，

对于 PM2.5 而言，一般不会衰减，于是 0k = 。 
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    对于方程(6)，按照污染物泄露的时间不同，可以求出不同的解。如果污染
物是瞬时泄露，即气体泄放的时间相对于气体扩散的时间较短的情形，将得到高
斯烟团模型[9] 

 

22 2 2

22 2 2

( ) ( ) ( )exp( )( )
22 2 2

3/2( , , , ) ( )
(2 )

yx z z

yx ut z H z H
DD D D

x y z

M
N x y z t e e e e

D D Dp

- - +-- - -

= +      (7) 

其中， ( , , , )N x y z t 为污染物在某时刻某位置的浓度值，M 表示污染物单位时间排

放量，即源强，t表示扩散时间， , ,x y zD D D 表示各方向的扩散系数， u表示风速，

H 表示污染源的高度。 
但是，如果污染物的泄露是持续的情形，则需要使用高斯烟羽模型[9] 

 

2 2 2

2 2 2

( ) ( )
2 2 2( , , , ) ( )

2
y z z

y z H z H
D D D

y z

M
N x y z t e e e

uD Dp

- +- - -

= +              (8) 

在(7)和(8)式中，源强的计算公式为 

 M uNdxdy
¥ ¥

-¥ -¥
= ò ò  

而对于每个方向的扩散系数的计算公式为 

 

2 2

2 2

/

/

y

z

D cy dydz cdydz

D cz dydz cdydz

¥ ¥ ¥ ¥

-¥ -¥ -¥ -¥

¥ ¥ ¥ ¥

-¥ -¥ -¥ -¥

=

=

ò ò ò ò
ò ò ò ò

 

由于 x轴方向为下风向方向，因此它的扩散系数如(3)所示。 
 
6.3.2 模拟与仿真 
    由附件 2 可以得知，2013 年 2 月 10 日 PM2.5 全市平均浓度最高，高压开关
厂、兴庆小区、市人民体育场，高新西区和草滩的空气质量分指数都达到了 500。
为了更好地分析污染物的扩散情况，选取市中心的市人民体育场作为污染源。根
据附件 3，这一天西安市的风力不大于 3 级，而且无持续风向，因此风向对污染
物的扩散影响不大。由于 PM2.5 的浓度是增长了两倍，而且持续两个小时，所
以可以考虑使用高斯烟羽模型分别进行模拟。 

首先考虑高斯烟羽模型，取 PM2.5 的浓度增长后的两小时，两天，五天进
行预测评估，仿真图如图 6 所示。 

由图 6 可以看出，当 PM2.5 的浓度值升高两倍后，西安市中心区几乎都处
在重度污染(包括严重污染)的区域，整个西安市郊区都处于中度污染区域，西安
市附近的县城的空气也受到污染，附近县城的部分处于轻度污染的区域。过了两
天，PM2.5 的浓度得到降低，重度污染(包括严重污染)的区域仅包括市体育场附
近的街区，中度污染和轻度污染的区域得到缩小，西安市的周边县城已处于安全
区域。又过了三天，即在 PM2.5 的浓度值升高两倍后的第五天，市中心的重度
污染区域已经消失，轻度污染的区域也仅在距离市体育场 8 到 12 公里处的环形
地带，西安市的部分郊区也属于安全地带。 
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(a) 两小时后 

 
(b) 两天后 

 
(c) 五天后 

图 6 高斯烟羽模型仿真图 
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6.4 模型的检验与 PM2.5 传播规律的探讨 
6.4.1 扩散模型的检验 

对预测趋势类的模型而言，可通过观察它的预测结果是否符合实际来判断模
型的正确性与合理性。由于只有这 13 个观测点的数据，周边县城的 PM2.5 浓度
数据无法得到，所以只能进行定性检验，如果需要进行定量检验，则需要在周边
县城设立更多的观测点。表 7 给出了模型(4)的检验结果。 

 
表 7 一维反应扩散方程的检验 

距离(m) PM2.5 的空气
质量分指数 

空气质量
指数类别 

此距离对应的观
测点 

观测点的气质
量指数类别 

是否 
一致 

500 242.6 重度污染 高压开关厂 重度污染 是 
1000 200.5 重度污染 高压开关厂附近 重度污染 是 
1500 184.6 中度污染 高新西区附近 中度污染 是 
3000 102.3 轻度污染 市人民体育场 轻度污染 是 
5000 60.55 良 小寨 优 否 
8000 47.54 优 兴庆小区 良 否 

 
由表 8 可以看出，模型(4)做出的预测，有 4 个观测点与现实一致，有两个

不一致，虽然有两个地点的预测结果与现实存在差异，但是空气质量都是控制在
良以内，而且近距离的 4 个观测点都预测准确，图 5 的 PM2.5 浓度变化情况和
图 4 的空间分布图基本吻合，说明模型是较为合理和准确的。在距离高压开关厂
8 公里的兴庆小区，可能还有其他污染源对其影响，导致其空气质量为良；而距
离高压开关厂5公里的小寨，可能绿化面积较大，所以很好地吸收了部分的PM2.5，
以致它的空气质量为优。 

对于 6.3 节的高斯烟羽模型，考虑了污染物持续排放的情形，而且考虑了排
放的高度。由于研究周期无持续风向，由图 6 看出，各污染等级的范围呈环状分
布是合理的。表 8 给出了模型(8)的检验结果。 

 
表 8 高斯烟羽模型的检验 

 2h 预测 2h 实际 2d 预测 2d 实际 5d 预测 5d 实际 
高压开关厂 严重污染 严重污染 重度污染 中度污染 中度污染 轻度污染 
兴庆小区 严重污染 严重污染 中度污染 中度污染 良 良 
纺织厂 严重污染 严重污染 中度污染 中度污染 中度污染 良 
小寨 严重污染 严重污染 中度污染 轻度污染 轻度污染 良 

市人民体育场 严重污染 严重污染 重度污染 轻度污染 轻度污染 轻度污染 
高新西区 严重污染 严重污染 重度污染 轻度污染 轻度污染 轻度污染 
经开区 严重污染 中度污染 中度污染 中度污染 轻度污染 良 
长安区 中度污染 严重污染 轻度污染 轻度污染 良 良 
阎良区 严重污染 严重污染 中度污染 中度污染 轻度污染 轻度污染 
临潼区 中度污染 严重污染 中度污染 中度污染 良 轻度污染 

曲江文化集团 严重污染 严重污染 中度污染 轻度污染 轻度污染 良 
广运潭 严重污染 严重污染 中度污染 中度污染 轻度污染 轻度污染 
草滩 严重污染 严重污染 轻度污染 重度污染 轻度污染 轻度污染 

预测准确率 10/13 7/13 7/13 
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由表 8 可以看出，高斯烟羽模型的预测准确率较高，说明模型是正确与合理
的。预测中出现的偏差，主要是由于没有考虑各小区的净化能力，以及地形对污
染物传播的影响，所以预测的结果的准确性相对较高。 

 
6.4.2 PM2.5 传播规律的探讨 

根据相关文献，PM2.5 的成因是：PM2.5 来源广泛，成因复杂，包括自然过
程和人为排放过程，主要是人为排放。人为排放部分包括化石燃料(煤、汽油、
柴油、天然气)和生物质(秸秆、木柴)等燃烧、道路和建筑施工扬尘、工业粉尘、
餐饮油烟等污染源直接排放的颗粒物，也包括由一次排放出的气态污染物(主要
有二氧化硫、氮氧化物、挥发性有机物、氨气等)转化生成的二次颗粒物。自然
来源则包括：风扬尘土、火山灰、森林火灾、漂浮的海盐、细菌等。 

由模型(4)的仿真结果可知，PM2.5 的传播受风速、压强和气温的影响。它
的传播规律是：PM2.5的浓度在污染源中心约300米处达到峰值，然后迅速下降，
距离中心约 5 公里处浓度开始趋于平稳，但仍然缓慢下降，在下风向方向，PM2.5
的浓度下降得更快。由高斯烟羽模型(8)的仿真结果可知，PM2.5 在无持续风向
的情况下呈辐射状扩散，若出现持续高浓度的污染物，周边地区一般 5 天左右可
以将污染物的浓度降至无危害水平。 

 
7 基于最优化空气质量控制管理模型 

 
7.1 每年 PM2.5 的治理计划与经费预算 
7.7.1 问题分析 

为建设良好的居住环境，武汉市地方管理部门十分关心本地区空气质量首要
污染物 PM2.5 的减排治污问题，需要在 5 年内将 PM2.5 目前的年平均浓度从 280

3/g mm 降到 35 3/g mm 。同时，拟采取综合治理与专项治理相结合的方案，使
PM2.5 的年平均浓度迅速下降。因此，依据武汉市地方环境管理部门的要求，可
以按每年逐步提升空气质量指数级别的方法，或每年下降相同 PM2.5 浓度方法
等方法改善空气质量，同时还需使综合治理与专项治理的费用接近最小值。 
 
7.7.2 方案 1——每年逐步提升空气质量指数级别法 

笔者首先给出方案 1——按每年逐步提升空气质量指数级别的方法。从而给
出每年治理 PM2.5 浓度的方法。 

据公式(5)，可得出 280 3/g mm 与 35 3/g mm 对应空气质量分指数分别为 330
和 50。查阅空气质量指数相关信息可得，现今的空气质量指数类别为严重污染，
空气质量指数级别为 6 级，五年后需将空气质量指数级别提高到 1 级，即空气质
量指数类别为优。通过计算可得每年年终 PM2.5 平均治理指标，如表 9 所示。 
 

表 9 每年年终 PM2.5 平均治理指标(保留小数点后 2位) 
年份 分指数 下降分指数 浓度 下降百分比 
第 1年 300 30 250 10.71% 
第 2年 200 100 150 40.00% 
第 3年 150 50 115 23.33% 
第 4年 100 50 75 34.78% 
第 5年 50 50 35 53.33% 
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若按上表 9，PM2.5 浓度减少的比例，则可直接求出总费用和每年需要的费

用，如表 10 所示。 
 

表 10 治理 PM2.5 每年所需经费和总经费预算(保留小数点后 2位) 

年份 PM2.5 综合治理 专项治理 综合专项治理费用 
第 1 年 30.00 30 4.50 34.50 
第 2 年 100.00 100 50.00 150.00 
第 3 年 35.00 35 6.13 41.13 
第 4 年 40.00 40 8.00 48.00 
第 5 年 40.00 40 8.00 48.00 
合计 245.00 245 76.63 321.63 

 
由表 9 和表 10 可见，若按逐步提升空气质量指数级别的方法，则每年下降

的浓度值都不一致，第 1 年需下降 30 3/g mm ，第 2 年需下降浓度 100 3/g mm ，

第 3 年又将浓度下降为 50 3/g mm ，第 4 年和第 5 年都下降 40 3/g mm 。每年 PM2.5

下降目标值不同，而且第 1 年只需降低 30 3/g mm 的浓度，有利于提高环境管理
部门工作的积极性。但是由表 10 可见，五年总投入费用高达 321.63 百万元，即
3.2163 亿，其中第 1 年只需 34.5 百万元，但第 2 年治理的费用则需要 1.5 亿，是
五年内治理费用最高的一年，比第 3 年到第 5 年费用之和还要高。因此，现在需
要优化每年治理经费和总治理经费，使每年经费差异减少和下降总投入经费。 

 
7.7.3 方案 2——总投入经费最优化方法 

给出方案 2——应用最优化方法，求出每年年终 PM2.5 平均治理指标，并使
总投入经费最小。利用 Matlab 软件，建立如下目标函数和约束条件 

( )2 2 2 2 5
1 2 3 4 5 1 2 3 4 2

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

min 0.005

245 280
. .

, , , , 0

f y y y y y y y y y y

y y y y y
s t

y y y y y

= + + + + + ´ + + + +

£ + + + + £ì
í ³î

 

其中， iy 分别表示第 i年 ( )1,2,3,4,5i = 需要投入的经费。 

由程序结果可得，若每年平均下降 PM2.5 浓度 49 3/g mm ，则可在 5 年内降

低到目标值 35 3/g mm 。从而有下表 11，每年年终 PM2.5 平均治理指标。 
 

表 11 每年年终 PM2.5 平均治理指标(保留小数点后 2 位) 
年份 下降百分比 

第 1 年 17.5% 
第 2 年 21.21% 
第 3 年 26.92% 
第 4 年 36.84% 
第 5 年 58.34% 

 
若 PM2.5 按每年 49 3/g mm 的浓度减少，则可得出五年内每年所需要的经费

和五年需要投入的总经费，如表 12 所示。 
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表 12 治理 PM2.5 每年所需经费和总经费预算(保留小数点后 2位) 
年份 PM2.5 综合治理 专项治理 综合专项治理费用 
第 1 年 49.00 49 12.01 61.01 
第 2 年 49.00 49 12.01 61.01 
第 3 年 48.99 48.99 12.00 60.99 
第 4 年 49.00 49 12.01 61.01 
第 5 年 49.01 49.01 12.01 61.02 
合计 245.00 245 60.03 305.03 

 
通过最优化运算，由表 11 和表 12 可得，若每年平均下降 PM2.5 的浓度 49

3/g mm ，则五年需要投入总经费为 305.03 百万元，即为 3.0503 亿，该数值为总
投入经费的最小值。每年综合治理与专项治理费用都只需要大约 61 百万元。但
是每年下降相同的 PM2.5 浓度，则难以提高地方环境管理部门降低 PM2.5 的积
极性。同时，第 1 年就需要下降 49 3/g mm 浓度，这样的计划要求强度过大，使
环境管理部门难以达到目标。 

因此，需要再次优化模型，既可以使投入的总经费接近最小值，每年经费投
入差异不大，又可以略微降低第一年减少 PM2.5 的要求，而降低 PM2.5 的要求
可以逐年升高，提高环境管理部门的积极性。 

 
7.7.4 方案 3——等差下降 PM2.5 浓度最优化法 

下面给出方案 3——依据国家新规定“十二五规划”——《重点区域大气污染
防治“十二五”规划》，重新计算 PM2.5 每年下降程度。 
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由于附件 1 中，有 2 个缺失数据，分别是 2013 年 4 月 29 日和 2013 年 6 月
7 日对应的 PM10 数值。运用上面的公式，求出缺失项。即 2013 年 4 月 29 日，
PM10 的数值为 98.80； 2013 年 6 月 7 日，PM10 的数值为 72.2。 

经过多次线性回归和广义线性回归的模拟，得出 PM2.5 与 NO2，PM10，CO，
O3 之间的最优线性回归方程： 

6 2 3 4 535.49315 0.53680 0.87685 2.26555 0.33387X X X X X= - + + + -  

其中 1 2 3 4 5 6, , , , ,X X X X X X 分别表示为 SO2，NO2，PM10，CO，O3，PM2.5 的下

降浓度。现今需要降低 PM2.5 的年平均浓度，即需要降低 SO2，NO2，PM10，
CO 这 4 个污染物的年平均浓度以及提高 O3 年平均浓度。 

《重点区域大气污染防治“十二五”规划》划定了 13 个大气污染防治重点区
域，包括京津冀、长三角、珠三角地区，辽宁中部、山东、武汉及其周边、长株
潭、成渝、海峡西岸、山西中北部、陕西关中、甘宁、新疆乌鲁木齐城市群[10]。
PM2.5 事件的发酵使得政策不断趋严，预计到 2017 年，重点区域的 PM2.5 年平
均浓度要下降 25%-30%。要完成这一目标，必须直接控制颗粒物的排放和进一
步压缩 SO2、NOx等前体物质的产生量，使得行业空间进一步扩容[11]。“十二五”
规划提出，可吸入颗粒物(PM10)、二氧化硫、二氧化氮、细颗粒物(PM2.5)年
均浓度分别下降 10%、10%、7%、5%，臭氧污染得到初步控制[12]。由于臭氧
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存在于大气中，靠近地球表面浓度为 0.001～0.03ppm，是由大气中氧气吸收了太
阳的波长小于 185nm 紫外线后生成的，有下面化学方程式[13] 

2 33 2O hv O+ =  

其中 1ppm=1%。因此，空气中臭氧的浓度在 0.001%与 0.03%之间。当大气中臭
氧浓度为 0.1 3/mg m 时，可引起鼻和喉头粘膜的刺激；当臭氧浓度达到 0.1－0.2

3/mg m 时，能引起哮喘发作，导致上呼吸道疾病恶化，同时刺激眼睛，使视觉

敏感度和视力降低；而当臭氧浓度在 2 3/mg m 以上时，可引起头痛、胸痛、思维
能力下降，严重时可导致肺气肿和肺水肿。依据相关材料，“十二五”规划要求一
氧化碳累计浓度下降至 16%。因此，估计每年需要下降 CO 浓度约为 3.5%，见
表 13。 

 
表 13  “十二五”规划对各污染物浓度要求 

 
运用 Matlab 软件，建立具有目标函数和约束条件的最优化问题 
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其中，此处 1 2 3 4, , ,x x x x 分别代表 NO2，PM10，CO 下降浓度和 O3 上升浓度。可

得出五年内NO2，PM10，CO累计下降浓度分别为：-18.165 3/g mm ，-29.672 3/g mm ，

-76.665 3/g mm ，O3 累计上升浓度为 0.15 3/g mm 。从而，可得五年内 PM2.5 累计

下降浓度为 245.00 3/g mm ，如表 14 所示。 
 

表 14 污染物五年内累计下降浓度(保留小数点后 3位) 
污染物 五年累计下降浓度 

NO2 18.165 
PM10 29.672 

CO 76.665 
O3 0.150 

PM2.5 245.000 
 
由于现今需要将 PM2.5 的浓度从 280 3/g mm 降低为 35 3/g mm ，即由方法 2

可知，平均每一年需要下降浓度 49 3/g mm ，同时有五年总投入经费最少。因此，
现在把 49 作为第 3 年基数，把 3 或 5 作为公差，从而求出每一年各污染物下降
浓度和每年经费投入预算。 

污染物 “十二五”要求浓度下降要求 
SO2 10% 
NO2 7% 

PM10 10% 
CO 3.5% 
O3 0.001~0.03ppm 

PM2.5 5% 
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下面先取 3 作为公差，即第 1 年需要下降 43 3/g mm ，第 2 年需要下降 46
3/g mm ，第 3 年需要下降 49 3/g mm ，第 4 年需要下降 52 3/g mm ，第 5 年需要

下降 55 3/g mm 。通过 Matlab 的计算，得到 NO2，PM10，CO，PM2.5 污染物每
年下降浓度值和 O3 每年上升浓度值，如表 15 所示。 

 
表 15 各污染物每年下降浓度值(保留小数点后 3位) 

年份 NO2 PM10 CO O3 PM2.5 下降比率 
第 1 年 0.650 1.062 2.744 0.030 43.000 15.357 
第 2 年 3.989 6.516 16.837 0.030 46.000 19.409 
第 3 年 4.249 6.941 17.935 0.030 49.000 25.654 
第 4 年 4.510 7.366 19.033 0.030 52.000 36.620 
第 5 年 4.766 7.786 20.116 0.030 55.000 61.111 

 
通过表 15，可以得到五年总投入经费和逐年经费投入预算，如表 16 所示。 
 

表 16 治理 PM2.5 每年所需经费和总经费预算(保留小数点后 3位) 
年份 PM2.5 综合治理 专项治理 综合专项治理费用 

第 1 年 43.000 43.000 9.245 52.245 
第 2 年 46.000 46.000 10.580 56.580 
第 3 年 49.000 49.000 12.005 61.005 
第 4 年 52.000 52.000 13.520 65.520 
第 5 年 55.000 55.000 15.125 70.125 
合计 245.000 245.000 60.475 305.475 

 
由表 16 可见，治理 PM2.5 的浓度从最初 43 3/g mm 逐年上升到 55 3/g mm ，

下降 PM2.5 的浓度强度逐步增强。但是五年总经费投入仅为 305.475 百万元，相
比方案 2 每年下降 49 3/g mm 所需要的总经费仅提升 0.445 百万元，即 45.5 万。
同时，每年治理费用也相差不大，最大治理费用只为 70.125 百万元。因此，武
汉市地方管理部门可以利用此方案作为治理计划，这既可以下降 PM2.5 的浓度，
而且下降强度也不大，又可以减少经费投入。 

下面以 49 作为第 3 年的基数，此时取公差为 5，即有第 1 年需要下降 39
3/g mm ，第 2 年需要下降 44 3/g mm ，第 3 年需要下降 49 3/g mm ，第 4 年需要

下降 54 3/g mm ，第 5 年需要下降 59 3/g mm 。运用 Matlab 计算，得到 NO2，PM10，
CO，PM2.5 污染物每年下降浓度值和 O3 每年上升浓度值，如表 17 所示。 

 
表 17 各污染物每年下降浓度值(保留小数点后 3位) 

年份 NO2 PM10 CO O3 PM2.5 下降比率 
第 1 年 0.303 0.495 1.280 0.030 39.000 13.929 
第 2 年 3.816 6.233 16.105 0.030 44.000 18.257 
第 3 年 4.249 6.941 17.935 0.030 49.000 24.873 
第 4 年 4.683 7.650 19.765 0.030 54.000 36.486 
第 5 年 5.113 8.352 21.580 0.030 59.000 62.766 

 



 

- 24 - 

通过表 17，可以得到五年投入总经费和逐年经费投入预算，如表 18 所示。 
 

表 18 治理 PM2.5 每年所需经费和总经费预算(保留小数点后 3位) 
年份 PM2.5 综合治理 专项治理 综合专项治理费用 
第 1 年 39.000 39.000 7.605 46.605 
第 2 年 44.000 44.000 9.60 53.680 
第 3 年 49.000 49.000 12.005 61.005 
第 4 年 54.000 54.000 14.580 68.580 
第 5 年 59.000 59.000 17.405 76.405 
合计 245.000 245.000 61.275 306.275 

 
由表 18 可得，治理 PM2.5 的浓度逐年上升，从最初 39 3/g mm 上升到 59

3/g mm ，治理 PM2.5 度逐步增强。同时，五年需要投入总经费为 306.275 百万

元，相比方案 2 每年平均下降 49 3/g mm 所需要的总费用仅提升 1.245 百万元。
因此，武汉市地方管理部门也可利用此方案，既可以下降 PM2.5 的浓度，又可
以减少经费投入。 

 
7.7.5 三种方案合理性分析 

上面的 3 种方案都具有合理性，具备自身优点，但同时也存在着缺点，环境
管理部门可以依据自身的特点，选择不同的治理计划。 

1) 若武汉市地方管理部门希望投入最少经费能将 PM2.5 的浓度值从 280
3/g mm 降到 35 3/g mm ，同时每年下降 PM2.5 浓度差异不大，则可以使用方案

2——平均每年下降 PM2.5 浓度 49 3/g mm ，因为，这一方法只需投入 305.03 百
万元，是 3 种方法中预算最少的方法。但是这方法的缺点是：第一年下降 PM2.5
浓度的强度过大，而且每年下降同一浓度 PM2.5 值，难以调动环境管理部门的
积极性。 

2) 若武汉市地方管理部门希望每年治理 PM2.5 都能有成效，即空气质量指
数类别能逐年上升，从严重污染到污染，五年后能达到优，则可以选取方案 1——
按空气质量指数类别，逐年下降 PM2.5 浓度值。但是这一方法的缺点是：需要
较大的经费投入，五年内所需要经费的预算为 321.63 百万元，比方法 2 的预算
超出 16.60 百万元。同时，第 2 年需要投入 1.5 亿元，与其余 4 年相比，投入费
用差异相当大。 

3) 若武汉市地方管理部门既希望每年减少 PM2.5 有成效，又希望投入经费
能接近最小值，同时每年需要投入的经费差异不大，则可以使用方案 3——以 3
或 5 作为公差，逐年提高降低 PM2.5 浓度值。但这一方法的缺点，无法立即看
到成效，即第 2 年与第 3 年的空气质量指数类别都为严重。对于方案 3，环境管
理部门还能通过表 15 与表 17 获得如下信息：若希望下降 PM2.5 的浓度值，则
需要下降 NO2，PM10，CO 的浓度值，并且固定 O3 的年平均浓度为 0.03ppm。
尽管，SO2 的浓度值无法在线性回归方程中显示，但是从第一问的结论中可知，
SO2 与 PM2.5 呈正相关性，即若希望 PM2.5 下降，只需 SO2 的浓度降低。 

 
7.7.6 治理 PM2.5 的建议 

PM2.5 是直径等于和小于 2.5 微米的大气颗粒物。它能通过呼吸道进入人体
肺部，严重危害人类健康，而 PM2.5 主要通过植物花粉和孢子，火山爆发等自
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然源和燃烧燃料，工业生产过程，交通运输等人为源方式进行排放。因此，通过
文献[14][15][16][17]，笔者总结出如下建议，用于减少人为源排放的 PM2.5 浓度
值。 

1) 加强 PM10 与 PM2.5 防治的法制建设和政府监管力度。政府要起到带头
作用，统领全局，尽快颁布健全的法律法规制度，制定完善的污染物排放标准和
流程。 

2) 煤烟污染控制。燃煤排放的烟尘，是人类活动排放 PM2 . 5 的主要来源之
一。因此，要减少燃煤排放的烟尘，国人在日常生活则需多使用清洁能源，禁止
或取缔街头烧烤。 

3) 汽车尾气污染控制。汽车尾气排放，是 PM10，PM2.5 最重要的来源。首
先，需要控制汽车数量，在上下班交通繁忙的时间，鼓励市民多使用公共交通工
具，减少私家车使用，或每天限定私家车单双号出行。其次，提高机动车尾气排
放控制标准。加强机动车尾气防治，对尾气检测不合格机动车禁止上路行驶，对
尾气不达标的机动车不允许延长报废。最后，所有车辆都需使用清洁能源，完全
符合国家标准。 

4) 交通道路扬尘控制。加强城市道路的清扫保洁，交通干道定时洒水冲刷，
消除交通扬尘隐患；在高速公路两端多种植物，并靠近居民居住地段安装防尘装
置。 

5) 施工工场及裸露地面扬尘控制。建筑施工工地，严格防止建筑工地运输
车辆，在交通道路上散落泥土；完成已建成道路，裸露地面的绿化和铺装，提高
城市绿化覆盖率，防止裸露地面遇风起尘。 

6) 提高公众积极参与环境保护工作。保护环境，从我做起。需提高全体市
民环境保护意识，自觉参与节能减排活动，从自身做起，做好节能减排工作。 
 

8 模型与方法的评价 
 
问题一使用了相关分析来确定 PM2.5(含量)与 SO2，NO2，PM10，CO，O3

之间的相关性，不仅数理简单，而且具有较高的准确性；不过相关分析只能反映
两两指标之间的联系，不能反映多个指标和多个指标之间的关系，但是这六种物
质显然可以发生化学反应的，因此可以考虑典型分析来解决此问题。 

问题二的一维反应扩散方程考虑了风力、气温、压强、湿度等自然因素，有
较高的仿真性，但这个模型只能对下风向方向进行预测，而且不考虑地形和建筑
物的影响，具有一定的局限性。高斯烟羽模型是一个三维模型，除了考虑上述自
然因素之外，还考虑了污染源的海拔高度，因此预测的结果更具真实性，然而，
由于也是没有考虑地形对污染物传播的影响，于是预测的结果相对于实际还是偏
大。而且，这两个模型都是考虑单污染源的情形，但事实上往往有多个污染源，
而且每个地点还有自身的静化能力，因此这种关联影响不能体现出。 

问题三的广义回归模型给出了 PM2.5 与 NO2，PM10，CO，O3 的关系，可
以通过控制 NO2，PM10，CO，O3 的浓度，使 PM2.5 下降至要求的值，而且通
过规划模型使得所耗费的资金最少。然而，回归模型级没有考虑高次项，也没有
考虑交叉项，因此有可能会忽略一些很重要的关系。 
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附 录 
第 1 问   
R 软件程序——检验各污染物之间的相关性 
> pm1<-read.csv("1.csv") 
> colMeans(pm1) %求各列均值 
> cov(pm1) %求协方差矩阵 
> cor(pm1) %求相关系数矩阵 
> cor.test(~X6+X1,data=pm1) %检验 X6 与 X1 的相关性 
> cor.test(~X6+X2,data=pm1)  
> cor.test(~X6+X3,data=pm1) 
> cor.test(~X6+X4,data=pm1) 
> cor.test(~X5+X4,data=pm1) 
> cor.test(~X5+X3,data=pm1) 
> cor.test(~X5+X2,data=pm1) 
> cor.test(~X5+X1,data=pm1) 
> cor.test(~X4+X2,data=pm1) 
> cor.test(~X4+X3,data=pm1) 
> cor.test(~X3+X1,data=pm1) 
> cor.test(~X3+X2,data=pm1) 
> cor.test(~X2+X1,data=pm1) 
> lm.pm1<-lm(X6~X1+X2+X3+X4+X5,data=pm1) %求回归方程 
> summary(lm.pm1) 
> lm.pm1s<-step(lm.pm1) 
> lm.pm1n<-lm(X6~X1+X2+X3+X4,data=pm1) %求回归方程 
> summary(lm.pm1n) 
 
第 3 问   
R 软件程序——求回归方程 
> PM<-read.csv("PM.csv") 
> lm.PM<-lm(X6~X1+X2+X3+X4+X5,data=PM) %求回归方程 
> summary(lm.PM) 
> lm.PMstep<-step(lm.PM) %逐步回归法，求最佳线性回归模型 
> lm.PMn<-lm(X6~X2+X3+X4+X5,data=PM) 
> summary(lm.PMn) 
> PMX<-cor(PM[1:5]) %多重共线性的判别 
> kappa(PMX,exact=T) 
> PM.glm1<-glm(X6~X2+X3+X4+X5,data=PM) %广义线性回归方程模型——二项式分布 
> summary(PM.glm1) 
> PM.glm1<-glm(X6~X2+X3+X4+X5,family=poisson,data=PM) 广义线性回归模型——泊松分布 
> summary(PM.glm1) 
> PM.glm1<-glm(X6~X2+X3+X4+X5,family=quasi,data=PM) 广义线性回归模型——quasi 分布 
> summary(PM.glm1) 
 
Matlab 软件程序——求解目标函数最优化 
%Matlab 源程序，以总投入经费作为目标函数求最优解。 
function f=optcon(x) 
f=x(1)+x(2)+x(3)+x(4)+x(5)+0.005*(x(1)^2+x(2)^2+x(3)^2+x(4)^2+x(5)^2)
; 
%Matlab 命令窗口中输入约束条件。 
>> A=[1,1,1,1,1;-1,-1,-1,-1,-1]; 
>> b=[280;-245]; 
>> x0=[0;0;0;0;0]; 
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>> [x,f]=fmincon(@optcon,x0,A,b)  %求目标函数最小值及对应最优解 
 
%Matlab 源程序，以下降 PM2.5 浓度作为目标函数求最优解。 
function f=optcon(x) 
f=-35.49315+0.53680*x(1)+0.87685*x(2)+2.26555*x(3)-0.33387*x(4); 
%Matlab 命令窗口中输入约束条件，五年各污染物累计浓度下降程度 
>> A=[-0.53680,-0.87685,-2.26555,0.33387;0,0,0,1;0,0,0,-1]; 
>> b=[209.50685;0.15;-0.005]; 
>> x0=[0,0,0,0]; 
>> [x,f]=fmincon(@optcon,x0,A,b) %求目标函数的最小值及对应最优解 
%第 1 年各污染物浓度下降程度，公差为 3 
>> A=[-0.53680,-0.87685,-2.26555,0.33387;0,0,0,1;0,0,0,-1]; 
>> b=[7.50685;0.03;-0.001]; 
>> x0=[0,0,0,0]; 
>> [x,f]=fmincon(@optcon,x0,A,b) 
%前 2 年各污染物浓度累计下降程度，公差为 3 
>> A=[-0.53680,-0.87685,-2.26555,0.33387;0,0,0,1;0,0,0,-1]; 
>> b=[53.50685;0.03;-0.001]; 
>> x0=[0,0,0,0]; 
>> [x,f]=fmincon(@optcon,x0,A,b) 
%前三年各污染物浓度累计下降程度，公差为 3 
>> A=[-0.53680,-0.87685,-2.26555,0.33387;0,0,0,1;0,0,0,-1]; 
>> b=[102.50685;0.03;-0.001]; 
>> x0=[0,0,0,0]; 
>> [x,f]=fmincon(@optcon,x0,A,b) 
%第 1 年到第 4 年各污染物浓度累计下降程度，公差为 3 
>> A=[-0.53680,-0.87685,-2.26555,0.33387;0,0,0,1;0,0,0,-1]; 
>> b=[154.50685;0.03;-0.001]; 
>> x0=[0,0,0,0]; 
>> [x,f]=fmincon(@optcon,x0,A,b) 
 
%第 1 年各污染物浓度下降程度，公差为 5 
>> A=[-0.53680,-0.87685,-2.26555,0.33387;0,0,0,1;0,0,0,-1]; 
>> b=[3.50685;0.03;-0.001]; 
>> x0=[0,0,0,0]; 
>> [x,f]=fmincon(@optcon,x0,A,b) 
%前 2 年各污染物浓度累计下降程度，公差为 5 
>> A=[-0.53680,-0.87685,-2.26555,0.33387;0,0,0,1;0,0,0,-1]; 
>> b=[47.50685;0.03;-0.001]; 
>> x0=[0,0,0,0]; 
>> [x,f]=fmiincon(@optcon,x0,A,b) 
%前 3 年各污染物浓度累计下降程度，公差为 5 
>> A=[-0.53680,-0.87685,-2.26555,0.33387;0,0,0,1;0,0,0,-1]; 
>> b=[96.50685;0.03;-0.001]; 
>> x0=[0,0,0,0]; 
>> [x,f]=fmincon(@optcon,x0,A,b) 
%第 1 年到第 4 年各污染物浓度累计下降程度，公差为 5 
>> A=[-0.53680,-0.87685,-2.26555,0.33387;0,0,0,1;0,0,0,-1]; 
>> b=[150.50685;0.03;-0.001]; 
>> x0=[0,0,0,0]; 
>> [x,f]=fmincon(@optcon,x0,A,b) 
 
 
 


