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第第十十届届华华为为杯杯全全国国研研究究生生数数学学建建模模竞竞

赛赛 
 

题 目         中等收入定位与人口度量模型研究 

摘       要： 

分配公平是群众广泛关注的社会经济话题。其中中等收入人口比重是反映收

入分配格局的重要指标，本文针对中等收入定位与人口度量模型研究，文中所做

主要创新工作与得到的结论如下： 
第一，总结已有的十种洛伦兹曲线拟合模型，并比较了它们的拟合精度，得

到拟合精度最高的前三个模型为 Wang.ZX（2009）、Wang.ZX(2011)、Ortega(1991)，
提出的拟合模型具体表达式 5.1.1 节。提出一种有五个参数的洛伦兹曲线拟合模

型 1 2( ) (1 (1 ) ) (1 (1 ) )L p p p
       ，并证明该模型符合洛伦兹曲线拟合条件，

并给出了参数范围，该模型的拟合精度与现有模型的最高精度相比高出 5 倍左

右。 
第二，对于问题二。首先，讨论洛伦兹曲线上的特殊点的性质，研究了均匀

分布、指数分布这两种特殊的收入分配分布的洛伦兹曲线的特性，据此指出了收

入空间法与人口空间法缺陷的问题所在。其次，研究了洛伦兹曲线形态与性质的

关系，主要为：洛伦兹曲线的凹凸程度与基尼系数，洛伦兹曲线的不对称程度与

贫富分化结构。基于以上的研究，改进后收入空间法与人口空间法，主要有以下

优点：中等收入的收入区间半径与人口区间半径的选取，主要考虑了洛伦兹曲线

的凹凸程度与不对称程度，这种方法克服题目中所提到的收入区间选取的随意

性；同时克服题中所提出的不适合均匀分布的缺陷。 
第三，根据题目中的数据，得到了 A，B 地区两年的洛伦兹曲线与基尼系

数。根据问题二改进的人口空间法，计算了 A、B 地区两年的中等收入人口区间

与累积收入区间，然后根据洛伦兹曲线方程与密度函数、分布函数关系，得到了

A，B 地区两年的分布函数与密度函数曲线，从而得到中等收人人口区间与收入

区间。对比 A，B 两地区两年密度曲线与分布曲线，主要有如下结论：相对 B，



  

2 

A 地区贫富分化程度大，中等收入人口区间窄，中等收入的收入区间小，积累财

富少。从时间来看，A 地区的经济有向坏的发展趋势。B 反之。并证明了问题二

改进方法的有效性。 
第四，提出了一种基于洛伦兹曲线中等收入半径模型。该模型以洛伦兹曲线

极点（洛伦兹曲线一阶导数等于 1 的点）为圆心，连接极点与完全不平等线折点

（坐标为(1, 0)）线段长度 s 的正相关函数为半径，画圆。把圆与洛伦兹曲线的交

点确定为中等收入的范围，用线段长度 s 衡量该社会经济的稳定程度，线段 s 长

度越长，中等收人人口所占比重越大，社会经济越稳定。这样解决了不能同时确

定收入区间与人口区间的缺陷，并赋予了明确的经济意义。在此基础上，还构造

了基于曲线凹凸程度与不对称程度的评价指标，并对曲线的未来走势做出了预

测。本节最后，还分析了极点的不同运动演化情况代表了不同的社会经济发展趋

势。 
文中所改进的中等收入定位模型，较好地解决了人口空间法与收入空间法的

缺陷；所建立的基于洛伦兹曲线中等收入半径模型较好的解决了不能同时确定人

口区间与收入区间的问题，为科研人员提供了一种新的思路。 
最后，基于文中所做的工作与结论，为政府决策人员提供了一点有价值的决

策方案与建议。 
 

关键词：中等收入定位，洛伦兹曲线，基尼系数，贫富分化，收入分配 
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1 问题重述 

居民收入分配关系到广大民众的生活水平，分配公平程度是广泛关注的话

题。其中中等收入人口比重是反映收入分配格局的重要指标，这一人口比重越大，

意味着收入分配结构越合理，称之为“橄榄型”收入分配格局。在这种收入分配

格局下，收入差距不大，社会消费旺盛，人民生活水平高，社会稳定。一般经济

发达国家都具有这种分配格局。我国处于经济转型期，收入分配格局处于重要的

调整期，“橄榄型”收入分配格局正处于形成阶段。因此，监控收入分配格局的

变化是经济社会发展的重要课题。 
一个国家的收入分配可以用统计分布表示，收入分配的密度函数为 )(xf ，

对应的分布函数为 )(xF ，则 )(xFp  表示收入低于或等于 x 的人口比例。记收入

低于或等于 x 的人口群体拥有收入占总收入的比例为 )( pL ，称之为收入分配的洛

伦兹曲线。 
经济学界采用洛伦兹曲线模型 ),( pL 拟合统计年鉴上发布分组数据，作为近

似的洛伦兹曲线来进行收入分配分析，从而确定相应的统计密度与分布的估计。 
经济理论界考虑取收入落在中位收入m 的一个范围内的人口为中等收入人

口，视这种方法为“收入空间法”。取其中收入属于 ),( hl xx 中的人口为中等收入

人口，这时中等收入人口比例M 显然等于 )()( lh xFxF  。由于这种方法中 lx 与 hx

的取法具有任意性，收入区间是变化的，使纵向比较各年的中等收入人口时出现

困难[1]。 
另一种方法为“人口空间法”，即选择 21)( mF 邻近的一个范围为中等收

入人口，例如取范围 1p 20%到 2p 80%，当然，按定义，中等收入人口比例已

经取定为 60%。再用此 60%的人口所拥有的收入占总收入的比例来描述中等收

入人口的状态，此时中等收入人口的收入范围 ],[ hl xx 容易算得[1]。 
中等收入人口的多少与两极分化(polarization)的程度有关，所谓两极分化，

用密度函数表示时，例如严重右偏且厚尾，也即中间部分空洞化。两极分化与收

入不平等(inequality)是不同的概念，有学者对这两个概念进行了准确阐述[2]。文

献[2]建立了一种指数，说明两极分化的大小或严重程度，该指数扩大意味着两极

分化严重了，这时表示中等收入人口缩小了。反之若该指数缩小了，则意味着中

等收入人口扩大了。但该文献并没有给出测算中等收入人口比例大小的方法。 
为此，需要研究中等收入定位与人口度量问题，根据题目给出的分组数据，

用数学模型研究下列问题： 
一、构造满足条件的洛伦兹曲线拟合模型 ),( pL ，使得能很好的拟合分组数

据、反映经济规律。在现有参考文献中找出至少 10 种模型，与提出的模型进行

比较。通过比较拟合精度的好坏，说明所建立的洛伦兹曲线拟合模型不差。 
二、研究可否改进已有的收入空间法，这时需要研究确定中等收入的范围、

中等收入人口的范围的科学方法，以克服中等收入区间取法的任意性；研究可否

改进已有的人口空间法，例如研究在各年中 1p 与 2p 取不同的值时，纵向比较各

年中等收入人口与收入的变动的方法。 
三、利用所给 A、B 两个地区前后两个不同年份的收入分配分组数据，研究：

(1)对各地区、各年份的中等收入的数量(或范围)、中等收入人口的数量或范围进

行定量描述，说明中等收入人口的变化趋势；(2)比较两个地区的中等收入人口、
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收入等变化情况。 
四、除二题中所述方法外，提出中等收入人口的定义、原理及经济学意义，

并提出与之相应的中等收入人口的测算方法、模型或指数，说明其经济学意义。

要求所提出的方法应满足普遍的价值判断或价值取向，也应反映经济规律。 

2 问题分析 

2. 1 全文建模流程 

本文围绕中等收入定位与人口度量这一问题，通过对洛伦兹曲线的讨论与研

究，建立满足一定精度的洛伦兹曲线的拟合模型。利用洛伦兹曲线的拟合模型改

进收入空间法与人口空间法，以克服收入空间法区间选取随意性问题及克服人口

空间法无法解决均匀分布两极分化问题。对 A、B两个地区的中等收入人口进行

定量与变化描述，最后建立符合一定经济规律的中等人口收入模型，并建立中等

收入人口的测算方法等。全文的建模流程如图 1所示。 

洛伦兹曲线拟合模型

利用洛伦兹曲线模型改进
收入空间法和人口空间法

对A、B两地中等收入人口进
行定量与变化描述

中等收入定位
人口度量模型

收入分配
分组数据

A、B两地
收入分配分

组数据

 
图 1 全文建模流程 

2. 2 问题一 

根据题目的要求，问题一主要是构造洛伦兹曲线拟合模型 ),( pL 。 ),( pL 是

定义在 ]1,0[ 区间上、取值于 ]1,0[ 区间的函数，应满足如下所给条件 
 0),0( L ， 1),1( L ， 0),(  pL ， 0),(  pL   (1) 
在满足条件的情况下，确定其中参数向量 的估计值̂ ，并计算所构造的模

型是否满足拟合精度条件，然后用 )(ˆ)ˆ,( pLpL  作为近似的洛伦兹曲线来进行收

入分配分析。问题二建模流程与方法如图 2 所示。 
关于现有洛伦兹曲线拟合模型的研究，前人学者做了许多工作。文献 2 对此

进行了详细的总结，并提出了一系列的方法洛伦兹曲线拟合模型的研究方法，尤

其是两个洛伦兹曲线指数的乘积，为构造洛伦兹曲线模型提供了思路，文中还提

出了拟合精度较高的洛伦兹曲线模型。本文也可据此思路构造满足条件的洛伦兹

曲线模型。 
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   构造洛伦兹曲线

证明洛伦兹曲线模型条件

确定其中参数向量
的估计值

( , )L p 

(0, ) 0L   (1, ) 1L  

( , ) 0L p   ( , ) 0L p  

满足拟合精度条件



̂

用            作为近似的
洛伦兹曲线来进行收入分配

ˆˆ( , ) ( )L p L p 

N

Y

 

图 2 问题一建模流程与方法 

2. 3 问题二 

问题二主要集中在中等收入人口区间的界定（有哪些人是中等收入）与中等

收入区间的界定（中等收入人口的收入是多少）这两个问题。目前，确定中等收

入的方法主要有如题目中的“人口空间法”与“收入空间法”。但这两种方法都

有一定的缺陷：收入空间法无法克服区间选取的随意性，人口空间法无法克服两

级分化对结果的影响。 

无法克服
区间随意性

无法克服
两极分化

中等收入分配

中等收入
人口区间的确定

中等收入
收入区间的确定

由收入确定人口：
收入空间法

由人口确定收入：
人口空间法

改进的收入空间法与人口空间法
 

图 3 问题二建模流程 
因此，本节所做的工作主要在洛伦兹曲线特性的基础上，克服人口空间法与
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收入空间法的缺陷，并给出符合经济学规律的数学模型计算方法。对于区间选取

的随意性这一问题，应朝着提出符合经济意义的具体特定指标放行进行；而对于

人口空间法无法克服两级分化对结果的影响主要是考虑到收入分布样本方差等

指标的影响。 

2. 4 问题三 

基于问题二中建立的模型，利用数据分析 A,B 地区连续两年的中等收入区间

变化情况。分析对比优化后的人口空间法与收入空间法，得出 A,B 地区中等收入

区间变化的结论。 

2. 5 问题四 

针对同一样本，人口空间法与收入空间法不能同时确定中等收入与中等收入

人群。需要建立一个新的中等收入区间模型，以致于更好地定义、划分中等收入

区间。然后再根据所建立的模型，分析器经济意义的发展趋势。 
 

3 模型假设 

在数学建模的过程中，在不影响模型意义与计算精度的前体下，为了使模型

简单明确，并且计算建立了如下假设： 
1）把国民的收入分配结果分为三类：穷人、中等收入人口、富人。 
2）中等收入半径越大，社会越稳定。 
 

4 符号说明 

 
文章中所用主要符号与意义说明如表 1 所示。 

表 1 符号说明 
符号 名称与意义 备注 

)(xf  收入分配的密度函数  
x 收入  

)(xF  分布函数  
p  收入低于或等于 x 的人口比例 ( )p F x  
m 中位数  
  平均收入  

)( pL  洛伦兹曲线：收入低于或等于 x 的人

口群体拥有收入占总收入的比例 

x

tttfpL
0

d)(1)(


)(xFp   
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5 模型建立与求解 

5. 1 问题一——洛伦兹曲线拟合模型 

5.1.1 现有洛伦兹曲线拟合模型 

洛伦兹曲线作为衡量收入分配均衡程度的一种重要的图形指标，由于国家政

府部门公布的收入分配分组数据，这种数据形式无法直接得到收入密度函数，而

是洛伦兹曲线上的点。经济学界通常采用的洛伦兹曲线模型 ),( pL 拟合上述数

据。因此构造较好精度的洛伦兹曲线显得尤为重要，许多学者对此作了大量的研

究，如表 2 所示，列出了十种洛伦兹曲线拟合模型[3][4][5]。 

表 2  已有的洛伦兹曲线模型 

洛伦兹拟合模型 参数 作者与时间 

   1 2
1( ) 1 (1 ) 1 (1 )L p p p

 
 

    
 

]1,0(, 21  ， 
0, 0   ， 1   

Wang.ZX
（2009） 

 2( ) 1L p p ap p
     文献中没有提到 Schader 

 
1

3( ) 1 (1 )L p p    
 

0 1,0 1      Rasche 
(1980) 

 4( ) 1 (1 )L p p p


   
 

0 ,0 1     Wang.ZX 
(2011) 

5
1( )
1

pe
L p

e









 0   不详 

6( ) (1 )aL p p ap p     0 0 0 a   ， ，  Kakwani 
(1986) 

 7( ) 1 (1 )L p p p   
 

0 ,0 1     Ortega 
(1991) 

 8( ) 1 (1 )L p p p     0 1,0 1, 1        Wang.ZX 
(2009) 

1
9( ) pL p pA   0 A  

Gupta 
(1984) 

(1 )
10( ) pL p p e    1 2,0     Kakwani(1973) 
 
对于洛伦兹曲线拟合模型拟合精度的好坏常采用以下三种标准来度量。 
均方误差(MSE, mean squared error )： 

   



n

i

ii LpL
n 1

2ˆ,1
   

平均绝对误差(MAE, mean absolute error)： 

  



n

i

ii LpL
n 1

ˆ,1
   

最大绝对误差(MAS, maximum absolute error)： 
   ii

ni
LpL 


̂,max

1
  

采用上述十个洛伦兹曲线拟合模型，对题目中所给的数据进行拟合，得到了

十条拟合的洛伦兹曲线，并且得到了拟合精度，如表 3 所示。 
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表 3  拟合精度 
 MSE MAE MAS  MSE MAE MAS 

1L  1.8209e-5 0.003770 0.007969 6L  9.5768e-6 0.007597 0.020999 

2L  9.9845e-6 0.002807 0.004580 7L  9.3830e-6 0.002741 0.0055232 

3L  1.8209e-5 0.003770 0.007969 8L  3.2312e-6 0.001552 0.00323 

4L  3.3735e-6 0.001560 0.003641 9L  1.6766e-4 0.010164 0.02559 

5L  2.7383e-4 0.014086 0.03588 10L  1.2762e-4 0.009263 0.022637 
注：表中 1L 、 2L 10L 分别对应上述表中 10 种洛伦兹曲线拟合模型。 

对上述三个拟合精度标准指标进行排序，结果如下： 
MSE： 5 9 10 1 3 2 6 7 4 8L L L L L L L L L L          
MAE： 5 9 10 6 1 3 2 7 4 8L L L L L L L L L L          
MAS： 5 9 10 6 1 3 7 2 4 8L L L L L L L L L L          
从拟合精度指标的排序情况来看，洛伦兹曲线拟合精度最高的前三个为

Wang.ZX（2009）提出的 8L
[5]、Wang.ZX(2011) 4L 、Ortega(1991) 7L ： 

  8( ) 1 (1 )L p p p     (2) 

  4( ) 1 (1 )L p p p


     (3) 

  7( ) 1 (1 )L p p p     (4) 

5.1.2 本文洛伦兹曲线拟合模型的提出与证明 

根据文献[2]，当 ( ), ( )f p g p 为洛伦兹曲线时，两者的指数乘积在参数满足一

定的条件下，均满足洛伦兹曲线模型条件，即 
( ) ( ) ( )L p f p g p   

据此，提出有五个参数的洛伦兹曲线模型，参数向量  
 1 2( ) (1 (1 ) ) (1 (1 ) )L p p p

         (5) 
 
定理 1：当 1  ， 1  ， 1 (0,1]  ， 2 (0,1]  ，0 1  时，(1)式定义的 ( )L p

满足洛伦兹曲线的条件。若 1  ， 1  ， 1 (0,1]  ， 2 (0,1]  ， 1  时，(1)
式中式定义的 ( )L p 满足洛伦兹曲线的条件。 

证明 1：因为 21 (1 )p
  不满足洛伦兹曲线的条件，所以不能采用文献[2]

中通过组合已有洛伦兹曲线来构造新洛伦兹曲线的方法。需要通过定义，满足洛

伦兹曲线拟合条件来证明定理 1。 
当 1  ， 1  ， 1 (0,1]  ， 2 (0,1]  ，0 1  时, 

1)当 0p  时 
 1 2 1 2( ) (1 (1 ) ) (1 (1 ) ) (1 (1 ) ) (1 (1 ) )L p p

                 ０ ０ ０ ０ (6) 
2)当 p １时 
 1 2 1 2( ) (1 (1 ) ) (1 (1 ) ) (1 ) (1 )L

              １ １ １ ０ ０ １ (7) 
3)证明 0L p  （ , ）  
对 L p（ ）取对数，有 
 1 2ln ( ) ln(1 (1 ) ) ln(1 (1 ) )L p p p

           (8) 



  

10 

对上式两边进行求导，得： 

 
1 2

1 2

1 1

1 2
( ) (1 ) (1 )
( ) 1 (1 ) 1 (1 )

L p p p

L p p p

 

 
 



   
 

   
 (9) 

进而得到， 

 
1 2

1 2

1 1

1 2
(1 ) (1 )( ) [ ] ( )

1 (1 ) 1 (1 )
p p

L p L p
p p

 

 
 



 
 

  
   

 (10) 

令 ( ) ( ) ( )L p G p L p  ，因为 ( ) 0L p  ，所以要令 0L  （p, ） ，只需 ( ) 0G p  ，

即： 

 
1 2

1 2

1 1

1 2
(1 ) (1 ) 0

1 (1 ) 1 (1 )
p p

p p

 

 
 



 
 

 
   

 (11) 

易知，当  1 20, 0, , 0, 0,1        时，所以上式成立。 
4)证明 L p  （ , ） 0  

 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ))
[ ( ) ( )] ( )

L p G p L p G p L p G p L p G p G p L p

G p G p L p

      

 　　　
 (12) 

其中， 

 
1 2

1 2

1 1

1 2
(1 ) (1 )( ) [ ] [ ( ) y( )]

1 (1 ) 1 (1 )
p p

G p x p p
p p

 

 
 



 
 

     
   

 (13) 

因 ( ), y( )x p p 具有相似的结构，现讨论 y( )p 的求导情况。 

 
2 2 2

2

2 2 22 2
2 2 2

2

(1 )(1 ) [1 (1 ) ] (1 )y ( )
[1 (1 ) ]

p p p
p

p

  



    



 
     

 
 

 (14) 

 
1 2

1 2

1 1
2 2

1 2
(1 ) (1 )( ) [ ]

1 (1 ) 1 (1 )
p p

G p
p p

 

 
 



 
 

 
   

 (15) 

所以，当
2

2

1

2
(1 )

1 (1 )
p

p











 
的平方项大于

2

2

2 22 2
2

2

(1 )
[1 (1 ) ]

p

p





 






 
(

1

1

1

1
(1 )

1 (1 )
p

p









 
的

平方项大于
1

1

2 22
1

2

(1 )
[1 (1 ) ]

p

p












 
)时，即能保证 2( ) ( ) 0G p G p   ，即 L p （ ） 0。即： 

 

2 2

2 2

2 2

2

1 2 22 2
22 2

2

2 2 2 22 2 2 2 2
2 2

2

(1 ) (1 )[ ] 0
1 (1 ) [1 (1 ) ]

(1 ) (1 ) 0
[1 (1 ) ]

p p

p p

p p

p

 

 

 



  

 

    



 

 

 
 

   

  


 

 (16) 

于是，有： 
 22 22 2 2

2 (1 ) ( ) 0p
   

    (17) 
所以： 
 1   (18) 
同理， 1  。 
所以，当 1, 1   时， ( ) 0L p  。 
综上所述，当 1, 1   ，  1 2, 0,1   ，  0,1 时， ( )L p 满足洛伦兹曲线

条件。 
当 1  ， 1  ， 1 (0,1]  ， 2 (0,1]  ， 1  时，证明见 Wang.ZX(2009)文

献[2]。 
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根据所给的数据与提出了洛伦兹曲线拟合模型，其中参数向量 的估计值

̂ 得到曲线如图 4 所示。 

 
图 4  洛伦兹曲线 ( )L p  

根据题中，洛伦兹曲线模型拟合精度与上述十种模型最高拟合精度的 L8 对

比，其拟合精度指标如表 4 所示。 
表 4  本文模型 L 与 Wang.ZX L8 拟合精度 

 MSE MAE MAS 
Wang.ZX L8 3.23E-06 0.001553 0.00323 
本文模型 L 1.84526E-07 0.000388 0.000777 

为了进一步度量洛伦兹曲线拟合模型的拟合精度，假设拟合残差为： 
 ˆ,i iL p L   

据此，得到本文的洛伦兹曲线拟合模型与 Wang.ZX L8 拟合残差精度对比，其拟

合精度指标对比如图 5、图 6 所示。 

  
图 5  拟合精度指标对比 图 6  拟合残差 

从上图中可以看出，本文提出的洛伦兹曲线拟合模型相对于 Wang.ZX L8，

各类指标均提高了 5-6 倍，有很高的精度。 
综上所述，本节得到以下结论： 
1. 由定理 1 的证明，得到了本文提出的洛伦兹曲线模型 L，满足洛伦兹拟合

模型条件，符合曲线基本要求； 
2. 本文的洛伦兹曲线模型 L 相对于当前较为拟合精度非常好的模型 L8，其

拟合精度指标有较大幅度的提高，表明模型符合拟合精度条件。 
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5. 2 问题二——改进的收入空间法和人口空间法 

现有中等收入分配格局方法主要是收入空间法与人口空间法，前文已经提到

了这两种方法本身就具有一定的局限性，不能从经济发展的角度去准确度量中等

收入的人口区间与收入区间。 
因此，对应的中等收入的人口区间与收入区间应从经济发展的角度去选取，

这就需要结合以下两点综合考虑： 
1）地区或国家的收入分配与两极分化情况； 
2）经济水平发展情况。 

5.2.1 对洛伦兹曲线上的几个特殊点的认识 

洛伦兹曲线对描述国家或地区财富分配信息提供了一种便利的图形方法，得

到了广泛应用。研究中等收入分配格局，应对洛伦兹曲线有充分的认识。下面将

详细说明洛伦兹曲线上的关键点：极点 N、50%财富累积点 Z、50%累积人口对

应点 M。 

p

（1,1）

O

A

D

E

N

0.5

M

0.5

Z

C

BZ1

M1

N2

对称轴

 
图 7  洛伦兹曲线上的特殊点 

1）极点 N 
定义 1：洛伦兹曲线方程为 ( )L p ，其一阶导数为 ( )L p ，对于 p（0,1）总存

在一个 p 使得 ( )=1L p ，把这个 p 对应的点称之为极点。 
根据洛伦兹曲线的特性，极点 N 主要有如下性质： 
a、极点偏离完全平等线 OA 的程度表明洛伦兹曲线的弯曲程度； 
b、极点在对称轴的上方或下方，表明社会的贫富分配结构。 
 
2）50%财富累积点 Z 
在洛伦兹曲线是坐标为（Z1，0.5）的点，对于一个非完全平等的社会，Z1

一定在横坐标 0.5 的右方，表明一定是超过 50%的低收入人拥有 50%的财富。 
 
3）50%累积人口对应点 M 
在洛伦兹曲线上选取 M 点(0.5，M1)，M 点将人群分为相等的两部分，即 M

点为人口区间的中点（中位数）。而 M 点的纵坐标即为在收入中位数以下人群所

累积的总财富。 
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5.2.2 两种特殊的收入分配分布 

在改进现有收入空间法和人口空间法之前，先分析一下两种特殊的收入分配

分布情况，一种是收入分配均匀分布，一种是收入分配指数分布。 
1）收入分配均匀分布 
设某地区（或国家）收入分布在区间[ , ]a b 上为均匀分布，概率密度函数为： 

 1(x) , [ , ]f x a b
b a

 


  (19) 

分布函数为： 

 ( ) , [ , ]x a
F x x a b

b a


 


 (20) 

均值为： 

 
2

a b



  (21) 

洛伦兹曲线为： 

 1 2

0 0

1 2 2( ) ( ) d [( ) ]d
p p b a a

L p F x x b a x a x p p
a b b a b a

 
     

     (22) 

洛伦兹曲线的图形为一条过原点的抛物线。基尼系数为： 

 
1

0

1 2 ( )d
3(a b)
b a

G L p p


  
  (23) 

接下来求解均与分布的洛伦兹曲线上的极点，求 ( )L p 的一阶导数： 

 2( ) 2 b a a
L p p

b a b a


  

 
 (24) 

令 ( ) 1L p  ，解得 
 0.5p   (25) 

结果表明，若收入分配分布是均与分布，其洛伦兹曲线的极点的横坐标一定

为 0.5。其经济意义表现为，在平均财富收入值以下的人口与平均财富收入值以

上的人口数量相等。 
现在进一步讨论题目中所举出的不适合人口空间法的反例。当收入分配均匀

分布区间分别为[10000,30000]和[0,40000]时，如按照人口空间法来计算，发现

中间 60%的人口拥有的总收入仍然是 60%，这与经济直观不符合。从图 8 中来

看，两个不同的样本中 20%至 80%的人口，所占有的累积财富值有很大的差距。

由式(23)均匀分布基尼系数公式得到两种分布样本的基尼系数分别为 0.16665 和

0.3333，由于基尼系数表示贫富分布差距与两极分化程度的度量。 
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图 8  均匀分布的洛伦兹曲线 

综上分析，人口空间法出现这种缺陷的主要原因与结论如下： 
1. 收入均匀分布的跨度增大，尽管均匀程度没有变化（这种均匀程度不表

示平等程度），但是贫富分化程度加大了，表现在基尼系数的增加。 
2. 收入均匀分布的跨度增大，在数学统计上表现为方差增大，因此在考虑

样本中等收入分配区间时，应综合考虑样本方差的影响。 
 

2）指数分布 
某地区（或国家）收入分布在区间[ , ]a b 上为指数分布，设概率密度函数为： 

 ( ) e , 0xf x     (26) 
分布函数为 

 ( ) 1 e , 0xF x      (27) 
均值为 

 1



  (28) 

洛伦兹曲线为： 

 1

0 0

1 ln(1 )( ) ( ) d d (1 ) ln(1 )
p p x

L p F x x x p p p
 

 
     

   (29) 

洛伦兹曲线的图形为一条过（1, 0）点的对数曲线，这条曲线与的取值没

有关系。其基尼系数为： 

 
1

0

1 2 ( )d 0.5G L p p    (30) 

接下来求解指数分布的洛伦兹曲线上的极点，求 ( )L p 的一阶导数，令

( ) 1L p  ，解得： 
 11p e   (31) 
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图 9  指数分布的洛伦兹曲线 

 

5.2.3 关于洛伦兹曲线形态与性质的讨论 

前面小节讨论了洛伦兹曲线的上的几个特殊点，还给出了两种的特殊分布的

洛伦兹曲线，并依此再进一步讨论现行人口空间法与收入空间的缺陷。 
为了更加理解洛伦兹曲线，下面的洛伦兹曲线的形态与性质进行几点讨论。 

1）洛伦兹曲线的凹凸程度 

基尼系数是20世纪初意大利学者科拉多·基尼根据劳伦茨曲线所定义的反映

社会财富两极分化的指标[6]。当基尼系数越大时，社会稳定程度越小，中等收入

人群也越少。 

（1,1）
A

O

N1

N2

N3

p

(1,1)

L1

L2

L3

N1

 
图 10  洛伦兹曲线的凹凸程度 

由图 10 可知，当洛伦兹曲线的凹凸程度越大时，与完全平等曲线围成的面

积越大，根据基尼系数的定义大小为 G3>G2>G1，即社会两极分化程度逐渐减小。 

http://zh.wikipedia.org/wiki/20%E4%B8%96%E7%BA%AA
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%84%8F%E5%A4%A7%E5%88%A9
http://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E7%A7%91%E6%8B%89%E5%A4%9A%C2%B7%E5%A0%85%E5%B0%BC&action=edit&redlink=1
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8A%B3%E4%BC%A6%E8%8C%A8%E6%9B%B2%E7%BA%BF
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2) 洛伦兹曲线的不对称程度——洛伦兹不对称系数 
如图 11 所示，Weiner 与 Solbrig 发现不同分布的洛伦兹曲线可能拥有相同

的基尼系数[7]。在此基础上 Christian Damgaard 和 Jacob Weiner 提出，洛伦兹曲

线的不对称性有助于刻画两极分化的特性，并提出了洛伦兹不对称系数[8]。 

（1,1）
A

O
N1

N2

N3

p

(1,1)

B

C

对称轴

 
图 11  洛伦兹曲线不对称程度 

由图 11 可知，N1，N2，N3 拥有相同大小的基尼系数，说明这三条洛伦兹曲

线的凹凸程度一样。但是明显可知，这三条洛伦兹曲线所对应的贫富分化程度是

不同的。 
Christian Damgaard 和 Jacob Weiner 证明了当 N 点偏离对称轴的程度（不对

称程度）越大时，社会贫富分化程度越大，因此中等收入半径 r 也应该越小。 
 

3）两条交叉的洛伦兹曲线——引起贫富分化差距的一个原因 

p

（1,1）

L1

L2
O

A

N2

N1

对称轴

 
图 12  两条交叉的洛伦兹曲线 

如图所示，有两条交叉的洛伦兹曲线，且这两种情况下基尼系数相等。对于

L1，其极点 N1 位于对称轴的上方，表示贫富分化差距引起的主要原因是少部分

的富人拥有的财富过多；对于 L2，其极点 N2 位于对称轴的下方，表示贫富分化

差距引起的主要原因是大部分的穷人拥有的财富太少。 
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4）两条相切的洛伦兹曲线 
从图 1 中可以看到，两条相切的洛伦兹曲线，且其切点为极点 N。这两种情

况的基尼系数显然 G4>G3，表明两种情况下的社会贫富分化程度不同，但是其

洛伦兹曲线的凹凸程度与不对称程度均相同。 

p

（1,1）
A

E

O D

N

L4

L3

 
图 13  两条相切的洛伦兹曲线 

 

5.2.4 改进的收入空间法改进的人口空间法 

1）中等收入的人口区间与收入区间 

人口空间法是将 M 的横坐标作为基准点，以半径 rp 的区域定义为中等收入

人口区间，其洛伦兹曲线在纵坐标上对应的累积收入区间。收入空间法是将 M
的纵坐标作为基准点，以半径 ri 的区域定义为中等收入收入区间。 

p

（1,1）

O

A

E

M

0.5

B

C

0.5+rp0.5-rp

L(m)

L(m)+ri

L(m)-ri

 
图 14  人口区间与收入区间 

（注：这里的收入区间在洛伦兹曲线上表示出来时以总财富的形式，通过密

度函数 f(x)与洛伦兹曲线的关系，可以得到中等收入收入区间（[xl, xh]）。） 
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已有的人口空间法，实际上是定义人群中一个特定的区间内为中等收入人口

区间。选取 rp 为 0.3，即[0.2，0.8]作为中等收入人口区间，即表示 20%-80%的人

群即中等收入人群。而中等收入人群所在的累计收入区间为[L(0.5-rp)，L(0.5+rp)]。 
而已有的收入空间法，实际上是定义在某一个收入区间为中等收入，而收入

区间内的人即为中等收入人群。选取的中等收入区间为[L1，L2]（也可以为[xl, xh]，
根据所给样本的数据形式选择），此区间所对应的洛伦兹曲线在横坐标上的投影

即为中等收入人口区间。 
人口空间法在中等收入半径 rp 的选取上具有随意性，洛伦兹曲线的形态对

中等收人人口的影响，因此对模型的结果有较大的影响。而收入空间法也有同样

的缺陷。 
因此，对于这两种方法的改进主要是在寻找区间半径上，并且区间半径的确

定必须与洛伦兹曲线的凹凸程度与不对称程度联系起来。 
 
2）中等收入半径 r 的模型建立 

先说明一种特殊的情况。以人口空间法为例，对于一个理想的社会（完全平

等），也就是洛伦兹曲线达到了完全平等曲线时，整个社会都是中等收入，此时

r 的半径取得最大值 0.5。而对于一个极端社会（完全不平等），当洛伦兹曲线趋

近于完全不平等折线时，整个社会两极分化程度最大，此时 r 的半径取得最小 0，
即整个社会没有中等收入人口。 

（1,1）
A

0.5

0.50.5

L

N(M)

0.5+rp0.5-rp

L(m)=

L(m)+ri

L(m)-ri

 
图 15  完全平等情况下的 r 

对于一般的情况，考虑到收入空间的基准点在纵轴上位置具有不确定性，因

此可推得 ri 的取值范围为[0，max(L(0.5)，1-L(0.5))]；对于 rp，当且仅当洛伦兹

曲线趋近于完全平等曲线时取得最大值 0.5，趋近于完全不平等线时取最小值 0。
因此 ri 与 rp 的取值范围为： 

 
[0,0.5]
[0,max(L(0.5),1 L(0.5))]

p

i

r

r




 
 (32) 

于是收入区间半径与人口区间半径 ri 与 rp 的都需满足条件应为： 
a、当洛伦兹曲线逐渐接近于完全平等线时，ri 与 rp 等于 0.5； 
b、当洛伦兹曲线逐渐接近于完全不平等线时，ri 与 rp 等于 0。 
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下面讨论一般的情况下满足上述条件的 ri 的具体求法。 
根据 5.2.3 小节的洛伦兹曲线形态与性质的讨论结论，将 ri 与洛伦兹曲线的

凹凸程度联系起来，而将 rp 与洛伦兹曲线的不对称程度联系起来。 

p

（1,1）

O

A

D

E

N

q

Q

F

B

C

 
图 16  收入区间半径 ri 与洛伦兹曲线的凹凸程度 

如图 11 所示，过 A（1，1）点做 OA 的垂线 AF，垂足为 A；过 B（1,0）点

做 AF 的垂线 BF，垂足为 F。设 A 点与 N 点垂足的距离为 q，AF 为 Q，我们定

义收入区间半径 ri 为： 

 0.5 1 0.5 1
2 / 2i

q q
r

Q

   
        

  
  (33) 

由上式可知，当洛伦兹曲线逐渐接近于完全平等线时，q 趋近于 0，此时 

 00.5 1 0.5
2 / 2ir

 
    

 
 (34) 

当洛伦兹曲线逐渐接近于完全不平等线时，q 趋近于
2

2
，此时， 

  
2 / 20.5 1 0.5 1 1 0
2 / 2ir

 
       

 
 (35) 

因此可知，公式(33)合理地满足了中等收入半径的条件。 
基尼系数是对洛伦兹曲线的凹凸程度的一种描述。而文中提出的收入区间半

径 ri 的大小对凹凸程度一种很好的描述。因此，ri 是基尼系数的一种体现。 
由于实际的洛伦兹曲线形状为凹形，所以在收入空间方法中，M 点的纵坐

标会在纵轴上 0.5 左右做大幅度的变化。直接使用 r 作为中等收入半径，经过洛

伦兹曲线有可能会超过坐标轴（0，1）的上下限。 
而随着洛伦兹曲线的凹凸程度越大，即基尼系数越大时，M 点的纵坐标偏

离 0.5 的距离也就越大。 
因此，利用基尼系数对收入的收入区间半径 ri做适当的优化，优化后的收入

空间半径为： 
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max max

max max

max

max

( G ) ( G )0.5 1 , 0.5 1 0.5
2 / 2 2 / 2

( G )0.5 , 0.5 1 0.5
2 / 2

i i i i

i i

i

i i

i

G Gq q

G G
r

Gq

G

     
          
   

 
        

(36) 

式中，G i
为样本基尼系数，Gimax选取为同类样本中该年度基尼系数最大的值。 

 
下面讨论一般的情况下满足上述条件的 rp 的具体求法。 

p

（1,1）

O

A

D

E

N

t

C

T

B

H

 
图 17  人口区间半径 rp 与洛伦兹曲线的不对称程度 

 
过 B 点做 OA 的平行线 BH；分别过 N 点，O 点做 BH 的垂线，设 B 点与 N

点垂足的距离为 t，B 点与 O 点垂足的距离为 T，则： 

 0.5 1 0.5 1
2 / 2p

t t
r

T

  
        

   
 (37) 

由上式可知，当洛伦兹曲线逐渐接近于对称轴时时，q 趋近于 0，此时 

 00.5 1 0.5
2 / 2pr

 
    

 
 (38) 

当洛伦兹曲线逐渐接近于原点 O 或者 B 点时，q 趋近于
2

2
，此时， 

  
2 / 20.5 1 0.5 1 1 0
2 / 2pr

 
       

 
 (39) 

因此可知，公式(39)合理地满足了中等收入半径的特点。 
 
3）对收入空间法与人口空间法的改进 

基于上一节的所得到的人口区间半径与收入区间半径，对收入(人口)空间方
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法的改进行如下改进： 
针对收入空间法，中等收入收入区间为： 
  (m) , (m)i iL r L r   (40) 
其中， 

 

max max

max max

max

max

( G ) ( G )0.5 1 , 0.5 1 0.5
2 / 2 2 / 2

( G )0.5 , 0.5 1 0.5
2 / 2

i i i i

i i

i

i i

i

G Gq q

G G
r

Gq

G

     
          
   

 
        

 (41) 

因此，中等收入收入区间对应在洛伦兹曲线上在横轴的投影为中等收入人口

区间，即 
 1 1( (m) ), ( (m) )iL L r L L r      (42) 

改进优点：中等收入收入区间半径 rp 的选取时主要是考虑了洛伦兹曲线的

凹凸程度，并且会随着经济的发展情况而发生变化。并且这种方法克服题目中所

提到的收入区间选取的随意性。 
 
针对人口空间法，中等收入人口区间为： 
 0.5 ,0.5p pp r r      (43) 

其中， 

 
2 / 20.5 1 0.5 1 1 0
2 / 2pr

 
       

 
 

因此，中等收入人口区间对应在洛伦兹曲线上在纵轴的投影为中等收入收入

区间，即 
 [ (0.5 ), (0.5 )]P PL r F r   (44) 
改进优点：中等收入人口区间半径 ri 的选取主要是考虑了洛伦兹曲线的走

势，因而更具有经济意义，而不是随意选取的区间范围。并且这种方法克服题目

中所提出的不适合均匀分布的缺陷。 
4）对收入空间法与人口空间法的改进的进一步说明 

a、本节中提到的改进方法是基于洛伦兹曲线进行的，主要是用指标描述了

洛伦兹曲线的形态与走势，即凹凸程度与不对称程度。 
b、对于中等收入收入区间，方法中是用洛伦兹曲线纵坐标财富累积区间来

表示，这个区间可以通过洛伦兹曲线方程与密度函数关系得到。 
 

5. 3 问题三——中等收入人口的定量描述与变化趋势 

本节以 5.2 节提出的改进的人口空间法，对题目中所给出的数据进行中等人

口收入的定量描述与变化趋势，并比较 A, B 两个地区中等收入人口的变化情况。 

5.3.1 中等收入人口的定量描述与变化趋势 

根据题目中所给的数据，首先得到了 A，B 两个地区两个年份的的洛伦兹曲

线，并标记出了曲线上极点 N 的位置关系。从洛伦兹曲线的图相信心中可以明
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显看出 A，B 两个地区两个年份的贫富分化程度与收入分配格局的情况。 

 
图 18  A、B 地区两个年份的洛伦兹曲线 

（注：A1、A2、B1、B2 分别表示 A 地区年份一、年份二，B 地区年份一、

年份二的数据） 
同时得到了 A1、A2、B1、B2 四个基尼系数如表 5 所示，对比如图 19 所示。 

表 5  A、B 地区两个年份基尼系数 

 
A1 A2 B1 B2 

Gini 系数 0.3414 0.3465 0.27069 0.25581 

 

 
图 19  A、B 地区两个年份的基尼系数 

从图 19 中可以看出，A 地区两个年份的基尼系数都相对较大（最大 0.34），
并且随着年份的增长有增大的趋势；根据联合国发布的指标 A 地区可能为贫富

分化程度适中的发展中国家或地区。 
B 地区两个年份的基尼系数都相对较小（最大为 0.27），并且随着年份的增

长有减小的趋势。根据联合国发布的指标 B 地区可能为贫富分化程度不大的发
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达国家或地区。 
根据改进的人口空间法，得到 A, B 两个地区两个年份的中等收入的人口区

间与收入区间，其中人中范围表示人口右区间与左区间的差，表示人口跨度，累

积收入表示累积收入上区间与下区间的差，表示财富累积。如表 6 所示。 

表 6  A, B 两个地区两个年份的中等收入的人口区间与累积收入区间 

 

人口 

左区间 

人口 

右区间 

累积收入 

下区间 

累积收入 

上区间 

人口 

范围 

累积 

收入 

A1 0.1298 0.8702 0.0356 0.6973 74.04% 66.17% 
A2 0.1335 0.8665 0.0358 0.689 73.30% 65.32% 
B1 0.1235 0.8765 0.0544 0.7349 75.30% 68.05% 
B2 0.0929 0.9071 0.0381 0.8061 81.42% 76.80% 

从上述表中可以看出 A1、A2、B1、B2 的人口区间范围，累积收入区间范

围，由于 A 地区的基尼系数又变大的趋势，所以 A 地区的人口范围与累积收入

范围都有变小的趋势，说明经济情况在向坏的方向发展。 
由于 B 地区的基尼系数又变小的趋势，所以 B 地区的人口范围与累积收入

范围都有变小的趋势，说明经济情况在向好的方向发展。 
根据 )( pL 与 )(xf 具有关系 

 


x
pL  )(  (45) 

 
)(

1)(
pL

xf





 (46) 

得到了 A，B 两个地区两个年份的中等收人的数量与范围、中等收入人口的数量

与范围的定量描述，其具体数值如表 7 所示，对比如图 20-23 所示。 

表 7  A，B 两个地区两个年份的中等收人人口区间与收入区 

 
Xl Xh p1 p2 

A1 2339.73 10141.91 12.98% 87.02% 
A2 3354.45 14166.5 13.35% 86.65% 
B1 8883.501 8883.501 12.35% 87.65% 
B2 10670.87 35288.09 9.29% 90.71% 
（注：表中[Xl，Xh]表示收入区间，[ p1，p2]人口区间） 

  
 图 20  A 地区两个年份密度曲线     图 21  B 地区两个年份密度曲线 

（注：上述两个图中的两条实线或虚线之间的范围表示中等收入收入区间，下同） 
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图 22  A 地区两个年份分布曲线     图 23  B 地区两个年份分布曲线 

（注：上述两个图中的两条实线或虚线之间的范围表示中等收入人口区间，下同） 

从表中可以看出，对于 A 地区年份一中等收入的数量为[2339.73，10141.91]，
中等收入人口范围为[12%, 87%]，结合其基尼系数的大小，表明其在中等收入定

位在一个合理范围内。 
对于 B 地区年份一中等收入的数量为[8883.501，8883.501]，中等收入人口

范围为[12.35%, 87.65%]，其收入基数较大，可能是 B 地区经济发达。又因其基

尼系数较小，因此，可能是 B 地区经济发达且财富分配状况优秀的地区或国家。 
上述图表充分表现了 A, B 两个地区两个年份的中等收入的人口区间与收入

区间及其变化趋势，也进一步表明问题二中所提出的改进人口空间法的有效性。 

5.3.2 比较两个地区的中等收入人口、收入变化情况 

根据题目要求需要比较年份一、年份二 A、B 两个地区中等收入的人口区间

与收入区间的变化情况。 

  
图 24  A、B 地区年份一密度曲线     图 25 A、B 地区年份二密度曲线 



  

25 

  
图 26  A、B 地区年份一分布曲线     图 27 A、B 地区年份二分布曲线 
从图 1 与图 2 中可以看出，对于年份一，从密度曲线来看，A 地区的图形表

现为尖且拥挤，B 地区的图形表现为钝且宽松，说明 A 地区的收入分配情况较 B
地区更为集中，因此 A 地区的收入分配情况较 B 地区差。从横向来看，B 地区

两条虚线所处的位置相对于 A 地区整体靠右，表明 B 地区的经济发展水平角 A
地区差。从中等收入人口来看，A 地区的人口区间与 B 地区的人口区间范围几

乎相等略小，但整体收入水平较地，且掌握的社会财富较少。 

5. 4 问题四——中等收入定位与人口度量模型 

二题中所述人口空间法与收入空间法，尽管有一些缺陷，但在目前情况来看

还是倍大多数的经济学家采用，同时也题出了很多质疑[2]。改进后的人口空间

法语收入空间法在一定程度上克服了原有方法的缺陷，但限于这两种方法本身的

缺陷，不能做到很满意的中等收入人口定于。 
本节的主要工作是提出一种能同时克服原有人口空间法与收入空间法的缺

点，并希望能得有明确的经济意义。 

5.4.1 收入空间法与人口空间法是一对矛盾的方法 

从讨论问题二中可以知道收入空间法与人口空间法是一对矛盾的方法，因为

这两种方法都不能同时解决收入区间与人口区间的问题。如图 1 所示 
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A1 B1
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图 28 收入空间法与人口空间法确定同一样本 
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由图可知，对于同一样本，收入空间法与人口空间法在确定同一样本时，会

得到两个不同的中等收入区间。并且，这两种方法都是通过确定一个区间，然后

再根据密度函数或分布函数得到另外一个区间。 
因此，我们需要解决这个矛盾问题，就是要同时得到收入区间与人口区间。 

5.4.2 中等收人定位于人口度量模型 

1）几点假设与说明 

由上文收入空间法与人口空间法是一对矛盾的方法，不能同时得到收入区间

与人口区间，为此，我们通过极点来解决这个问题。 
为了使模型更加准确与移动，我们提出以下假设： 
a、中等收入半径 r 越大，社会越稳定。 
中等收入群体一个社会主要的劳动力，同时也是主要的消费市场[9]。因此，

中等收入群体在社会的稳定和发展过程中扮演重要的角色[10]。当洛伦兹曲线趋

近于完全平等线时，r 逐渐增大，此时中等收入区间的人群增加，社会两级分化

趋势减弱。 
所以，当中等收入 r 越大时，整个社会经济越稳定。 
b、点 N 与点 B(1,0)距离 s 越大时，社会越经济不稳定。 
当某个社会的洛伦兹曲线趋近于完全不平等线时，点 N 趋近于点 B。因此，

令 s 为两点之间的距离，即 

 

2 2( 1)

2[0, ]
2

n ns x y

s

  



 (47) 

因此采用 s 来衡量该社会经济的稳定程度。 
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图 29 不同 s 的洛伦兹曲线 

由图(29)可知，当 s 越大时，社会经济越稳定，当 s 越小时，社会经济越容

易动乱。 
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中等收入区间半径r 社会稳定程度 s
正相关 正相关

中等收入区间半径r s
正相关

 
图 30  r 与 s 的关系 

结合图(30)，可得到中等收入半径 r 与 s 关系：当 s 越大时，r 越大；当 s 越

小时，r 越小。 

2）模型的建立 

原有的人口空间法，与收入空间法都是在单独人口或者收入的条件下刻画中

等收入。第二问所建立的模型，将原有的人口与收入因素，与洛伦兹曲线的特征

相结合，优化了原有的人口与收入的中等收入模型。 
但是，优化后的模型仍然面临如下的问题： 
(1)中等收入半径 r 收到中位收入 M 点的位置影响，特别是优化后的收入空

间法。 
(2)人口空间法与收入空间法的结果有较大的差异， 
因此，我们提出一种基于洛伦兹曲线的中等收入半径 r 的模型。 
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图 31  基于洛伦兹曲线的中等收入半径模型 

由上节可知，r 与 s 成负相关，因此建立 r 模型如下： 
 ( )r j s  (48) 
其中函数 j(s)满足以下条件： 

 

(0) 0

(1) 2 2
( ) 0
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j s


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；

；

 (49) 

以 N 为圆心，以 r 为半径做圆。与洛伦兹曲线交与 U,V 两点，将洛伦兹曲
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线上的弧 UV段定义为中等收入，其对应的经济意义社会经济稳定弧，显然符合

直观经济规律。其在横坐标对应的区间为中等收入人口区间，其纵坐标对应的区

间为中等收入收入区间。 
设极点 N 的坐标为  ( )N Np L p， ，联立圆与洛伦兹曲线的方程： 

 

2 2 2

0

( ) [ ( ) ( )]

1( ) (t)dt

N N

x

p p L p L p r

L p tf


    







 (50) 

可解出交点 U,V 的坐标，因此中等收入人口区间为。 
以前文中提到的洛伦兹曲线凹凸程度，与不对称程度作为指标建立的基础。 
用 s 与其最大值的比作为刻画凹凸程度的指标。 

 1 2 2
s

k   (51) 

由 N 点向对称轴作垂线段 e， 

 
(1 )

2
[0, 2 2]

y x
e

e

 




 (52) 

当 N 点偏离对称轴越大时，e 越大，该洛伦兹曲线不对称程度越大。 
同理，用 e 与其最大值的比作为刻画不对称程度的指标。 

 2 1
2 2
e

k    (53) 

联合式(51)(53),得 

 1 2 (1 ) 2 (1 2 e)
2 2 2 2
s e

k k k s      (54) 

所以指数 k 的范围为[0,1]。且当指数 k 越大时，说明社会贫富分化程度越小，

中等收入人群越大；且当指数 k 越小时，说明社会贫富分化程度越大，中等收入

人群越小。 

3）模型社会经济意义探讨 

对于关于社会经济发展趋势的讨论。N 点 N0 趋近 N1 过程有三种变化趋势，

一种是在对称轴的上方趋近，一种是在对称轴的下方趋近，一种是在对称轴的上、

下方交替趋近。其中两种情况如图 32,33 所示。 
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图 32  N 点在对称轴上方趋近 图 33  N 点在对称轴下方趋近 



  

29 

以从完全平等状态发展到完全不平等状态，即 N 点由 N0 趋近 N1 过程为例。 
依据 N 点的轨迹曲线在对称轴上下为依据，该过程可以分为两类，如图 32,33

所示。  
当 N 点轨迹在对称轴上方时，说明该社会的贫富分化的主要原因是富人减

少[11]。此时，达到平均收入的人增多，中等收入的人群增加。因此中等收入的

区间整体向高收入一方偏移。当 N 点轨迹在对称轴上方时，说明该社会的贫富

分化的主要原因是贫穷人口增加。此时，达到平均收人的人减少，中等收入人群

减少。因此中等收入区间整体向低收入一方偏移。 
通过观察 N 点的位置，可以得出现阶段社会贫富分化的原因人群，能够为

政府宏观调控提供参考。而根据以往 N 点的轨迹，可以对下一步社会的发展进

行一定的预测。 

5. 5 模型补充——对中等收入定位于人口度量模型的进一步讨论 

文中所改进的中等收入定位模型，较好地解决了人口空间法与收入空间法的

缺陷；所建立的基于洛伦兹曲线中等收入半径模型较好的解决了不能同时确定人

口区间与收入区间的问题。 
但是，所建立的模型，还是有一些问题与缺陷，这里拿出进一步讨论。 

5.5.1 解决两条相切的洛伦兹曲线的人口度量问题 

对于两条相切且切点为位于极点的问题，问题二所建立的模型不能很好的解

决。因为，此时极点 N 在两个方向的投影距离相等。为此，对相切模型做进一

步补充： 
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图 34  两条相交的洛伦兹曲线 

由上图可知，L4 斜率变化程度小于 L3，且曲线整体更接近与 N 点的切线。

因此，可知 L4 所具有的的中等收入区间应大于 L3。 
本文次用采用洛伦兹曲线与完全平等线围成的面积 ONA 与梯形面积 ODEA

之比作为衡量洛伦兹曲线整体与 N 点切线的接近程度。 
而洛伦兹曲线与完全平等曲线所围成的面积为： 
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1

0

0.5 ( )dp
ONA

S pL p  
 (55) 

洛伦兹曲线与 N 点切线，坐标轴所围成的面积为： 

 0.5(2 L( ) )( L( ))ODEA N N N NS x x x x     (56) 
可得： 

 3
ONA

ODEA

S
k

S
  (57) 

将 k3 定义为饱和度，反应的是洛伦兹曲线的相对饱和度。将此饱和度指标与中

等收入半径联系起来，可解决两洛伦兹曲线相切模型。 
 

5.5.2 关于样本分布方差问题 

考虑收入分布的统计量对收入结构的影响，方差越小说明人口收入越集中，

收入格局越均匀、合理。通过本文模型利用 A 地区数据计算得到第一年的中等

收入区间半径为 0.37，第二年的中等收入区间半径为 0.36，第一年收入方差小，

其中等收入区间略大于第二年，因此推断方差对收入格局有影响，但对其的影响

程度不大。 
 

5. 6 对政府决策部门的建议 

根据前文所做的研究与结论，对政府决策部门提出如下建议： 
1)不仅要提高低收入者的收入水平，更重要的是提高低收入者的收入比重。

提高低收入者的收入水平非常重要，可以保障低收入者的基本生活，维持社会稳

定。不过，从提高中等收入群体的比重角度来看，仅仅提高低收入者的收入水平

是不够的，关键还要提高低收入者的收入比重。 
 
2)通过调节过高收入，扩大中等收入比重的方式，使洛伦兹曲线整体左移，

降低社会的收入不平等程度。政府可以通过对高收入者的高税收等手段，调节过

高收入者的收入比重，避免财富的过度集中，这样将改善的收入分配不平等程度。 
 
3)对于两级分化社会，应关注低收入者的收入转移，尽可能的使高收入者的

财富转移到低收入者，而不是使收入者的财富转移到高收入者。 

6 全文评价与创新点 

第二问模型的优缺点： 
(1) 解决了半径确定的随意性，建立一种可以得出具体半径参考值的模型。 
(2) 该模型基于洛伦兹曲线的几何特性，直观并且具有一定经济学意义。 
(3)该模型不能对两条相切条件下的洛伦兹曲线的收入分配问题。 
 
第四问模型的优缺点： 
(1) 将中等收入区间定义为，以 N 点为圆心，以 r 为半径的圆。具有一定的
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创新性，并消除了对 M 点的依赖性。模型具有更好的适应性。 
(2) 从社会经济学上，抽象地建立了中等收入区间半径 r，与 N 点到 B 点距

离 s 的关系。并以此确立了 r 的数学模型。 
(2) 模型能够对给出较合理的社会当前贫富分化的原因，并对未来走势做出

一定预测，能够为政府部门提供决策建议。 
 
创新点： 
1）文中所改进的中等收入定位模型，较好地解决了人口空间法与收入空间

法的缺陷； 
2）所建立的基于洛伦兹曲线中等收入半径模型较好的解决了不能同时确定

人口区间与收入区间的问题。
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