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第第十十届届华华为为杯杯全全国国研研究究生生数数学学建建模模竞竞赛赛 

 

题 目        中等收入定位与人口度量模型研究 

摘       要： 

本文结合武汉大学王祖祥教授提出的洛伦兹曲线构造方法，将基础模型进行

组合，自建了两种洛伦兹曲线模型，针对复杂的参数范围，采用变量代换的方法

去掉其约束条件。从信号检测与估计理论中得到启发，引入噪声概念求解模型参

数。用多项式模型较好的拟合了洛伦兹曲线；对比王祖祥教授提出的十种已有模

型，用常用的三种标准判断拟合精度的好坏，定量地说明了自建模型的优点。 

近年来国内外对于中等收入人口的比重及意义都有所讨论，也提出了一些测

算方法，但都有其局限性，我们建立一种确定的函数关系来克服收入空间法在收

入区间取法上的任意性，对于不同地区、不同年份的中等收入人口及其收入区间

都有现成可行的划分方法，并改进了人口空间法，方便纵向比较各年中等收入人

口与收入。除了对收入空间法和人口空间法的改进，本文还创新地提出了一种判

断中等收入人口的指标，并给出了这种方法的经济学意义。 

 

关键词：洛伦兹曲线  噪声概念  多项式模型  中等收入人口  收入空间法  
人口空间法 
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1 问题重述 

目前我国的收入分配结构呈现为“金字塔型”。推动我国经济增长尽快转到主

要依靠内需特别是消费需求拉动的轨道上来，迫切需要扩大中等收入群体。然而

调整国民收入分配结构，就是要构建经济学上所推崇的“橄榄型”收入分配结构，

即低收入和高收入相对较少，中等收入占绝大多数的收入分配结构。在这种收入

分配格局下，收入差距不大，社会消费旺盛，人民生活水平高，社会稳定。但怎

样才能合理地体现出国家的分配格局呢？根据相关文献显示，反映国家的经济规

律模型很多，例如洛伦兹曲线模型、多项式模型、密度函数 Kernel 估计法等。 

洛伦兹曲线用以比较和分析一个国在不同时代或者不同国家在同一时代的

财富不平等该曲线作为一个总结收入和财富分配信息，可以直观的看到一个国家

收入分配平等或不平等的状况。洛伦兹曲线模型中 ( )L p 表示低于或等于 x 的人口

群体拥有收入占总收入的比例，则应有 

0

1( ) ( )d
x

L p tf t t


  ， ( )p F x                     

( )L p 称之为收入分配的洛伦兹曲线。显然，如果 1( )L p 与 2 ( )L p 是两个不同

收入分配的洛伦兹曲线，若对任何 (0,1)p 都有 1 2( ) ( )L p L p ，则 1( )L p 对应的收

入分配显然更优，因为在 1( )L p 中，任何低收入端人口拥有的总收入比例更大。

图 1 为某收入的密度函数 ( )f x ，记对应的分布函数为 ( )F x ，则 ( )p F x 表示收

入低于或等于 x的人口比例。由于 ( ) 1 2F m  ，意味着收入大于或等于平均收入

的人口一定不到半数，因此是少数。 

 

图1 密度函数曲线 

 

图 2 中的红色线表示洛伦兹曲线其中横轴表示人口比例，纵轴表示总收入比

例。显然，图中曲线位置越高，所代表的收入分配越平等。 
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图2 洛伦兹曲线 

根据上述对洛伦兹曲线的描述我们需要构造一个能够更好地反映国民收入

在国民之间分配的数学模型。而且近年来国内媒体对于扩大中等收入者的比重的

意义，扩大中等收入者比重的途径，都有所讨论，看法相对比较一致，但对中等

收入者的概念、界定方法或划分标准，如何合理界定其收入的上下限，各种看法

出入很多。中等收入者在国家收入分配上起到很大的作用。目前提出的中等收入

人群的划分方法仍有一些缺陷，例如由于经济进步，通货膨胀等因素的影响，收

入区间是变化的，更多的情形是所有人口的收入都提高了，即全社会的收入区间

右移，可见收入区间的范围存在任意性，这就使总想比较各年的中等收入人口出

现困难。 

因此需要一种很好的模型来改善收入空间法的收入区间的任意性，以及测算

出中等收入人口比例大小。我们认为，中等收入人口不单纯是经济学概念，它具

有经济、历史、地域和社会等多重规定，目前对中等收入标准的界定，还没有统

一的标准。因此找出一种合理的方法来衡量我国的中等收入范围以及中等收入人

口比例是十分重要的。本文针对上述情况，通过对已有的数据进行分析建模主要

解决以下问题： 

 如何很好的描述我国的国民收入问题； 

 如何才能很好地确定我国中等收入范围和中等收入人群 

 对中等收入人口的变化情况进行合理的分析； 

 对中等收入人口进行重新定义、原理及经济学原理 
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2 问题分析及符号说明 

2.1 问题分析 

要建立洛伦兹曲线较好的拟合收入分配分组数据，曲线的模型构建显得尤为

重要，洛伦兹曲线模型有其固有的基础模型，在自建模型的过程中可以采用多种

基础模型进行组合，在这个过程中要注意模型参数的变化，参数的范围很可能会

变得相当复杂，不妨采用参数代换的方法去掉约束条件。 

自建模型之后，从图像上直观感受其拟合精度，并采取通用的标准与已有的

模型进行比较，定量描述模型的好坏。 

构建曲线模型是为了将收入分组数据连续化，更好的分析该地区收入分配水

平，而确定中等收入以及中等收入人口的范围需要采用特定的方法，已有的收入

空间法和人口空间法都存在着一定的缺陷，我们要建立一种确定的函数关系来克

服收入空间法在收入区间取法上的任意性，这样对于不同地区、不同年份的中等

收入人口及其收入区间都有现成可行的划分方法；我们也可以找到确定的函数来

对人口空间法的上下限取值进行估计，这样可以方便的纵向比较各年中等收入人

口与收入。 

对于中等收入人口的测算方法，除了改进已有的方法之外，还可以重新构建

一种指数来描述其在社会总人口中所占的比重，这种指数我们可以在已经大量使

用的洛伦兹曲线中找到灵感，用来描述曲线的弯曲程度，借此得到中等收入人口

的比重。 

2.2 符号说明 

 f x
 

收入分配的密度函数 hq  人口比为 10%的最低收入人口的平

均收入 

p  
收入低于或等于 x 的人口比例 q  

收入水平差 

 L p
 低于或等于 x 的人口收入占总收

入的比例 
  

收入因子 

m  收入中位数点   比例系数 

  
平均收入 w  财富比例变化值 

lx  
中等收入人口收入下限   财富分布平等指数 

hx  
中等收入人口收入上限 midR  

中等收入人口比重 

lq  人口比为 10%的最高收入人口的

平均收入 
  

 



 

4 

 

3 模型的建立与求解 

3.1 自建洛伦兹模型一 

我们已经知道洛伦兹曲线模型是一种行之有效的方法，我们从大量参考文献

中总结出洛伦兹曲线模型的特点，并尝试根据这些特点自己构造洛伦兹模型。洛

伦兹曲线模型中的项大部分是由以下五种基础模型组合而成。因此，我们建立模

型的时候，也是基于这些基础模型。 

 1L p p                             3-1-1 

     2 1 1 0,1L p p


                    3-1-2 

 
1 0
1

pe
L p

e



 



 


                   3-1-3 

        1

1

1
3 1 1 11 1 0,1 , ,0 0,lnL p L p



                   3-1-4 

          2

24 2 2 21 1 0,1 , ln ,0 0.L p L p


              3-1-5 

基于上述思想，我们首先根据洛伦兹曲线的特点 0),0( L ，确定模型中的

常数项为 0，为模型构建 p 这一项确保在 0p  的时候 ( , ) 0L p   ；在根据

1),1( L ，为模型构建  1 p


 这一项确保在 1p  的时候  1 0p


  ，由于洛伦

兹曲线是一个上凸的曲线，在 1p  时  1 0p


  ，因此可以看出此项前应加一

个负号，并根据 1),1( L 加上 1，这样就能保证洛伦兹模型满足条件 0),0( L 和

1),1( L 。 

下面考虑上述基本模型中的 3-1-3 模型，可以将之加成到  1 p


 的项中，因

为在众多参考文献中，并没有发现L ( ) (1 )p p 

 和 做乘积的模型出现，我们先试

验性的列出一种公式，根据公式的曲线特性做出修改，构造出一种新的洛伦兹曲

线模型： 

( ) [1 ( )(1 ) ]vL p p L p p 

                       3-1-6 

接下来我们确定模型中参数的取值范围，我们根据洛伦兹曲线模型的特点

0),0( L ， 1),1( L ， 0),(  pL ， 0),(  pL ，        3-1-7 

 对 3-2-6 求一阶导数和二阶导数，我们可以确定 ( )L p 中参数的取值范围： 

     10, 0, 1, 0,1 , ,0 0,ln                        3-1-8 

对于一些结构较为复杂、变元较多的数学问题 ，引入一些新的变量进行代

换，以简化其结构，从而达到解决问题的目的这种方法叫做变量代换法。变量代

换法是一种非常有效的解题方法，尤其是处理一些复杂的不等式问题，效果明显。
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合理代换往往能简化题目的信息，凸显隐含条件，沟通量于量之间的关系，对发

现解题思想，优化解题过程有着重要的作用。 

在本模型中  0,1  很容易想到利用三角函数，故此采用 2sin   ； 0  则

联系到 e  ，这样就将约束条件转变为无约束条件。 

然后通过运用 lsqcurvefit()函数，并根据表 7 的数据得到 , , ,     这四个未

知量的估计值： 

2.0424, 0.4019, 0.2403, 31.6917v        

通过 matlab 程序得到洛伦兹曲线的图形： 

 

图3 自建洛伦兹模型一拟合曲线图 

表1 自建洛伦兹模型一误差特性 

 均方误差（MSE） 平均绝对误差（MAE） 最大绝对误差（MAS） 

自建洛伦兹模型一 63.06365 10  0.0014 0.0232 

 

3.2 自建洛伦兹模型二 

另外一种构建洛伦兹模型的思路是将弓形曲线    1 = 1-L p Ap p
 与(0,0),(1,1)

的对角线  2 =L p p结合合起来，从而得到一种洛伦兹曲线模型： 

   = - 1-L p p Ap p
                        3-2-1 

式中， , ,A  是参数， )(xFp  表示收入低于或等于 x的人口比例，收入低于或

等于 x的人口人口拥有收入占总收入的比例为 )( pL 。 
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由洛伦兹曲线的四个约束条件， 0),0( L ， 1),1( L ， 0),(  pL ，

0),(  pL 对 3-3-1 求一阶和二阶导数： 

 
   

 

  

   

111 1 1

1 1
1

1
1

1
1

dL p
A p p p p

dp

Ap p
p p

p L p
p p

p L p p L p

p p

  



 

 

 

 

     
 

 
    

 

 
    

 

 
  



 

 
  

   

   

2

22 2

1 1 2
11

d L p
p L p

dp p p pp

      
    

  

 

满足一阶和二阶导数同时大于零的参数范围是：  0, , 0,1A    。 

下面重点说明对于参数求解的另一种不同的方法：在学习信号检测与估计理

论的过程中使用过噪声的概念，本组成员讨论后认为可以借鉴使用，下面介绍求

解参数的方法。 

首先对提出的洛伦兹曲线进行变换： 

   

    

   

= - 1-

ln ln ln ln 1

1, ln , ln 1 ln , , T

L p p Ap p

p L p A p p

p p A



 

 



    

   

 

引入噪声的概念之后，加入噪声  n k ，并令

            ln , 1, ln , ln 1 , ln , , T
Z k p L p V k p p a k A         ，上式变形为： 

       Z k V k a k n k   

根据最小二乘算法的定义，使误差平方和，也就是这里所说的噪声的平方和

最小， 

       
22 22

2
0 0 0

min min
N N N

i

k k k

n k Z k V k a k 
  

         

为简化书写，同时也为了方便阅读，这里不妨做如下简写：

       , , ,Z k z V k v a k a n k n    ，式中 , , ,z v a n都是向量形式。 

因此有： 
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     1 1

TT

T T T

T T T T T T

T
T T T T T

n n z va z va

z a v z va

z z z va a v z a v va

a v v v z v v a v v v z
 

  

  

   

  

 

上式可以清楚地看出，要使噪声的平方和最小，  
1

T Ta v v v z


 。 

下面根据表 7 中的数据（去掉最后一行进行处理），得到 v是一个16 3 的矩

阵， z 是一个16 1 的矩阵，计算得到的 a是一个3 1 的矩阵，上文中也提到了

   ln , , T
a k A   ，这样通过矩阵的乘法运算，并将 ln A的数值做指数运算得到

A ,这样的一组参数值为： 

0.8417, 0.9328, 0.6349A      

将上述参数带入洛伦兹曲线模型二中，用 matlab 绘出图形为： 

 

图4 自建洛伦兹模型二拟合曲线图 

从图中可以看出，绘出的曲线与数据点的拟合程度还是很好的，从精度计算

中得到结果也令我们满意。这样除了使用 lsqcurvefit()函数方法直接用 matlab 求

出参数这一种方法之外，参照信号检测与估计的方法，引入噪声的概念，一样可

以求出洛伦兹曲线模型的参数。 

下面从定量的角度分析， 
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表2 自建洛伦兹模型二误差特性 

 均方误差（MSE） 平均绝对误差（MAE） 最大绝对误差（MAS） 

自建洛伦兹模型二 68.2390 10  0.0025 0.0402 

从以上三种标准中可以看出，我们采用的噪声概念求参数方法得到的参数，

应用在提出的洛伦兹模型二上，三种精度标准与洛伦兹曲线模型一都处于同一数

量级上，可见引入噪声概念后，这种求参方法是切实可行的。 

3.3 多项式模型 

在洛伦兹曲线拟合方面，题目中提到使用洛伦兹曲线模型是比较理想的方法

之一，但并不排除通过多项式模型、样条函数模型逼近来确定的洛伦兹曲线，因

此，我们尝试使用多项式模型。因为多项式模型结构比较简单，我们知道一次项

的多项式是一条直线，二次项的多项式是一条抛物线，我们根据洛伦兹曲线的特

性： 

0),0( L ， 1),1( L ， 0),(  pL ， 0),(  pL            3-3-1 

即 (0, )L  在[0,1]上是凸增函数，构建出多项式的基本模型为： 

1 2
1 2 3( ) (1 )[a ]n n n

nL p p p p a p a p a p             3-3-2 

我们通过比较以及误差分析可知当 n=3 时多项式的洛伦兹曲线比较符合标

准。因此我们可以得到的多项式为： 

3 2( ) (1 )[A B C ]L p p p p p p                  3-3-3 

其中 A,B,C 是未知参数，拟合附录中表一的数据，使用非线性最小二乘法求

解 

2

1
min ( ( ) )

n

i i

i

L p L


                      3-3-4 

在matlab中使用 lsqcurvefit函数进行非线性最小二乘拟合得到多项式中未知

的参数，从而得出 ( )L p 的表达式，在这里，我们将表 7 中的数据输入到 matlab，
通过拟合，得到参数 A，B，C 的值分别为-2.1020 1.2497 -1.2155，将之代入

多项式模型，作出的拟合洛伦兹曲线如下图所示，图中标记的点为样本点。经过

matlab 仿真可以得到多项式模型的洛伦兹图形为： 



 

9 

 

 

图5 多项式模型拟合曲线图 

拟合精度的好坏我们采用以下三种标准进行比较： 

①  均方误差（MSE，mean squared error） 

 
2

1

1 ˆ( , )
n

i i

i

L p L
n




                       3-3-5 

② 均绝对误差（MAE,mean absolute error） 

1

1 ˆ( , )
n

i i

i

L p L
n




                       3-3-6 

③ 大绝对误差（MAS，maximum absolute error） 

1
ˆmax ( , )i i

i n
L p L

 
                      3-3-7 

通过运用 matlab 可以获得其拟合精度，其结果如下表： 

表3 多项式模型误差特性 

 均方误差（MSE） 平均绝对误差（MAE） 最大绝对误差（MAS） 

多项式模型 41.5179 10  0.0023 0.0376 
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3.4 多模型对比 

从参考文献中，我们找出 10 种洛伦兹模型，如下所示： 

 1
1( )= 0
1

pe
L p L p

e



 



 


                  3-4-1 

    2 ( ) 1 1 0,1 , 1L p p



                   3-4-2 

 

 

3( ) 1 1

0,1 , 0, 1, 1

L p p p


    

   
 

    

                        3-4-3 

 4 ( )
0, 0, 1, 1

L p p L p




    



    
                           3-4-4 

 

    

5

1

( ) 1 1

0,1 , ,0 0, ln ,  0, 1/2, 1

L p p L p






      

   
 

      

     3-4-5

  

     

6 ( ) 1 1

0,1 , ln ,0 0, , 0, 0, 1

L p p L p






      

   
 

      

       3-4-6 

    
1 21

1 27

1 1 1

( ) 1 1 1 1

0, 0, 1, 0, 1, 1

L p p L p L p
 

 

        

      
    

        

              3-4-7

       
   

1

8

1

1 1 1 1

0, 0, 1, 0,1 , 0,1

L p p p
 

 

     

    

     
              3-4-8 

    9( ) 1 1 0, 0,1L p p p
                    3-4-9 

     

     

1

10

1

( ) 1- 1- + 1- 1- 1-

0, 0, 0,1 , 0,1 , 0,1

L p p p p
  

    

   
   

    

          3-4-10 

由于上述模型都是非线性函数，非线性最小二乘估计需要估算参数的数值。

当参数范围的结构较为复杂时，我们可以采用参数变换来对约束条件进行变换，

这种变换使我们可以采用不受约束的非线性最小二乘估计，这种方法比受约束的

非线性最小二乘估计要有效率的多。因此我们用 xe  代替 3-5-1 中的  即： = xe

因此  1L p 变为  
xe

1 e

1( )=
1

x

pe
L p L p

e






，并用其替代上述公式中的 ( )L p 。 

对于每一个模型，我们都是用 matlab 中的非线性最小二乘法拟合得到其未

知参数，得到未知参数如下表所示: 
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表4 各模型参数表 

                     v   x  1
  

1x
  

2x  
1
  

2
 

   

 1L p     0.990       

 2L p   0.780 1.759        

 3L p  1.405 0.509 0.465        

 4L p  0.982  0.477 1.234       

 5L p  0.039 0.682 1.730 0.062       

 6L p  0.282 0.730  0.900       

 7L p  0.725  0.491  0.698 1.254 0.567 0.585 0.702  

 8L p  1.759 0.200 0.010     0.780   

 9L p  0.789 0.677         

 10L p  0.799 0.677 1     0.500  0.6 

有了参数就可以代入相应的模型中，对其进行 MATALB 仿真得出了它们的

洛伦兹曲线以及它们的均方误差、平均绝对误差、最大绝对误差如下表所示： 

表5 各模型误差系数 

 均方误差（MSE） 平均绝对误差（MAE） 最大绝对误差（MAS） 

 1L p  43.0137 10   0.0151 0.2419 

 2L p  52.1740 10   0.0042 0.0670 

 3L p  64.40126 10   0.0018 0.0283 

 4L p  43.0277 10   0.0117 0.1872 

 5L p  76.5897 10   46.5411 10   0.0103 

 6L p  52.1974 10  0.0034 0.0539 

 7L p  53.8670 10   0.0050 0.0798 

 8L p  51.1657 10   0.0031 0.0492 

 9L p  51.1567 10  0.0040 0.0532 

自建洛伦兹模型一 63.06365 10  0.0014 0.0232 
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自建洛伦兹模型二 68.2390 10  0.0025 0.0402 

多项式模型 41.5179 10  0.0023 0.0376 

 

下面给出 10 种模型的拟合曲线 

 

图6 模型一拟合曲线 

 

图7 模型二拟合曲线 
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图8 模型三拟合曲线 

 

图9 模型拟合四曲线 
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图10 模型五拟合曲线 

 

图11 模型六拟合曲线 
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图12 模型七拟合曲线 

 

图13 模型八拟合曲线 
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图14 模型九拟合曲线 

 

图15 模型十拟合曲线 

通过将本文中新设计出的模型：多项式模型、洛伦兹曲线模型一、洛伦兹曲

线模型二以及从文献中找出的十种模型的均方误差、平均绝对误差、最大绝对误

差进行对比，可以得出： 

1、我们所构造出的多项式和洛伦兹模型的均方误差，和文献中找到的十种

模型的均方误差都很小，均在在 410 以下，其中洛伦兹曲线模型一的均方误差值

在 610 数量级上，比上述十种模型中的一些还要好； 

2、平均绝对误差方面，所构建的模型和文献中摘取的十种模型几乎都在一

个数量级上，差别不是很大； 
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3、最大绝对误差的范围在  0.01, 0.25 之间，我们构建模型的最大误差分别

为 0.0232、0.0376，接近于这个范围的下限，精度较高。 

4、特别要说明的是模型⑤  5( ) 1 1L p p L p



   
 

的均方误差要比其他

模型低 1-3个数量级，平均绝对误差要低 1-2个数量级，最大绝对误差也要低，

因此在上述的十三种模型中，模型⑤  5( ) 1 1L p p L p



   
 

的精确度最高，

但不可否认的是，我们构建的模型在这三种指标上并不比文献中的已有模型差，

反而在有些方面精度更高。 

因此本文所设计的洛伦兹模型二比文献中给出的其他模型，能够更好的描述

国民收入在国民之间的分配问题。 

洛伦兹曲线模型与密度函数 Kernel 估计法 

Kernel 估计法即核密度估计，它是用来估计收入分布密度函数的非参数检验

方法之一。该方法是基于给定的核函数来推算样本的密度函数，从而找出其分布

状态假如寻求一个随机变量 x 的概率密度函数 f( x) 。这里对于 X 的分布不强加

任何形式的函数假设其估计量用 (x)f


  表示。在特定的假设条件下，可以推导

出“核密度估计量”的形式如下:
1

1(x) ( )
n

i

i

X x
f K

nh h






   要使用上式，关键问题

是选择合适的核函数 ( )K   以及最优带宽 h  ，但核密度函数估计对数据要求较

高，尤其是需要大样本的住户调查样本资料，核密度估计在估计边界区域的时候

会出现边界效应。 

 

4 中等收入人群的确定 

4.1 基于收入空间法的改进 

经济理论界考虑取收入落在中位收入m 的一个范围内的人口为中等收入人

口，可以视这种方法为“收入空间法”，如图 3 所示。取其中收入属于 ),( hl xx 中

的人口为中等收入人口，这时中等收入人口比例M 显然等于 )()( lh xFxF  。显

然，这种方法中 lx 与 hx 的取法具有任意性，由于经济进步，通货膨胀等因素的影

响，收入的区间是变化的，更多的情形是所有人口的收入都提高了，即全社会的

收入区间右移，可见 lx 与 hx 的任意性使纵向比较各年的中等收入人口时出现困

难。 
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图16 依据中位数确定区间示意图 

为了解决中等收入区间取法的任意性，克服由于经济进步，通货膨胀等因素

引起的收入区间右移而导致纵向对比困难，我们提出了一种改进的中位数确定

法。 

中等收入区间应在中位数m 附近，在收入数轴上向左向右取出一个合理的区

间 ),( hl xx ，收入下限与中位数的差值 lx 和收入上限与中位数的差值
hx 应当综合

考虑所有人口的收入水平。通过分析统计数据我们发现， lx 、 hx 的取值和整

体收入水平呈一个正相关关系，我们取最高收入水平和最低收入水平的插值作为

整体收入水平。暂且将这种方法命名为：中位数调整法。 

表6 相关参数表 

最高收入水平
hq  人口比为 10%的最高收入人口的平均收入 

最低收入水平
lq  人口比为 10%的最低收入人口的平均收入 

收入水平差 q  
h lq q q    

收入因子 （令

= hx 
） 

hx
q

q q
  


   

 

 

上下限对比系数   1
2 
 

上述约定中 lx 和 hx 是根据所给收入分配分组数据 1jx 计算出的数值，是收

入下限与中位数的差值 lx 和收入上限与中位数的差值 hx 的估计值。按照上述

约定，以题中附录表二（下表 2）中的数据为例，可以计算上述约定数值。 

表7 地区 A 年份一数据表 

jx
 

1jx
 

jp
 

jL
 

0.00 2228.28 0.10 0.0250 

2228.28 3066.03 0.20 0.0673 

3066.03 3790.18 0.30 0.1221 

3790.18 4519.24 0.40 0.1882 

4519.24 5254.75 0.50 0.2663 

5254.75 6166.38 0.60 0.3569 
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6166.38 7273.48 0.70 0.4631 

7273.48 8813.52 0.80 0.5901 

8813.52 11424.93 0.90 0.7485 

11424.93 14171.91 0.95 0.8493 

 

 

 

 

9

9

1

1

9 1

9 1

1
,

1

,

1
1

h

l

h l

L N
q

p N

L N
q

p N

L N L N
q q q

p N p N





 









    

  
以上公式中， N 表示总人口数量，在计算中是可以约掉的， 表示平均收

入，表中在最后已经给出， j jp L、 的数值也可以在表中查到，这样，经过计算， 

 1 0.7485 6281.34
15797.57,

1 0.9
0.025 6281.34 1570.34,

0.1
15797.5701 1570.335 14227.24

h

l

q

q

q

 
 




 

   

 

下面来叙述确定收入因子的方法，也就是确定收入因子中参数 的方法。不

妨取收入的中位数 5 1 5254.75m x   ，假设 

8 1 5 1 8813.52 5254.75 3558.77hx x x

        

lx 在这基础上乘以一个上下限对比系数  ，  的范围应该满足  0,1  ，

这在收入分配的密度函数 ( )f x 上也可以看出来，当收入 x m 时，人口比例要少

于收入 x m 时的人口比例，要使中位数m 左右的人口比例大致相当，则

h lx x   是必然的，反映在函数上是: 

       h l h lF x F m F m F x x x       

(记对应的分布函数为 ( )F x ，则 ( )p F x 表示收入低于或等于 x 的人口比

例)。不妨设 hx 作为收入因子，这样
3558.77 0.25

14227.24
hx

q



  


，收入因子

0.25 q   ，则： 

0.25 0.25 14227.24 3556.81hx q        

根据 1
2  ，也就是说 1 0.5 0.25 1778.412lx q      这是只要提供中位

数 5254.75m  ，就可以得到： 
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5254.75 1778.41 3476.34,
5254.75 3556.81 8811.56

l l

h h

x m x

x m x

    

      
这样中等收入人口的收入上下限就可以确定了。将 AB 两地各年份的的数据

代入到 l hx x、 中： 

l l

h h

x m x m q

x m x m q





    

    
 

在第 5 节中，我们将使用这种改进的收入空间法来研究 AB 两地在不同年份

的中等收入人口变化情况。用这种“中位数调整法”可以算出中等收入的上下限。 

4.2 基于人口空间法的改进 

“人口空间法”，指的是选择 ( ) 1 2F m  邻近的一个范围为中等收入人口，

例如取范围 1 20%p  到 2 80%p  ，这样，中等收入人口比例就已经取定为 60%。

再用此 60%的人口所拥有的收入占总收入的比例来描述中等收入人口的状态。 

传统的人口空间法的缺陷在于，当出现一种两极分化的情况时，例如，某地

的收入分配是[1000,3000]上的均匀分布，这时中位收入是 m=2000。此时，中间

60%人口拥有总收入的 60%，中等收入界定范围是 14000 到 26000。到收入分配

发生变化，变成了[0,4000]上的均匀分布，这时收入范围拉大了，低端人口收入

下降了，高端收入人口收入增加了，直观上两极分化扩大了，也即中等收入人口

应该是下降了，但按第二种方法，中间 60%的人口拥有的总收入比例仍是 60%。 

传统的人口空间法缺点在当出现两极分化现象时，对于中等收入人口的分析

与直观上不符合，中等收入人口所占的比例 60%是达不到的，应小于 60%。而

下降的人口比例大小，应是与原中等收入人口比例 p（即 60%）在时间变化的过

程中所拥有的收入占总收入的比例 ( )L p 的改变量相关，即：原 60%中等收入人

口占有的财富比例变化值越大，相应的中等收入人口比例的变化值就越大，中等

收入人口财富比例变化值 w 与中等收入人口比例变化值 p 之间有一个呈正比

的系数，用公式来表示： 

p w    
也可以采用另外一种思路，以低收入人口所占有的财富比例变化的绝对值

lw 乘以一个系数 l 作为低收入人口比例的增长值 1 l lp w   ，以高收入人口

所占有的财富比例变化的绝对值 hw 乘以一个系数 h 作为高收入人口比例的增

长值 2 h hp w   ，这样中等收入人口比例变化值 p 可以表示为： 

l l h hp w w       

当然，中等收入人口的比例并非固定是 60%，也可能是其他数值，这种改进

的人口空间法旨在解决在各年中 1p 与 2p 取不同的值时，纵向比较各年中等收入

人口与收入的变动，给出了解决 1p 与 2p 变化的方法。 
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举个例子来说明所提出的方法，如示意图所示，低收入人口比例 20%，所占

的财富比例为 10%，中等收人人口比例 60%，所占财富比例为 50%，高收入人

口比例 20%，所占的财富比例为 40%，经过若干年后，假设出现两极分化现象，

若仍以低、中、高收入人口比例为 20%：60%：20%来计算财富比例的话，其财

富比例由 10%：50%：40%变化为 5%：45%：50%，意味着中等收入人口中有人

变得贫穷，有人变得富有，总人数和中等收入人口比例是减少的，低收入和高收

入人口比例是增加的，在表中的反应是 1p 右移， 2p 左移，计算具体移动比例的

方法已在上文中提到。 

  

20% 60% 20% 

10% 50% 40% 

5% → 45% ← 50% 

在第 5 部分中，我们将分析改进的人口空间法的效果。 

 

5 模型的实证分析（A,B 地区） 

在这一部分中，我们通过分析 A,B 两地的数据了验证基于收入空间法和人

口空间法改进效果，同时对各地区、各年份的中等收入范围，中等收入人口数量，

以及变化趋势等情况进行了描述。 

5.1 用收入空间法分析 A,B 两地的中等收入人口情况 

对于各地区中等收入的范围的界定，我们依据问题二中提到的改进的收入空

间法来进行确定，确定规则如下公式所示： 

l l

h h

x m x m q

x m x m q





    

                               5-1-1 

根据以上规则，确定了各地区各年份的中等收入人口的收入下限和上限 

表8 中等收入上下界 

 地区 A年份一 地区 A年份二 地区 B年份一 地区 B年份二 

下限 lx  3476.34 4915.96 11484.08 14254.99 

上限 hx  8811.56 12533.58 22298.65 28933.87 

 

在问题一的分析中可以看到，我们自己建立的模型一在均方误差和平均绝对

误差等参数上明显优于其他洛伦兹模型，因此我们选择该模型进行曲线拟合。 

曲线模型如下所示： 
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( ) [1 ( )(1 ) ]vL p p L p p 

                    5-1-2 

已知了 L(p)与 p 的关系式，由以下公式推导可得到 p 与 x 的关系表达式，即

( )F x 与 x的函数关系。 

          
 

dL p dL p dL p dF x dL pdp
f x

dx dp dx dp dx dp
                 5-1-3 

   

   
 

0

1( ) ( )d
x

L p tf t t

dL p xf x

dx

xf x dL p
f x

dp









 

 

又

    

                    5-1-4 

 
   ,

dL p x
L p x L p

dp



                         5-1-5 

对于（5-5）式，由于复杂度较高，不能够求出其反函数，在已知 x 的情况

下， 我们使用牛顿插值法解方程得到对应的 Hp 和 Lp ，根据中等收入界限的上

限 Hx 和下限 Lx 来确定中等收入人口分布。 

根据上述四种不同的数值确定洛伦兹曲线模型的参数，通过 matlab 内置的

函数 lsqcurvefit 获得各组数据的拟合参数，参数如下表所示： 

表9 参数表 

         

地区 A年份一 1.6570 -15.6163 0.5645 0.4094 

地区 A年份二 1.6654 -18.0298 0.5915 0.4418 

地区 B年份一 1.4123 -18.9604 0.5543 0.3838 

地区 B年份二 1.4236 -18.3801 0.6729 0.3753 

四组数据的洛伦兹曲线以及 x-p 曲线如下所示，同时求得 x-F(x)关系曲线。 

 

图17 地区 A 年份一洛伦兹曲线及 x-F(x)关系曲线图 
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图18 地区 A 年份二洛伦兹曲线及 x-F(x)关系曲线图 

 

 

图19 地区 B 年份一洛伦兹曲线及 x-F(x)关系曲线图 

 

 

图20 地区 B 年份二洛伦兹曲线及 x-F(x)关系曲线图 
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由表 1 提供的四组 lx 和 hx 值，将值分别带入式（1），通过牛顿插值法，在

已知 x 的情况下，解函数方程，求得四组数据对应的 p 值如下 

 

图21 x-F(x)曲线关系图 

 

表10 中等收入 p 值 

 地区 A年份一 地区 A年份二 地区 B年份一 地区 B年份二 

下限 Lp  0.2351 0.2422 0.2428 0.2013 

上限 HP  0.8006 0.7977 0.8115 0.7833 

人口比例 0.5645 0.5555 0.5687 0.5820 

 

表11 中等收入人口状态 S 

 地区 A年份一 地区 A年份二 地区 B年份一 地区 B年份二 

( )LL p  0.0828 0.0852 0.1238 0.0951 

( )HL P  0.5900 0.5825 0.6414 0.6244 

收入比重 0.5072 0.4973 0.5176 0.5283 

 

根据题意，中等收入人口的状态定义为 ( ) ( )H LS L p L p  ，这个状态值的含

义就是中等收入人口所占的收入占总收入的比重。根据上表给出的各组数据的

Lp 和 Hp ，我们可以得到 A 在年份一的中等收入人口状态为 0.5072 ，在年份二

中等收入人口状态为 0.4973 ，由此我们可以发现地区 A 中等收入人口的总财富

值所占的比重降低了。从表 3 中反映出来的数据我们可以看出，地区 A 的中等
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收入人口的比重由 0.5645 变为 0.5555，地区 A 的中等收入人口比重降低了 0.009，
同时，中等收入人口的总收入比重也降低了 0.0009。之所以会出现这样的下降，

依我们分析来看，是因为 A 地从年份一到年份二贫富差距稍有增大，导致中等

收入群体向两端分散。 

 

图22 地区 A 不同年份对比 

从图 5 中 f(x)-x 的关系曲线图来看，由图 5 我们可以看出，地区 A 在年份一

中的 ~ ( )x F x 曲线较年份二的更加陡直，这说明经过一定时间的积累，经济发展、

收入增加等因素导致所有人口的收入都右移。年份二中 )(xF 左侧区域的面积（即

蓝色曲线左侧面积）明显大于年份一中 )(xF 左侧区域的面积（即红色曲线左侧

面积），说明年份二的平均收入较年份一有较大增长。 

地区 B 在年份一时中等收入人口所占的比重为 0.5687，到年份二时中等收

入人口比重上升到 0.5820， Lp 从 0.2428 下降到 0.2013，中等收入群体向下扩充

较大，这主要是因为我们设计界定标准是基于收入空间的，从年份一到年份二，

地区 B 的平均收入增加了 5280.07，按照我们的标准，有一部分低收入群体，收

入增加，进入了中等收入群体的范畴。 Hp 从 0.8115 降低到了 0.7833，高收入群

体的比重增加，有一部分中等收入的人，进入高收入者的行列。 

增加的收入相对于中等偏上的来说其意义小于低收入者，也就是说进入中等

收入人的数量大于进入高收入者的数量，因此总的来说进入中等收入范围的人是

增加的。从数据上我们可以看出，中等收入人口的比重增加了 0.0153。中等收入

人口所占的收入比重由 0.5176 增长到 0.5283,增加了 0.0117,中等收入人口所占总

收入比重稍有增加，这是因为进入中等收入范围的人和进入高收入范围人的收入

水平不对等，前者的人均收入低于后者，但是前者有数量优势，因此总的来看，

中等收入群体的总收入比重略有上升。 
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图23 地区 B 不同年份对比 

从图 6 中地区 B 不同年份对比图可以看到，年份一的洛伦兹曲线比年份二

的略微弯曲一点，这表示年份二的贫富差距比年份一有所降低。从右边的图我们

可以看出，年份二的蓝色线条在年份一的红色线条左边，反应了年份二的平均收

入明显高于年份一。 

由地区 A 年份一和年份二的数据我们也可以看到，年份二与年份一相比，

低收入群体的总的收入占比下降，高收入者的总收入占比上升，也就是说，从年

份一到年份二，地区 A 两级分化的现象变得严重了，这就导致中等收入群体的

比重下降，从我们给出的定量分析结果来看，也验证了这种猜想。 

问题（2）横向比较地区 A 和地区 B 在相同年份的中等收入人口、收入情况， 

 

图24 AB 两年年份一曲线比较 
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图25 AB 两地年份二曲线比较 

相同的一点是地区 B 的收入曲线弯曲程度很明显的小于地区 A 的洛伦兹曲

线，地区 B 的基尼系数小于地区 A，这说明地区 B 贫富差距较小，的收入均匀

程度要好于地区 A。从平均收入水平上来看，在图 3(b)和图 4(b)中，地区 B 中 )(xF

左侧区域的面积（即蓝色曲线左侧面积）明显大于地区 A 中 )(xF 左侧区域的面

积（即红色曲线左侧面积），说明地区 B 的平均收入远大于地区 A 的平均收入，

这从表二-表五所给出的数据中也能得到体现。 

另外从绝对收入水平上看，在图 3(b)和图 4(b)中，表示地区 B 的蓝色曲线整

体都在表示地区 A 的红色曲线的右侧，这说明在同一时间段内，地区 B 的收入

水平都要好于地区 A。 

5.2 实例分析改进的人口空间法 

以地区 A 为例，通过上一小节中提到的改进收入空间法，得到年份之一的

中等人口收入区间  ,l hx x 为(3476.34, 8811.56)和中等收入人口比例的区间

 1 2,p p 为(0.2351, 0.8006)，中等收入人口所占财富比例的区间     1 2,L p L p 为

(0.0828,0.5900)。 

以上述人口空间改进法,将年份之一的中等收入人口比例的区间  1 2,p p 对

应到年份之二的洛伦兹曲线中去，得到年分之二中等收入人口所占财富比例的区

间     1 2,L p L p  为(0.0807, 0.5913)，这样就可以对比年分之一中等收入人口所

占财富比例的区间     1 2,L p L p 计算出财富比例的变化值： 

   1 1 0.0828 0.0807 0.0021lw L p L p      ，             

   2 2 0.5900 0.5913 0.0013hw L p L p       ，             

分别加权系数 3.4l  和系数 2.2h  ，得到中等收入人口比例在年份之一和

之二的变化值 p ，可以表示为： 

3
1 3.4 0.0021 7.14 10l lp w         
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3
2 2.2 0.0013 2.86 10h hp w         

3.4 0.0021 2.2 0.0013l l h hp w w           

这样可以得到年分之二的中等收入人口比例的区间的估算值 

3
1 1 1 0.2351 7.14 10 0.2423p p p         

3
1 1 1 0.8006 2.86 10 0.7978p p p         

对比之前改进收入空间法算出的实际值(0.2422, 0.7977)，相差不大，可以说

是非常接近，说明改进的人口空间法可信度较高。 

 

 

 

6 中等收入人口测算方法及其经济学意义 

6.1 中等收入人口的定义 

所谓中等收入，从模糊意义上讲是指介于高等收入和低等收入之间的一种收

入水平状态。从收入的绝对量上看，也可以看作是收入水平处于一定地域范围内

全体居民某个时期平均收入水平上下的收入。 

但中等收入水平只是一个相对概念，而不是绝对的平均水平。中等收入并不

是现有收入的简单算术平均，而是相对于高收入和低收入的不同水平而言，处于

中间层次、接近于平均和中等偏上、符合全面建设小康社会要求的收入水平。这

是因为，如果社会收入结构是“橄榄”型或“哑铃”型，那中等收入必定是社会

平均收入水平;而如果社会收入结构表现为“金字塔”型或“倒金字塔”型，社

会平均收入水平就必然低于或高于所界定的中等收入水平。 

6.2 中等收入人口定义的原理 

我们已经知道，洛伦兹曲线作为一种重要的经济分析手段，其横轴表示人口

比例，纵轴表示总收入比例，如图 13 所示。我们从本文中大量使用的洛伦兹曲

线中得到灵感，构建一个反映社会财富分布平等性的指数，定义曲线 )( pL 下方

的面积与 )( pL 上方的面积的比值为财富分布平等指数 
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图26 洛伦兹曲线 

于是财富分布平等指数定义为 

 

 

1

0
1

0
1

L p dp

L p dp
 






 

根据财富分布平等指数的定义，可以得到  0, 1  ，当财富分布平等指数上

升时，反映在洛伦兹曲线上，曲线的弯曲程度下降，中等收入人口比例上升。其

中 45 线可以理解为平等收入线，当洛伦兹曲线接近 45 线时， 1  ，任何低收

入端人口比例为 p 的人口拥有的总收入比例也是 p ，从而必定是完全平等的收入

分配。 0  时，说明洛伦兹曲线弯曲程度达到最大，低收入端人口几乎不占据

社会财富，高收入端人口几乎占据了社会的全部财富，意味着贫富差距达到一个

难以想象的程度，当然，这是不可能达到的，任何国家和地区都会在财富分布平

等指数低到一个警戒值的时候采取必要的宏观调控措施，从而扭转贫富差距的拉

大。 

我们提出的财富分布平等指数应满足以下三条公理： 

 单调性：中等收入人口比例增加时，财富分布平等指数增加；  

 转移性：当低收入人口所占的财富比例增加，或者高收入人口所占的财富比

例减少，财富分布平等指数都应该增加； 

 有界性：财富分布平等指数应是有一个取值范围。 

6.3 测算方法及经济学意义 

为了通过国际比较判断中国收入不平等状况，利用世界银行《2006 年世界

发展指标》公布的世界 122 个国家基尼系数和“五分法”收入分配数据，绘制财

富分布平等指数与中等收入人口比例相关图。 
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图27 财富分布平的和中等收入人口比重相关图 

从图中结果结果表明：全球 122 个国家中，财富分布平等指数 0.25  的国

家有 7 个，占全部国家数的5.7%  ；0.25 <0.35 的国家有 19 个，占全部国家

的15.6%；0.35 <0.45 的国家有 32 个，占全部国家数的26.2%；0.45 <0.55

的国家有 48 个，占全部国家数的39.3%；0.55 <0.65 的国家有 16 个，占全部

国家的13.1%，财富分布平等指数处在 0.65 以上的国家只有 1 个，占比为0.8%。

财富分布平等指数 处在0.45~0.55之间的国家最多，其次是处在0.35~0.45之间

的国家，它们合占全部国家数的65.6%。由此可见，世界上绝大多数国家的财富

分布平等指数 处在0.35~0.55之间，中国的财富分布平等指数也处在这一区间

内。其中财富分布平等指数值低于中国的国家共有 34 个，占全部国家数的

27.9%。在财富分布平等指数值低于中国的国家中，既有低收入国家，又有中等

国家，但没有一个高收入国家。 

财富分布平等指数和中等收入人口比重之间具有明显的正向相关关系。即财

富分布平等指数越大，中等收入人口比重越大；财富分布平等指数越小，中等收

入人口比重越小。 

对世界 122 个国家财富分布平等指数和中等收入人口比重的相关散点，建立

一元线性回归模型 y a bx  ，得结果如下： 

=0.1378+0.7703midR   

由上述回归方程，我们可知：如果财富分布平等指数保持在0.35~0.45之间，

则中等收入人口比重应大致在43%~50%之间。要保持一国中等收入人口比重不

低于40%（社会稳定所要求的底线），要求财富分布平等指数不低于 0.33（见下

表） 

表12 财富分布平等指数和中等收入人口比重的对应关系 

财富分布平等指数 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 

中等收入比重（%） 19.78 29.87 38.40 45.72 52.05 57.60 62.50 

财富分布平等指数和居民收入分配结构变化是各国政府、企业、居民普遍关

注的问题。尤其对于像中国这样由传统计划经济向现代化市场经济转轨的国家，

这类问题更有深入研究的必要。人们通常把财富分布平等指数 0.45 作为贫富差
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距拉大会导致社会不稳定的警戒线，通过分析表明，财富分布平等指数与中等收

入比重之间存在某种正向相关关系：财富分布平等指数越小，中等收入比重越小；

而财富分布平等指数越大，中等收入比重则越大。 

在收入分配的密度函数 )(xf 上可大致看出，财富分布平等指数低于 0.33 时，

收入人口分布结构不合理的“金字塔形”，而当财富分布平等指数高于 0.55 时，

收入人口分布结构呈两端小、中间大的“纺锤型”或“橄榄型”，构建“橄榄型”

财富结构成为今后我国收入分配改革一项必然的政策选择。 

 

7 总结 

本文中我们根据已有基础模型结构，提出了两种洛伦兹曲线模型，并建立了

一种多项式模型，结构较简单，而且计算比较方便；在求解参数的过程中，通过

matlab 中的 lsqcurvefit 函数计算，并创新地联想到信号检测与估计理论中噪声概

念，提出一种新的求参方法。 

对比王祖祥教授提到的十种洛伦兹曲线模型，用均方误差（MSE）、平均绝

对误差（MAE）和最大绝对误差（MAS）三种方法来确定每一种模型的拟合精

度，然后确定哪一种模型能够更好描述国民收入在国民之间分配的格局，通过对

比，我们构建的模型在拟合精度上并不差，洛伦兹曲线模型一的精度甚至要优于

部分已有模型。 

中等收入人口界定一直是社会关注的热点。已有的研究中提到的中等收入人

口界定的方法有收入空间法和人口空间法，但或多或少都存在这一些缺陷，例如

收入空间法存在中等收入的范围的任意性，人口空间法在发生两级分化时就会与

经济直观不相符。 

针对这两种缺陷，我们分别提出了改进的方法。中位数调整法是对收入空间

法的改进，确定了中等收入上下限取值的确定函数，这样对于不同地区、不同年

份的中等收入人口及其收入区间都有现成可行的划分方法。改进的人口空间法是

通过对中等收入人口比例的上下限做出确定函数的改变，以便纵向比较各年中等

收入人口与收入。 

居民收入分配结构变化是各国政府、企业、居民普遍关注的问题。尤其对于

像中国这样由传统计划经济向现代化市场经济转轨的国家，这类问题更有深入研

究的必要。对于中等收入人口的测算方法，我们在本文大量使用的洛伦兹曲线中

找到灵感，重新构建一种指数来描述其在社会总人口中所占的比重，定义洛伦兹

曲线下方面积与上方面积的比值为财富分布平等指数，借此得到中等收入人口的

比重。 

目前我国收入人口分布结构呈现不合理的“金字塔形”，构建两端小、中间

大的“橄榄型”财富结构将成为今后我国收入分配改革的一项必然政策选择。 
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