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第十一届华为杯全国研究生数学建模竞赛 

 

题 目         无线通信中的快速时变信道建模 

摘       要： 
 无线通信技术改变了人们的生活方式，而人们日益苛刻的用户体验要求更为

通信系统的设计提出了挑战。由于移动通信网络的连接环境十分复杂，高速移动

的环境尤为如此。由于移动台高速运动产生的多普勒频移会使得信道有快速时变

的特性。因此本文针对无线通信中的快速时变信道进行了一系列的研究。 
 首先针对信道估计问题我们提出了基于基扩展(BEM)的建模算法，针对特定

的通信场景和环境，我们首先根据实际信道测试数据的预处理结果(相关分析及

傅里叶分析)以及实际测试环境的物理参数(速度，载波频率，采样频率)对 BEM
的部分参数进行了取值范围的一个预估。进而我们分析讨论了 BEM 建模算法中

基底的选取，所用基底个数的选取，预测长度 K 的大致范围，以及采样点的分布

等问题。并在接下来的数值仿真中对预估的结论进行了逐一的验证。值得一提的

是我们将估计算法的效率，精确度，复杂度等指标联合考虑，给出了它们相互之

间互相平衡的关系，以求对接下来的通信系统的设计与实现进行指导。模型可以

做到在 NMSE 为 1e-4 量级的情况下用小于 1%的样值点去预测整体值。 
 其次我们给出了移动台速度与模型精确度之间的相互影响关系，并用题目中

所提供的 4 组数据初步验证了这个关系。为了更加完备的分析所提出的 BEM 与

移动台速度之间的相互影响关系，我们在经典的 Clarke 模型基础上仿真实现了

一个改进的模型。利用该模型可以产生不同多普勒频移下的快速时变信道样值。

我们利用这个模型产生的数据进一步完成了前述 BEM 模型对于移动速度的鲁棒

性分析，并在移动速度，估计长度和 NMSE 之间建立了相应的量值关系。 
 最终，为了进一步验证 BEM 模型的准确性，我们用仿真搭建了一个基带通

信系统，两端采用 16-QAM 和 QPSK 数字调制方式。在这个完整的基带通信系
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统中我们发现简单的引入 BEM 模型计算量并不是小数目。因此，我们特别地在

文章中提出了一个基于矩阵预处理的快速收敛算法。通过对信道矩阵进行预处理，

使得信道样值在复平面上的位置更加接近单位圆，从而从理论上加速其收敛过程。

应用该算法可以在保证 BER 的情况下大大减少解码所应用的迭代次数。最终，

我们对这个通信系统的 BER-SNR 曲线进行了细致的分析，并且将之与移动台的

速度建立了数学上的联系。 
 

关键字：信道估计，BEM，加速收敛算法，鲁棒性分析，多普勒频移 
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一、 问题重述 

移动通信中，终端的高速移动和散射会引起多普勒效应，导致信道的快速时

变特性，即信道具有时间选择性。而当多径时延扩展长度大于码元周期时，多径

衰落使得信道具有频率选择特性。高速宽带数据传输和终端的高速移动性使得信

道变成双选择性（时间-频率选择性）信道，而信道的双选择性会严重影响系统性

能，极大降低信息传输的速度和质量。因此，如何准确高效地完成信道估计，获

得较好的性能增益成为了研究热点。 
常用的信道估计方法包括基于训练序列（导频）的信道估计和盲信道估计。

盲信道估计依赖于接收信号的统计特性，利用多普勒频谱（U 型谱和钟型谱）的

统计特性描述信道抽头。该方法需要更多的接收数据，且计算复杂度非常高，只

适用于慢时变环境中。使用训练序列（导频）进行信道估计时在发送端插入训练

序列，在接收端根据已知导频估计信道。由于信道是时变的，需要周期性地插入

训练信号和进行信道参数估计。在慢时变信道情况下，使用导频是一种比较准确

经济的方法，但在高速移动的快时变信道情况下，需要频繁地增加训练序列（开

销），在接收端增加相同的估计次数。但是由于导频不承载有用信息，过密的导

频插入会占用过多的传输资源，降低有用信息的传输速率。因此，在快时变信道

中，希望发现新的数学模型估计快时变的信道参数，降低导频的插入频率，减小

计算复杂度。 
减少信道参数的估计方法中，基扩展模型（BEM，Basis Expansion Model）

是最近研究得比较多的一种方法，主要利用有限个基函数的线性组合来描述一定

时间内的时变信道，模拟有多普勒效应的快时变信道，减少信道参数直接估计的

次数。基于上述背景，本文主要考虑如下的问题： 
 
问题一： 

在第三章中，我们根据数据文件 1 给出的信道测试参数（运动速度 180Km/h，
载波频率 3GHz，信道采样频率 200KHz）寻找并建立基本的 BEM 估计算法，对

其参数，性能进行分析与仿真验证。最终可以实现用极少量的数据预测整体数据

（以预测效率来评价）。算法复杂度的分析证明了此算法的有效性。 
问题二： 

在第四章中我们主要讨论 BEM 模型对于不同移动台速度的鲁棒性。由于多

普勒效应引起信道的变化，在载波频率一定的情况下，变化的程度与相对速度有

关[3] [4]。数据文件 2、3、4 分别是载波频率为 3GHz 时，信道在不同速度 90Km/h、
270Km/h、450Km/h 时的测试数据（信道采样频率是 200KHz）。我们猜想，分析，

并最终用数值仿真的方法验证了 BEM 模型性能与移动台速度之间的关系。在此

过程中，我们利用数学的方法模拟的产生了多条路径相互独立，幅度服从瑞利

(Rayleigh)分布，相位服从均匀分布[5]的信道数据，在验证了此模拟数据有效的

基础上，我们完善了 BEM 模型有效性以及鲁棒性的分析。 
问题三： 

问题三的求解中我们结合数字调制以及解调过程[3] [4]，（例如 16-QAM 调

制，QPSK 调制），进而建立了一个带有信道仿真的实际通信系统。我们一方面用

此通信系统验证了前述 BEM 模型的有效性。另一方面以此模型研究了 SNR（信

噪比）与 BER（误比特率）的关系。为了更好的将 BEM 模型与实际通信系统结
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合，更为了减少实际解调信号时的算法复杂度，我们提出了一个不需要建立信道

矩阵的加速迭代解调算法，并在第五章中对算法进行了详尽的分析以及仿真验证。 

 

图1.1  16QAM星座图 

图 1.1 为 16QAM 星座图，可以把 4 位二进制数按顺序转换为相应的复数（如 0000 转

换为-3+3j），并与载波信号相乘后送入信道。接收端接收到复数信号后进行载波解调后解

码（即按逆变换将-3+3j 转换为 0000），恢复二进制序列。 
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二、 系统模型及符号说明 

2.1 系统模型 

一般的基带通信系统都有会如图 2.1 这样的结构。发送端调制好的信号经过

信道的卷积被接收机所接收（基带通信系统假设载波调制过程是理想的）。白噪

声和衰落信道一同对发送信号𝑠(𝑡)进行扭曲，如下式： 
𝑦(𝑡) = ℎ(𝑡) ∗ 𝑠(𝑡) + 𝜔(𝑡)                                       (2.1) 

信道对于信号的影响主要有两个方面，一个是由于幅度的衰落而使得相应的

无线信号的幅值随时间体现出变化的特性，另一个是由于信道的频率特性而对信

号进行的扭曲。随机的高斯白噪声主要影响接收信号的判决过程。 

 
图 2.1 基带通信系统以及问题位置 

从图 2.1 可以看出，本文研究的问题 1,2 处于传输信道与信道估计的关节，

而问题 3 则是要求我们实现完成一个基本的基带通系统，并以此检验我们的信道

估计算法是否有效。 
由于要对快速时变信道进行建模和估计，我们首先应了解快速时变信道是如

何产生的： 

 
图 2.2 衰落信道的特性 

从图 2.2 可见，信道的衰落大致由三部分组成。首先是随位置变化的路损衰

落，表现为整体信号的能量关于距离的 2 次方或 4 次方衰减。其次是快衰落和慢

衰落，本题中研究的快速时变信道即是快衰落和慢衰落结合起来的情景。由于多
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条路径的散射，信号的具体反射面会随时间剧烈变化，这是快衰落的成因。而慢

衰落主要是由多普勒频移造成。多普勒频移效应会产生频域的扩展，也即会产生

新的频率分量。例如以载波𝑓𝑐调制的余弦波信号cos (2𝜋𝑓𝑐𝑡)在经历了多普勒频移

𝑓𝑑后变为了cos (2𝜋(𝑓𝑐 + 𝑓𝑑)𝑡)，而在接收端，通带解调时与此信号相乘的解调因

子仍为cos (2𝜋𝑓𝑐𝑡)，于是解调的信号便为： 

cos (2𝜋𝑓𝑐𝑡) × cos (2𝜋(𝑓𝑐 + 𝑓𝑑)𝑡) =
1

2
(𝑐𝑜𝑠 2𝜋(2𝑓𝑐 + 𝑓𝑑) + 𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝑓𝑑))   (2.2) 

由式 2.2 可知，信号产生了新的低频分量也即𝑓𝑑处的低频分量，从时域上表

现为时间选择性衰落。我们的任务便是对这样的一种信道进行估计。 
 

2.2 符号定义 

通信模型 

𝒙[n] 发送信号 v 移动台速度 
𝒚[n] 接收信号 𝑓𝑐 载波频率 
𝒉𝒍[𝒏] 实际信道时域响应 𝑓𝑠 采样频率 
𝒉̂𝒍[𝒏] 估计信道时域响应 𝑓𝑑 多普勒频移 
𝑳 多径路径数 𝜇 相对多普勒频移 

 
基扩展模型(BEM) 

𝑩𝒎[𝒏] 基函数 (3.3) M 基个数 (3.3) 
𝒃𝒍𝒎 基系数 (3.3) 𝑃𝑚[𝑥] 勒让德多项式 
K 一个 Frame 的长度   

 
评价指标 

𝝆 相关系数 (3.1) M 基个数 (3.3) 
𝛈 估计效率 (3.5) 𝑃𝑚[𝑥] 勒让德多项式 

NMSE 归一化均方误差 (3.6) 𝐾̃𝑣 5%NMSE 有效限下的最大 K 
𝐎𝐁𝐄𝐌 时间复杂度 (3.7) 𝑓𝑑 5%NMSE 有效限下的最大𝑓𝑑 
𝐒𝐁𝐄𝐌 空间复杂度 (3.8)   
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三、基于基扩展（BEM）的快速时变信道估计算法 

在上一章中，我们主要讨论了无线通信中的快速时变信道的产生，特点，以

及新数学模型的工程意义。本章我们将具体细化题目中的问题一，并分别从问题

意义，问题分析，问题解决，验证这四个步骤一一的进行阐述。 
 

3.1 问题意义 

从第二章的描述中可知，想要准确的从接收端得到发送端的信号，就必须对

无线信道ℋ进行尽可能精确的估计。常见的信道估计是基于时域上的训练序列，

即每隔一段时间，发射机会发送一串特定的，收发双方都已知的数据，接收端根

据训练序列估计出当前的信道，并假设在一段时间内ℋ是不变的。然而由[8]中的

分析可知，接收机的移动会引入多普勒频移，而多普勒频移会在频域上产生新的

低频分量，这个低频分量在时域上会表现为ℋ的幅度随时间缓变的特性。因此，

发射机需要频繁增加训练序列，从而使得通信的效率大大降低。因此，本文试图

发现并验证一种新的数学模型来估计快速时变信道的参数，从而降低训练序列的

插入频率。 
 

3.2 问题分析 

测试数据中给出了一段时间内，快速时变信道的时域采样参数（9 条路径）。

在 200kHz 的信道采样率下，数据给出了 20000 个采样点，也即 100ms 的测试数

据。我们需要建立一个数学模型，在保持一定准确度的前提下，减少实际数据点

的测试量。算法中所利用的测试点相当于实际通信系统中训练序列插入的位置。

因此如果可以在这 20000 个点中，用少部分的测试点估计出整体的数据，在实际

的通信系统中我们便可以只在测试点的位置插入训练序列，从而提高资源的利用

率。在本节我们首先对将要使用的数据进行预处理和分析，以验证数据的有效性。

主要的分析有相关性分析和傅里叶分析： 
 
●数据预处理——相关性分析 
由于数据给出的是 9 条不同的路径分别的时域信息，我们首先将对路径之间

的相关性进行分析。一般而言，多径衰落信道之间应是相互独立的，如果测试数

据中多条路径表现出较强的相关性，我们将认为该条路径是冗余的数据。 
在这里我们利用相关系数 𝜌 作为数据相关性的评价指标： 

𝜌 = ||
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − 𝑦̅)
𝑁
𝑖=1

√∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)2 ⋅
𝑁
𝑖=1 ∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̅)2

𝑁
𝑖=1

||                               (3.1) 

𝑁为每一条路径中数据点的个数，而𝑥̅为该条路径中所有点的均值。我们分别

对数据中 9 条路径之间两两的相关系数进行求解，并将得到的结果取模，得到其

相关系数矩阵如下： 
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表 3.1. 路径间互相关系数 

𝝆 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 1 0.021 0.107 0.086 0.142 0.049 0.095 0.104 0.143 

2 0.021 1 0.044 0.052 0.194 0.046 0.126 0.14 0.074 

3 0.107 0.044 1 0.163 0.04 0.069 0.121 0.189 0.12 

4 0.086 0.052 0.163 1 0.075 0.179 0.139 0.066 0.135 

5 0.142 0.194 0.04 0.075 1 0.073 0.073 0.055 0.287 

6 0.049 0.046 0.069 0.179 0.073 1 0.204 0.09 0.112 

7 0.095 0.126 0.121 0.139 0.073 0.204 1 0.097 0.022 

8 0.104 0.14 0.189 0.066 0.055 0.09 0.097 1 0.107 

9 0.143 0.074 0.12 0.135 0.287 0.112 0.022 0.107 1 

一般而言，相关系数在 0.3 以下被判定为不相关，我们发现除了表示自相关

项的对角线之外，所有的互相关系数都在 0.3 以下。因此我们认为这 9 条路径之

间两两相互独立，也即针对信道的建模是针对于一条路径的。 
 
●数据预处理——傅里叶分析 
用𝑓𝑑表示多普勒频移，𝑣表示移动台相对速度，𝑓𝑐表示载波频率，𝑐表示光速。

问题一中的多普勒频移𝑓𝑑可以计算得出： 

𝑓𝑑 =
𝑣

𝑐
𝑓𝑐 = 500𝐻𝑧                                                 (3.2) 

由第二章的分析可知，信道中𝑓𝑑大小的多普勒频移将会在解调时产生𝑓𝑑大小

的频率分量，而这个频率分量体现在信道的时间选择性衰落上。因此，我们将

首先对数据进行傅里叶分析，从频域角度来确定数据中没有异常点。已知信道

数据的采样频率为𝑓𝑠 = 200𝑘𝐻𝑧，为了确定所选用傅里叶分析的长度，我们首先

观察信号的时域特性以估计出信道数据的大致周期，为了方便观察我们选取任

意一条信道数据，其实部如下：

 
图 3.1. 第一条路径的响应实部 

由图 3.1 可见，信道响应的最短周期应该在 5ms 左右，也即约有 1000 个采

样点，因此我们选取 4000 点的 DFT 长度对信道数据进行分析。在 DFT 分析中，
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DFT 的长度除以不为零的频率分量的位置（左边缘处）等于响应的频率分量的周

期。我们将 9 条信道的频率响应展示如下： 
 

 
图 3.2(a) 全部路径的 4000 点 DFT 分析（整体） 

 
图 3.2(b) 全部路径的 4000 点 DFT 分析（局部） 

首先我们观察图 3.2(a)，以横轴上 200 为轴，左右两边的频域数据呈对称分

布。在 DFT 分析中，越靠近中心的频率分量代表着越高的频率。如果给出的数

据中存在着因为记录或存储原因产生的错误，相邻的数据理应和这个错误数据相

差很大，从而产生跳变。跳变将在频域上体现为高频分量。从图 3.2(a)(b)的 DFT
分析结果来看，我们得出以下两条结论： 

1. 数据中无坏点：从图 3.2(a)可知，由于整个数据在 500-3500 之间几乎没

有频率分量，我们可以认为题目中给出的数据是没有明显记录错误。 
2. 所给数据基本符合条件中𝑓𝑑 = 500𝐻𝑧的假设：从图 3.2(b)可知，主要的频

率分量集中在 10 以内，我们进行 DFT 分析的长度为
4000

𝑓𝑠
= 20𝑚𝑠，因此
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主要的低频分量的周期大约在 2ms 左右，也即 500Hz，这恰恰符合我们

在图 3.1 中观测的 2ms 周期，以及题目中给出的 3GHz 载波，180km/h 相

对速度的描述。因此我们认为数据是准确且有效的。 
类似的傅里叶分析在其余 3 组数据（即 90km/h 组，270km/h 组，450km/h 

组）中都得到了验证，在此不再赘述。 
 

3.3 问题解决——基于 BEM 的快速时变信道估计算法 

 在上一节我们对数据的有效性进行了验证，这一节中我们将具体利用 BEM
算法从理论上对快速时变信道进行建模，并用给出的信道测试参数进行算法性能

的测试和探究。 
 传统的减少信道估计次数的方法有各种插值的方法。即利用合适的插值基函

数，用两个端点的检测值来计算端点之间的估计值。常用的插值方法有 Lagrange
插值，埃尔米特插值，样条插值，牛顿插值等方法[9]。然而由于传统的插值方法

其计算相对复杂，并且其数学形式不容易与各种通信系统的表达式结合（如

OFDM 系统便同时涉及信道卷积以及 IFFT 的表达式，传统插值的繁琐表达将增

加理论分析难度），因此在这里我们并不做过多的讨论。 
  基扩展（Basis Expansion Model）方法是最近研究得比较活跃的一种方法

[1][2]，与传统的插值方法相比，它不仅可以更为精确的模拟快速时变信道以及

双选择性衰落信道的信道特性，其简洁的数学形式更可以减降低理论分析的难度，

此外，基于 BEM 的特殊展开结构，一些加速迭代的算法可以进一步降低整个信

道估计的算法复杂度（在后文有专门设计的加速算法），从而在以后的实际通信

系统中提高性能。 
 
●BEM 模型数学原理： 

  所谓 BEM，是指利用一组有限个数的基底对信道的冲激响应进行合理的近

似，它能与具有 Jakes 功率谱的瑞利衰落信道有很好的近似度。具体信道估计的

数学模型为（ℎ̂𝑙[𝑛]为估计量）： 

ℎ̂𝑙[𝑛] = ∑ 𝑏𝑙𝑚 ⋅ 𝐵𝑚[𝑛],

𝑀−1

𝑚=0

     𝑙 = 0,… , 𝐿 − 1；𝑛 = 0, … , 𝐾 − 1   (3.3) 

式中𝑏𝑙𝑚是第𝑙条路径的第𝑚个基系数，它在一定的时间周期 K 内不随𝑛变化，𝐵𝑚
是第𝑚个基函数矢量，变量是时间𝑛。在定时间周期 K 内，上式可以把时变量ℎ𝑙[𝑛]

转化为非时变变量𝑏𝑙𝑚和另一个时变变量𝐵𝑚[𝑛]。但在不同的周期当中，𝑏𝑙𝑚是变

化的，而𝐵𝑚[𝑛]是不变的。这样，在 K 内估计一次𝑏𝑙𝑚就可以实现对快速时变信道

ℎ𝑙[𝑛]的估算。从物理意义上讲，模型中的𝑏𝑙𝑚项对应着信道中时间选择性衰落的

衰减倍数，由于时间选择性衰落总是与多普勒频移相关，因此𝑏𝑙𝑚每隔一段时间

重新估计一次来描述当前的衰落深度，而𝐵𝑚[𝑛]体现的是无线信道中各种反射，

折射等快衰落最终综合起来的响应值。由于瞬时的信道的大体环境是类似的，因

此在所有时刻这些随机的影响将会有相同的物理特性，所以𝐵𝑚[𝑛]将会不随时间

变化，也即在所有的估计周期内保持相同的向量形式。 
 由公式3.3，我们可以先将每一个信道路径的测试数据分成长度为K的片段，

片段中的数据编号为𝑛 = 0,… , 𝐾 − 1，之后再在每一个片段当中选取时刻
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(𝑛0, 𝑛1, … , 𝑛𝑀−1)这 M 个样点作为测试点。例如考虑第一条信道路径，即𝑙 = 0 的

情况： 

{
 

 
ℎ̂0[𝑛1] = 𝑏00𝐵0[𝑛0] + 𝑏01𝐵1[𝑛0]    ⋯    + 𝑏0𝑀−1𝐵𝑀−1[𝑛0]

ℎ̂0[𝑛2] = 𝑏00𝐵0[𝑛1] + 𝑏01𝐵1[𝑛1]    ⋯    + 𝑏0𝑀−1𝐵𝑀−1[𝑛1]
                             ⋮ 

ℎ̂0[𝑛𝑀] = 𝑏00𝐵0[𝑛𝑀−1] + 𝑏01𝐵1[𝑛𝑀−1]    ⋯    + 𝑏0𝑀−1𝐵𝑀−1[𝑛𝑀−1]

     (3.3) 

在方程组 3.3 中，𝑛1, 𝑛2, ⋯ , 𝑛𝑀 ∈ [0, 𝐾 − 1]，通过解这样一个 M 元一次方程

组，我们可以得到一组系数向量：𝒃𝟎 = [𝑏00, 𝑏01, … , 𝑏0𝑀−1]
𝑇。这样一来，通过这

个系数向量以及基底𝐵𝑚[𝑛]，我们可以利用基底的线性组合（系数为𝒃𝟎）来表示

在𝑛 ∈ [0, 𝐾 − 1]的任何一个ℎ̂0[𝑛𝑖]： 

ℎ̂0[𝑛𝑖] = [𝐵0[𝑛𝑖]  𝐵1[𝑛𝑖],⋯ , 𝐵𝑀−1[𝑛𝑖]] ⋅ 𝒃𝟎                    (3.4) 

也即，利用了 M 个数据，完成了对整个时间段 K 内所有数据的估计。 
 
●BEM 模型评价指标： 
1.) 估计效率 

 从上一节的分析我们可以看出，BEM 算法是采用 M 个数据，来完成长度为

K 的整个时间段内的数据估计，因此第一个评价 BEM 算法的指标我们称之为估

值效率𝜂，它定义为： 

𝜂 =
𝐾 −𝑀

𝐾
                                                        (3.5) 

 此参数体现了 BEM 的估计效率，同时可以作为实际通信系统中训练序列插

入频率的指导：也即在 K 个帧当中用 M 个帧作为训练帧，K-M 个帧作为数据帧。

在此模型中，K 的取值将取决于已有的信道测试信息，而 M 的取值与基底𝐵𝑚[𝑛]

的选择有很大的关系，下一节我们将仔细讨论本文中这些参数的选择过程。 
2.) 估计准确度 

 对于一个估计模型，估计的准确度是十分重要的一个参数。本文中采用归一

化均方误差(NMSE)来评判模型的优劣，其数学表达式为： 

𝑁𝑀𝑆𝐸 =
∑ ∑ |ℎ1(𝑛) − ℎ̂𝑙(𝑛)|

2𝐿−1
𝑙=0

𝑁−1
𝑛=0

∑ ∑ |ℎ1(𝑛)|2
𝐿−1
𝑙=0

𝑁−1
𝑛=0

                               (3.6) 

 在通信系统中，NMSE 指标并非越小越好。小的 NMSE 可能牺牲的是估值效

率或是其他的一些参数，因此在下一节的分析中我们会将 NMSE 作为比较参数

之一，与其他几个参数共同分析讨论。 
3.) 算法复杂度 

 模型所用的算法复杂度的优劣对于实用性的影响很大，在保证性能的前提条

件下，低算法复杂度可以使得系统成本更低。这里我们主要讨论两个算法复杂度，

即：时间复杂度𝑂(𝑓(𝑛))和空间复杂度𝑆(𝑔(𝑛))。 
 对于基础的 BEM 估计算法，估计的流程包括：选取 M 个响应值，并组成方

程组 3.3求解此线性方程组向量运算完成 K 个点个估算。 
时间复杂度指执行算法所需要的计算工作量，定量描述了该算法的运行时间。而

空间复杂度指执行这个算法所需要的内存空间。 
采用高斯消元法求解 M 元一次线性方程组，时间复杂度和空间复杂度分别

http://baike.baidu.com/view/104946.htm
http://baike.baidu.com/view/540497.htm
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为𝑂𝐵𝐸𝑀(𝑓(𝑛)) = 𝑂(𝑀3)和𝑆𝐵𝐸𝑀(𝑔(𝑛)) = 𝑂(𝑀2)。因此，估计 L 条路径的基础的

BEM 估计算法的时间复杂度为和空间复杂度分别为 

𝑂𝐵𝐸𝑀(𝑓(𝑛)) = 𝑂(𝐿𝑀3 + (𝐾 −𝑀)𝐿𝑀)                                           (3.7) 

𝑆𝐵𝐸𝑀(𝑔(𝑛)) = 𝑂(𝑀
2 + 2𝑀)                                                    (3.8) 

然而在实际的通信系统中，相应的算法复杂度不仅仅是估计出ℎ̂𝑙[𝑛𝑖]，利用估

计出的信道信息，结合接收信号解调出发送信号这一过程所涉及的算法复杂度更

为重要。我们将在第五章中详细的介绍一个减少计算复杂度的算法，此算法可以

很好的和通信模型进行兼容，在不存储信道矩阵的情况下，以极少次数的迭代求

解出相应的接收信号。 
 
●BEM 模型参数选择： 
从 BEM 的数学原理一节，我们可以发现该模型中主要存在着 4 个待定的部

分：基底𝐵𝑚[𝑛]，估计周期 K，单周期内样点个数 M，以及样点(𝑛0, 𝑛1, … , 𝑛𝑀−1)

选取的位置。同时利用迭代方法寻找最优参数在这个问题中显然不是很现实，由

于问题 1 有着很特定的通信环境（速度 180km/h，载波 3GHz，采样 200kHz），
我们可以利用预处理当中的一些结论和快速时变信道的一些物理特性来大致确

定一些参数或是规定一些参数的合理取值范围，再来进行最优参数的寻找。 
1.) 基底𝐵𝑚[𝑛]的选取 
常用的基底有傅里叶基底和多项式基底，我们在本小节将综合比较一下傅里

叶基底和两种多项式基底：勒让德多项式和切比雪夫多项式基底。 

本文中我们首先排除的是傅里叶基底（e−𝑗
2𝜋𝑛

𝑀 ），原因是吉布斯现象（Gibbs 

Phenomenon）。所谓吉布斯现象即使：将具有不连续点的周期函数（如矩形脉冲)
进行傅立叶级数展开后，选取有限项进行合成。当选取的项数越多，在所合成的

波形中出现的峰起越靠近原信号的不连续点。当选取的项数很大时，该峰起值趋

于一个常数，大约等于总跳变值的 9%。[10]文中式 3.3 告诉我们，按照傅里叶基

展开的ℎ̂𝑙[𝑛]将是一个由前 M 个傅里叶基线性组合成的截断傅里叶级数，因此若

利用傅里叶基底进行展开将会产生无法消除的 9%的幅值跳变，为此我们首先排

除。 
正如[2]中所分析和描述的那样，我们可以通过将截断傅里叶序列映射到以多

项式的线性组合为基底的空间当中来抑制吉布斯现象。此外，由于快速时变信道

的频域响应一定是带限的（由于通信系统是带通通信系统），并且信道频域响应

的某一抽头的位置将会受到多普勒频移的轻微影响。为了在𝐵𝑚[𝑛]中更好的体现

这一物理特性（我们知道𝐵𝑚[𝑛]描述了信道中各种折射反射等物理本质），文献

[11][12]利用了扁长椭球序列(prolate spheroidal sequences)来作为 BEM 的基底，

在其结论中表明，这种基底将会在理论上有更好的拟合特性。我们知道，扁长椭

球序列的基底是如下二阶微分方程的解析解： 

(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + (𝜆𝑐𝑡𝑏 − 𝑐𝑡𝑏
2 𝑥2)𝑦 = 0                          (3.9) 
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在这里𝑐𝑡𝑏是时间带宽积，也即信道频域响应抽头位置（由于多普勒效应展宽

之后）主能量集中的带宽乘以一段固定的时延（例如我们的 𝐾
𝑓𝑠
 ，或者 OFDM 系

统中一个 symbol 的长度等）。利用[2]的表达式，带入我们的系统参数： 

𝑐𝑡𝑏 = 𝑇 ⋅ 𝑓𝑑 = 𝐾 ⋅
𝑓𝑑
𝑓𝑠
= 2.5𝐾 × 10−3                          (3.10)  

由于 K 一般而言不会太大，因此系数𝑐𝑡𝑏
2 将会是高阶小量，可以忽略。再令公

式 3.9 当中的𝜆𝑐𝑡𝑏 = 𝑛(𝑛 + 1)，我们便可以得到勒让德多项式的原微分方程： 

(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦 = 0                          (3.11) 
一般在实际计算中，勒让德多项式𝑃𝑛(𝑥)是 n 阶多项式，一般应用时会采用如

下的罗德里格公式进行递推： 

𝑃𝑛(𝑥) =
1

2n𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
[(𝑥2 − 1)𝑛]                                  (3.12a)  

在本文中，我们最高应用到了 7 阶勒让德多项式（也即 M=8），更高阶次的

基底没有考虑是因为龙格效应以及计算的复杂度。试试证明在接下来的仿真环节

中，M=8 的参照组曾多次出现因为系数矩阵接近于其奇异值，而导致计算结果偏

差很大的情况，前八阶勒让德多项式的表达式如下： 
𝑃0(𝑥) = 1 
𝑃1(𝑥) = 𝑥 

𝑃2(𝑥) =
1

2
(3𝑥2 − 1) 

𝑃3(𝑥) =
1

2
(5𝑥3 − 3𝑥) 

𝑃4(𝑥) =
1

8
(35𝑥4 − 30𝑥2 + 3) 

𝑃5(𝑥) =
1

8
(63𝑥5 − 70𝑥3 + 15𝑥) 

𝑃6(𝑥) =
1

16
(231𝑥6 − 315𝑥4 + 105𝑥2 − 5) 

𝑃7(𝑥) =
1

16
(429𝑥7 − 693𝑥5 + 315𝑥3 − 35𝑥) 

 
 图 3.3 前 8 阶勒让德正交多项式 
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从图 3.3中我们可以形象的看到 0~7阶勒让德多项式基底，其中𝑥, 𝑦 ∈ [−1,1]。

至此，我们已经确定了 BEM 的基底𝐵𝑚[𝑛] = 𝑃𝑚(𝑥)，从 x 到 n 还需要一步归一化

映射，在我们的系统中，基底的完整解析表达式为： 

𝐵𝑚[𝑡] = 𝑃𝑚 (
2𝑡 ⋅ 𝑓𝑠
𝐾

− 1) ,      𝑡 ∈ [0 ,
𝐾

2𝑓𝑠
]                   (3.12b) 

2.) 估计周期 K 的选取 
在我们的通信系统中，若只考虑数学意义 K 的取值范围可以很广：由于测试

数据有 20000 个，数学上𝐾 ∈ [1,20000]都是有意义的。然而我们完成的是对一组

真实信道数据的建模和估计，因此在这里 K 的大致取值范围的确定要根据其物

理意义进行。 
在 3.1.2 的问题分析当中，我们得知该组信道数据的测试环境下的多普勒频

移𝑓𝑑 = 500𝐻𝑧。利用傅里叶分析我们也验证了这一点，在𝑓𝑠 = 200𝑘𝐻𝑧的采样频

率下，由多普勒频移所产生的新的频率分量（也即时间选择性衰落的频率分量）

的周期大致为
1

𝑓𝑑
= 2𝑚𝑠 ，而这个周期内所包含的数据个数大约为

𝑓𝑠

𝑓𝑑
= 400个数据

样值。由于线性基底的系数𝑏𝑙𝑚表征的是一段时间内不变的分量，这个周期也应

该是时间选择性衰落信道低频主分量所代表的周期长度。 
所以我们在这里规定𝐾 < 400作为一个合理的限制条件来进行接下来两步骤

的参数范围确定。由于 K 的选取关系到估计效率𝜂，算法复杂度𝑂𝐵𝐸𝑀(𝑓(𝑛))和

𝑆𝐵𝐸𝑀(𝑓(𝑛))，因此我们将在下一小节中讨论与仿真 K 与其他参数间的相互影响。 

3.) 单周期内样点个数 M 的选取 
与 K 类似，M 同样决定着公式 3.5,3.7,3.8 当中所提到的三个主要指标。此外，

从 BEM 的基本展开式来看，M 更决定着使用基底的次数以及个数。因此 M 的

选取要比K的选取有更多的限制条件。我们在这里仅仅考虑几个可能的M取值，

用来指导下一小节的仿真环节。 
首先 M=1 时，基底退化为𝐵0[𝑛] = 𝑃0(𝑥) = 1，BEM 算法相应的退化成阶梯

插值[2]或者称之为 LS 信道估计算法。其次 M=2 时，基底中增加了𝐵1[𝑛] =

𝑃1(𝑥) = 𝑥，两个基底的组合结果一定是线性函数，因此 BEM 算法退化成线性插

值算法。接着选取 M=3 时，BEM 算法应与抛物线插值的精度类似。之后，由于

篇幅有限，我们仅选取 M=4,8 来进行研究。更高阶的 M 不在考虑范围之内，这

是因为在数值计算当中存在着龙格现象[9]，即用多项式对某光滑函数进行插值

或逼近的时候，并非阶数越高越好，高阶的基函数容易在插值的两个端点处产生

剧烈的震荡，从而使得整体的计算误差变大。这是由于数值计算时的舍入误差造

成的。 
综上所述，我们选取进行分析的 M 有 1,2,3,4,8。在这 5 个取值中，我们格外

关心 M=4 的情况。这是因为 4 是 2 的幂次，在硬件逻辑系统中 4 阶方阵的硬件

实现会更容易一些。此外，考虑到将来信道估计的算法会应用到一些实际载波调

制系统中，例如 OFDM，M=4 的情况也更利于与 OFDM 这种应用了 IFFT 模块

进行调制的系统更好的结合。因此我们主要研究 M=4 时，一些其他的参数选取

究竟会对整个系统产生怎样的影响。而 M=1,2,3 将作为对照组，在效率𝜂一定的

情况下与 M=4 进行对照。而 M=8 不作为主要考虑的原因有二，其一是由于龙格

现象，其二是由于计算复杂度的限制。其三是因为 K 的取值原因，在接下来的仿
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真中我们会看到 M=8 的情况将会因为 K 的取值过早的超过 400（也即由多普勒

频移估计出的 K 的取值上限）其 NMSE 会急剧下降。 
4.) 采样点位置的选取 
此 BEM 算法是在长度为 K 的信道响应中选取 M 个作为采样值，其余 K-M

个作为估计值，从而减少训练序列的插入频率。这样，系统中第四个待定的参数

选取即(𝑛0, 𝑛1, … , 𝑛𝑀−1) ∈ [0, 𝐾 − 1]的具体数值。 
由于 K 与 M 值都会变化，因此具体数值的选取讨论起来对于实际系统的影

响不大。我们在这里值分析左集中，右集中，均匀分散三种策略对于 NMSE 的影

响。所谓左集中即(𝑛0, 𝑛1, … , 𝑛𝑀−1) = (0,1,… ,𝑀 − 1)，所谓右集中即所有的采样

点都集中在 K-1 侧，而均匀分散则顾名思义是采样点均分分布在 K 个值之间。 
综上所述，本节我们大致确定了系统仿真参数的取值范围：基底𝐵𝑚[𝑛]采用

勒让德多项式基底，K<400，M=1,2,3,4,8，其中主要的性能分析集中在 M=4 处。

采样点位置选取有左集中，右集中，均匀分散三种。下一节我们将结合数值仿真，

具体的分析系统模型。 
 
●BEM 估计性能仿真分析： 
在本小节中，我们采用拟合程度 NMSE 作为主要的性能指标，若 M 固定，

我们选取 K 作为自变量（横轴）来研究最优取值。当进行不同 M 取值组之间的

比较时，为了公平起见，我们以估计效率𝜂作为控制变量法当中的自变量。而算

法复杂度则作为一个辅助的评判标准，在最终评价时进行讨论。 
1.) M=4 时的 K 取值 
在基底𝐵𝑚[𝑛]固定，M=4 的情形下，我们首先寻找 K 对于主性能指标 NMSE

的影响，采样点位置选取我们先假定是均匀分散的策略。也即： 

[𝑛1 𝑛2 𝑛3 𝑛4] = [⌊
𝐾

2𝑀
⌋  ⌊

3𝐾

2𝑀
⌋  ⌊

5𝐾

2𝑀
⌋  ⌊

7𝐾

2𝑀
⌋]                (3.13) 

 首先，在线性坐标下，横坐标选取𝐾 ∈ [1, 800]，纵坐标是 NMSE。

 
图 3.4 K 取值(点数)对于 NMSE 的影响-线性坐标 

从图 3.4 中我们可以很明显的看到，当 K>400 之后，估计的误差(NMSE)将
会急剧的增大，在 750 左右的时候甚至超过了 1。这验证了我们之前 K<400 估计

会相对准确的猜想。为了更加细致的确定在 K<400 范围内，具体 K 的取值是如

何影响 NMSE 的性能，以及 NMSE 的性能究竟会到怎样的数量级，我们采用散

点图的形式，并且纵轴采用对数坐标系来进行观察。 
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图 3.5 K 取值(个数)对于 NMSE 的影响-对数坐标 

从图 3.5 中，选取一些合适的 K 点进行估计，并计算其 NMSE，我们可以看

到 K 在取值比较小的时候，估计的准确度十分的高，在 K=8(也即最左边第一个

点)时，估计精度达到了10−15。然而正如之前所说，NMSE 并非越高越好，在当

前的仿真中，M=4，则无论 K 取值为多少，算法复杂度不变。因此 K 在这种情

况下的取值只和效率𝜂 =
𝐾−𝑀

𝐾
有关。我们可以通过图 3.5 对精度和效率做一个权

衡取舍。例如在 K=8 处，虽然 NMSE 达到了10−15但是效率只有 50%。而 K=250
时，我们的仿真结果表明 NMSE 可以达到 9.5545*10−4精度，然而其效率更高达

98.44%，显然 K=250 比 K=8 更适合应用在实际的通信系统中，虽然后者的精度

远远高于前者。 
K 取值的另外一个考虑因素是和通信系统与计算机系统的兼容。在实际应用

中，例如 OFDM 系统中，时域上一个 OFDM 符号的长度恰恰是其 FFT 长度（2
的幂次）加上一个循环前缀的长度。以 IEEE 802.11p 协议为例（此协议是专门描

述车联网场景的通信协议），一个 OFDM 完整符号的长度为 80 的样值，其中 64
个样值符号，而 16 个样值是循环前缀。 

综上所述，K 的选取有以下原则：1.) 应当选择𝐾 < 𝐾̃，其中𝐾̃可以理解成与

一个与多普勒频移息息相关的量。在数据 1 场景中为 400。2.) K 的选值与 NMSE
和𝜂相关，因此应该在要求的 NMSE 满足通信系统要求的前提下，尽可能找更大

的K来提高效率。3.) K的具体取值尽量保证与真实的通信系统可以更好的兼容，

如 2 的幂次，或者与帧结构结合起来考虑等，这里不做过多介绍。 
 
2.)不同 M 的性能对照 
在上一小节中我们主要分析了 K 取值对于估计精确度的一些影响，本节我们

关注一下 M。M 对于系统的影响要比 K 的影响更为复杂一些，它同时影响着𝜂，

算法复杂度，基底𝐵𝑚[𝑛]以及最终的 NMSE。尤其是 M 对于基底的影响，由于我

们采用的是勒让德多项式作为基底，高阶的多项式分量在计算中更容易被很小的

舍入误差所影响。这一点无论是在数值计算上，还是在工程实现上都是应该考虑

的指标。从图 3.6 和 3.7 的仿真中我们也可以看出，当 K 较大时，M=8 的参照组

数据将会出现很大的计算误差，从而使得数据无效（在计算这部分数据时程序已

经频繁发出系数矩阵接近其奇异值的警告）。我们首先应用数据 1，以 K 为自变

量，观察一下不同 M 的 NMSE 之间的关系，如图 3.6 所示： 
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图 3.6 不同 M 值对于 NMSE 的影响趋势分析-对数坐标 

从图 3.6 当中我们可以得到以下信息： 

1.) M=1, 2, 3 三种情况都表现为 K 很小的时候能达到不错的 NMSE(仍远远小

于 M=4, 8 的情形)。这可能是因为仅仅用 2 阶的自变量𝑥不足以很好的表现信道

的物理特性。 
2.) M=1, 2, 3, 8 这四种情况的 NMSE 均比 M=4 的变坏得早。如果我们规定

5%的 NMSE 为估计的有效限，M=1, 2, 3 均在 K=150 左右超过有效限，而 M=4, 
8 此时的性能还很好。 

3.) M=8 的情况在 K 比较小的时候(K<150)时会比 M=4 的情况好，然而在

K>150 之后会差于 M=4 的情况，这是由于 M=8 的基底当中自变量𝑥的最高次数

为 7 次，高次分量使得估计效果变差。 
4.) M=4的情况在所有对照组中拥有最好的性能，同时在K=400出它的NMSE

达到 5%估计有效限，这与前述的多普勒频移对于有效限处 K 取值的影响有关。 
然而图 3.6 的比较是不公平的，抛开算法复杂度不谈，K 的取值还影响着估

计效率𝜂，因此更公平的比较应该在同等𝜂的条件下进行。因此，我们对图 3.6 的

数据组进行了坐标变换，以效率𝜂作为自变量，NMSE 作为指标，在图 3.7 中重

新对这几组不同 M 的取值情况进行分析： 

 
图 3.7 等效率下，不同 M 值对于 NMSE 的影响趋势分析-对数坐标 

从图 3.7 我们可以发现，M=3 好于 M=2 好于 M=1 的情况，这与图 3.6 的结

论一致。重要的是 M=4 和 M=8 的比较。在图 3.7 中我们发现当𝜂 ≈ 87%时，M=4
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与 M=8 拥有同样的 NMSE，此后效率越高，M=4 的优势越大。M=4 时，87%的

效率对应着 K=31，而 M=8 时，87%对应着 62，也即在 K=31 左右 M=4 便可以

超越 M=8 的性能，这比图 3.6 中的相交点 K=150 来得还要早，且在此情况下

NMSE=10−10，在一般的通信系统中，信道估计的 NMSE 远远不用达到如此高的

精度，设计师们会用合适的精度来争取最大的效率𝜂，因此从这一角度分析，M=4
的情况更是远远好于 M=8。综上，M=4 是针对于此问题最优的一个取值。 

 
3.)不同采样点位置的选取策略的性能对照 
上一小节讨论了 M=4 的优势，因此在接下来的分析中我们着重分析 M=4 的

情况。信道估计的问题是在 K 各个信道采样样值中选取 M 个点作为测试点，并

用这 4 个测试点解算出一组参数（本文中即𝒃），之后利用结算处的参数向量以及

基底函数对余下的 K-M 个值进行计算和估计。因此在上述过程中，采样点的选

取便是另一个不确定的因素。如图 3.8 所示，我们在这里分析均匀分散，左集中，

右集中三种不同的采点策略，采样点由公式 3.13 决定。 

 
图 3.8 M=4 时，不同取点策略于 NMSE 的影响趋势分析-对数坐标 

在图 3.8 中，我们选取了 K<200 来进行观察。从图中我们可以看到均匀分散

的做法会使得系统性能远远好于集中采点。尤其在 K 值变大时。这一结论符合

估计与插值的基本规律。我们发现当 K=8 时它们相差 1.8dB，而在 K=160 左右

时，相差 3.4dB。此外，K=4 相当于将全部的样点用来计算系数，因此三条曲线

将会一同收敛到 K=4，NMSE 0 这样一个样点上。而图中传达的另一个信息是：

左集中与右集中的性能几乎完全一样。这是由于勒让德基底的对称特性，我们从

图 3.3 可以发现，勒让德基底的奇数次项是奇对称，偶数次项是偶对称，因此采

样点集中在 x=-1 区间或是 x=1 区间是等效的。 
综上我们得出结论分散分布的估计效果要好于两端集中，是否有更合理的采

样点分布可以进一步提高估计精度我们在本文中没有做更深入的研究。 
 
4.)结合算法复杂度的讨论 
在 BEM 模型评价指标的小节中，我们曾经简短的讨论过这个估计算法的算

法复杂度，其表达式如 3.7 和 3.8 所示。针对于时间复杂度，由于 M<<K，因此

时间复杂度中的第二项，也即(𝐾 −𝑀) ×𝑀项针对于不同的 M 值是可以近似等于

𝐾𝑀。在本例中有 20000 个数据样点，假如 K=100，M=4，那么 20000 个样点将

被分为 200 个帧，在每个帧当中需要进行 L 次 M 元一次方程的求解，这一操作
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的基本时间复杂度为𝑂(𝐿𝑀3)，求解出基底系数后进行余下 K-M 个值的估计需要

进行 K-M 次乘法和 M 次加法，于是这一环节的复杂度为𝑂(𝐾𝐿𝑀)，整个过程需

要
20000

𝐾
个这样的循环因此总的计算量为： 

𝑂𝐿𝐵𝐸𝑀 =
20000

𝐾
(𝑂(𝐿𝑀3 + 𝐾𝐿𝑀)) = 20000 × 𝑂(

𝐿𝑀3

𝐾
+ 𝐿𝑀)        (3.14) 

由上式可见，在 M<<K 的情况下，K 值对于整体复杂度的影响会更大一些。

因此我们在保证一定估计精度的前提下，尽可能的增加估计效率，也即增大 K 的

值会同时降低整个算法的时间复杂度。 
而整体的空间复杂度𝑆𝐿𝐵𝐸𝑀 = 𝑆𝐵𝐸𝑀，这是因为信道的估计是逐帧进行的，所

需要的开销只是基底系数向量𝒃（1 × 𝑀），代数后的信道参数向量𝒉（1 × 𝑀）以

及基底矩阵（𝑀 ×𝑀）。 

然而在实际的通信系统当中，估计出ℎ̂𝑙[𝑛]仅仅是解调的第一步，如何有ℎ̂𝑙[𝑛]

信息，结合接收到的数据向量𝒚解调出相应的发射信号𝒙才是更为重要的过程。为

此我们将在第五章，也就是对实际通信系统建模的章节提出一个加速收敛的算法，

该算法可以和上述 BEM 模型很好的结合，在不必解算出信道矩阵的情况下得出

解调数据。具体过程将在第五章详述。 
 
5.)时域估计效果 
上述讨论主要集中在不同参数选取下 NMSE 的特性。这里我们给出三组估计

参数，然后直观的从时域的角度来观察一下估计的效果： 
表 3.2 三组拟合参数 

M=4/勒让德/均匀 K 𝜼 NMSE 

第一组 100 96% 7.8e-7 
第二组 200 98% 1.8e-4 
第三组 300 98.7% 3.8e-3 

 

 
图 3.9 三组参数的拟合效果(整体) 

从表 3.2 可以直观看出三种参数的 NMSE，第一组参数的拟合效果最好，基

本完全重合，第二组性能一般，第三组拟合的 NMSE 可以接受，但是已经可以从
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图中看出在估计的一些边缘点出现了一些跳变，这是由于 K 选取过大，多项式

基在边缘处不能很好的估计数据的缘故。我们在下图中对上图的细节进行放大观

察： 

 
图 3.10 三组参数的拟合效果(细节) 

在上图的细节观测中我们发现第二组数据实际上也存在着端点不连续的问

题，这种现象是应是多项式基函数截断所引起的。 
综上我们从时域的角度展示了三组参数下，利用我们的 BEM 算法对信道进

行的估计。证明我们的 BEM 算法的有效性。 

3.4 问题小结 

本章主要针对题目中的问题一进行了相近的讨论以及分析。针对无线通信系

统中快速时变信道的估计问题，我们采取了 BEM 算法对信道响应进行展开。在

本章中我们首先逐一确定了模型中的四大未知量，即基底函数，基底阶数 M，估

计长度 K 以及采样点选取策略。并且以 NMSE 作为主性能指标，兼顾估计效率

𝜂，算法复杂度𝑂𝐿𝐵𝐸𝑀(𝑓(𝑛))和𝑆𝐿𝐵𝐸𝑀(𝑓(𝑛))进行了详尽全面的理论分析和数值仿

真分析。在接下来的一章中我们将对该 BEM 模型的鲁棒性进行进一步的探究。 
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四、BEM 估计算法对多普勒频移的鲁棒性分析 

上一章中，我们利用在𝑣=180km/h，𝑓𝑐 = 3GHz，𝑓𝑠 = 200kHz条件下测试出

的信道测试参数，对所提出的 BEM 算法进行了详尽的讨论。在本章中我们主要

研究速度𝑣对于 BEM 估计性能的影响。我们知道，速度𝑣主要影响着多普勒频移

𝑓𝑑，而多普勒频移又影响着时间选择性衰落信道的低频主分量的频率。这个截止

频率我们在周期 K 的选取中曾经讨论过，K 的最大有效取值将和这个频率密切

相关，因此在这一章中，我们首先利用题目中给出的𝑣=90, 270, 450 km/h 三组数

据大致猜想𝑓𝑑对于系统性能的影响规律。之后，我们将对多径时变传输信道进行

数学上的建模，并以此模型产生信道数据。由于自己产生的信道数据其相对多普

勒频移（也即相对速度）可以自行设定，因此我们将利用这些数据验证之前对于

𝑓𝑑与系统性能之间关系的一系列猜想，也即 BEM 估计算法对于相对多普勒频移

的鲁棒性分析。 
 

4.1 问题意义——速度对于多普勒频移的影响规律 

在问题 2 中，题目中给出的问题是探究相对运动速度𝑣对于模型准确度

(NMSE)的影响规律。在数学上可以直接将速度和 NMSE 进行关联，然而由于我

们的测试数据是实际的信道中所测量的真实数据，因此我们首先要探明物理上速

度影响 NMSE 的机制。由公式 3.2 可知，多普勒频移𝑓𝑑是一个与速度紧密相关的

量，而我们在扩展基分析的部分也有提到，二阶微分方程 3.9 中的𝑐𝑡𝑏也与𝑓𝑑紧密

相关。我们之所以能用勒让德多项式来代替理论上精确的扁长椭球序列是因为在

当前的条件下𝑐𝑡𝑏 ≪ 1，从而𝑐𝑡𝑏
2 是高阶小量。相应的，误差环节也应该是由此处

产生。此外，从公式 3.10 中可见，影响模型精度的参数与 K，𝑓𝑠也有关系，我们

在第三章确定了 K 的取值，并在第四章沿用这一组参数。这样一来，影响精度的

环节就应该是
𝑓𝑑

𝑓𝑠
这一项，它的物理意义显而易见，是相对多普勒频移。定义𝜇 ≜

𝑓𝑑

𝑓𝑠
为相对多普勒频移，在第三章的参数下，𝜇 =0.25%。 

 

4.2 问题分析——影响规律的猜想及预测 

从公式 3.10 来看，当𝑓𝑑变大时，若其他条件不变，估计的精度理应下降。此

外，由我们在数据预处理当中的傅里叶分析可以得到，时间选择衰落所产生的低

频分量的主分量对于衰落的特性起着决定性的作用。而这个主分量的周期又限制

着 K 的最大取值。K 的最大取值在物理上有着很重要的意义，它可以表征该无

线信道可以被预测的极限。因此，我们猜想相对多普勒频移对系统性能的第二个

影响即对于模型可预测极限长度𝐾̃ 上。 
●猜想一：速度越高，同样的 K, M, 基底𝐵𝑚[𝑛], 采样策略下，NMSE 会越差。 
●猜想二：速度越高，算法可以预测的有效估计区域会窄。（定义𝐾 < 𝐾̃或使

得 NMSE<0.05 的最大 K 为有效估计区域）。 
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4.3 问题解决——速度影响规律的验证 

在上一节中我们有两个猜想，问题 1,2 中给出的是𝑣=90, 180, 270, 450km/h 情

况下进行的 4 组信道测试数据。取 M=4，均匀分布采点策略，可以得到下图。 

 
图 4.1 速度𝑣对于 NMSE 影响分析-对数坐标 

从图 4.1 中我们首先可以很快的验证猜想 1，同样的 K 值下，估计算法对低

速度的信道数据估计要准确得多，要想达到同样的估计准确度，高速率下的数据

要牺牲更多的效率𝜂。对于猜想 2，我们首先需要对速度𝑣进行一下基本的变换。

根据多普勒频移公式，也即式 3.2，我们可以推算出四种情况下相应的𝑓𝑑分别为

250, 500, 750, 1000Hz。由于采样频率𝑓𝑠都为 200kHz，则由多普勒频移产生的信

道时变衰落的低频主分量的周期应为
1

𝑓𝑑
 ，这周期对应着

𝑓𝑠

𝑓𝑑
个采样点。也即使得

NMSE 达到 5%估计有效限的 K 取值上限为： 

𝐾̃𝑣 =
𝑓𝑠
𝑓𝑑
=
1

𝜇
                                                                    

用𝐾̃90表示速度为 90km/h 的取值上限，我们可以计算出𝐾̃90 = 800，𝐾̃180 =

400，𝐾̃270 ≈ 267，𝐾̃360 = 200。在图 4.1 中，我们可以很好的验证𝐾̃𝑣的取值。 
 

4.4 问题扩展——对多径时变信道的建模 

●对多径时变信道建模的意义 
在问题 4.3 中，我们利用题目中所给出的数据，即𝑣=90, 180, 270, 450 km/h

进行相互比较，初步验证了我们对于模型对于相对移动速度鲁棒性的关系。为了

进一步验证这个想法，我们需要在更多不同的𝑣下来验证。此外，在不同的载波

频率下，是否速度是通过相对多普勒频移𝜇来影响系统这一猜想也需要验证。因

此，我们根据题目中的问题 2 当中的第二个要求，对多径时变传输信道进行相应

的建模，并以此模型产生更多的测试数据来进行分析研究。 
 
●多径时变信道建模 
从物理上讲，多径衰落信道之间是相互独立的（我们在数据预处理环节中已

经验证了这一点），其幅度服从瑞利分布，相位服从均匀分布。[5]而多普勒频移

的影响可以用 Clarke 模型进行很好的解释[8]，在此不再赘述。 
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对于经典的 Clarke 模型，若不考虑信道在频域上的特性影响，根据引文[5]
可以知道，N 条路径所产生的瑞利衰落信道可以用 Clarke’s 模型很好的逼近： 

𝑔(𝑡) = √
2

𝑁
 ∑𝐴𝑛 ⋅ 𝑒𝑥𝑝 [𝑗(𝜔𝑑𝑡 ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛 + 𝜙𝑛)]

𝑁

𝑛=1

                     (4.1) 

式中𝛼𝑛表示波形的相角，𝜙𝑛表示第 n 条路径的初始相位（也即多径的延时

信息），而𝜔𝑑 = 2𝜋𝑓𝑑是系统的最大多普勒角频移，𝐴𝑛表示该条路径的增益倍数。

然而正如[5]中所说，此模型并不适宜于对多条不相关的建模。此外，只有当𝑁取

值很大时，上述模型才会对信道有比较好的逼近。这些特点决定着经典的表达式

适用于理论分析，而实用性欠佳。通过阅读文献，我们掌握并实现了一种在𝑁取

值很小的时候，也可以快速收敛，达到很好拟合效果的多径时变信道产生算法。

具体而言，是首先对上式的参数进行一些变换：我们选取𝑁 = 4𝑀 , 𝜙𝑛+𝑀 =

−𝜙𝑛 + (
𝜋

2
), 𝜙𝑛+2𝑀 = −𝜙𝑛  𝜙𝑛+3𝑀 = 𝜑𝑛 + (

𝜋

2
) 𝛼𝑛 =

2𝜋𝑛−𝜋+𝜃

𝑁
，其中𝜃是[−𝜋, 𝜋)的

一个均匀分布的随机变量。利用欧拉公式和相应的代数变换，4.1 式可以变换成

如下形式： 

𝑔(𝑡) = √
2

𝑁
 {∑2𝐴𝑛 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑑(𝑡 + 𝜏𝑛) ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛 +𝜙𝑛)

𝑀

𝑛=1

+ 𝑗∑2𝐴𝑛𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑑(𝑡 + 𝜏𝑛) ⋅ 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑛 + 𝜑𝑛)

𝑀

𝑛=1

}                                      (4.2) 

为了方便定义和研究该模型的统计特性，我们对其实部和虚部做了重新的定

义： 
𝑍(𝑡) = 𝑍𝑐(𝑡) + 𝑗𝑍𝑠(𝑡)                                             (4.3) 

𝑍𝑐(𝑡) = √
2

𝑀
 ∑𝐴𝑛𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑑(𝑡 + 𝜏𝑛) ⋅ 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛 + 𝜙𝑛)

𝑀

𝑛=1

              (4.4) 

𝑍𝑠(𝑡) = √
2

𝑀
 ∑𝐴𝑛𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑑(𝑡 + 𝜏𝑛) ⋅ 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑛 + 𝜑𝑛)

𝑀

𝑛=1

                (4.5) 

其中 

𝛼𝑛 =
2𝜋𝑛 − 𝜋 + 𝜃

4𝑀
,         𝑛 = 1,2, … ,𝑀                            (4.6) 

由式 4.3~4.6，我们可以模拟产生由 M 条路径的，多普勒频移可控的多径信

道。其中每条路径的增益以及时延可以由参数𝐴𝑛和𝜏𝑛来表征。我们将用最终信道

响应的概率密度函数(PDF)进行模型的验证，来确保模型产生的信道参数的 PDF
服从瑞利分布： 

𝑓(𝑧) =
2𝑧

𝜎2
𝑒
−
𝑧2

𝜎2                                                      (4.7)  

 
●多径时变信道模型验证仿真 
由上一小节提出的模型，我们可以进行多径时变信道的建模，并利用不同多

普勒频移的设置，来验证我们在 4.2 节中提出的两个猜想。为了更接近于真实的
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通信系统，我们选取 3GPP LTE 协议中定义的一些典型场景[6]。由于篇幅关系，

我们仅选取扩展城市模型 ETU(Extended Typical Urban model)来进行仿真分析。

该场景有 9 条多径信道 
表 4.1 扩展城市场景 ETU 多径信道参数 

Excess tap 

delay [ns] 

Relative power 

[dB] 

0 -1.0 

50 -1.0 

120 -1.0 

200 0.0 

230 0.0 

500 0.0 

1600 -3.0 

2300 -5.0 

5000 -7.0 

根据表 4.1，我们有𝝉 = [0, 50, 120, 200, 230, 500, 1600, 2300, 50000] ∗

10−9𝑠，而𝑨 = 10−[−1,−1,−1,0,0,0,−3,−5,−7]∗0.1，𝑣 = 180𝑘𝑚/ℎ，𝑓𝑠 = 3𝐺𝐻𝑧，带入公

式 4.3~4.6，便可以产生模拟的信道响应。仿真的幅度响应以及相位响应如下两

图所示：

 
图 4.2 仿真产生瑞利信道的幅度响应 (对数坐标)

 

图 4.3 仿真产生瑞利信道的相位响应 (弧度) 
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从上边两图我们可以看到仿真产生的瑞利信道的幅度响应与相位响应，这

与大部分参考资料上的特性都十分类似，然而，我们并不能仅仅凭借这两张图

来确定模型的有效性。由于我们仿真产生的模型是用数据一当中的物理参数，

因此假若信道模型准确，那么产生的模型理应有类似的数据特性。因此，我们

首先从频域上分析。之前在数据预处理章节，我们曾经对数据一进行了 4000 点

的傅里叶分析，发现其主低频分量集中在 DFT 横轴的 10 以内，（见图 3.2(b)），
我们用同样的方法对以此相同参数产生的信道数据进行 4000 点的傅里叶分析，

如下图所示： 

 
图 4.4 仿真产生瑞利信道的 DFT 分析 

由上图可见，我们的多径信道模型产生的数据同样在横轴为 10 时有出现截

止频率，因此与原始数据在频域特性上是吻合的，这进一步说明了我们模型的有

效性。此外，为了验证模型中𝜔𝑑项的有效性，我们在其他参数不变的情况下分别

取𝑓𝑑 = 500, 1000, 2000, 4000, 10000，用这一组数据对模型的频域特性进行验证，

如下图所示： 

 
图 4.5 仿真产生不同𝑓𝑑瑞利信道的 DFT 比较 

由上图可见，截止频率出现的位置恰好和我们设置的参数一致，因此模型是

有效而准确的。最后，我们将从信道响应的幅值分布特性角度来验证模型的有效

性。具体做法如下：我们先将产生的 20000 个信道采样点的幅值进行统计处理，

之后由这个统计数据估算出这 20000 个点的概率分布函数(PDF)，之后利用多项

式插值法求解出了这个 PDF 的近似曲线。由于随机变量的概率密度函数(CDF)是
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其 PDF 的导数，于是我们对插值法拟合出的多项式进行求导，得到拟合的 CDF。
由于多径快速时变信道的幅值响应的 CDF 应该符合公式 4.7 所提到的瑞利分布

函数，我们再利用公式 4.7 描出理论上的 CDF，将仿真产生数据推算出的 CDF
与理论值进行比较，从而验证模型的有效性。从下图中我们可以看出，上述算法

产生的信道数据，其幅值响应的确是服从瑞利分布的。 

 
图 4.6 仿真产生瑞利信道的数据的 PDF 分析 

综上所述，我们所提出的信道数据产生模型可以很好的模拟在特定的多普勒

频移条件下，多径快速时变信道的特性。接下来我们将利用这个模型所产生的数

据来验证第三章中提出的 BEM 信道估计算法在减少测试数据数量方面的效果，

其次，利用不同的多普勒频移设置产生的信道参数来验证 4.2 中关于速度对 BEM
模型影响的两个重要猜想。 

 

4.5 问题扩展——利用模拟信道数据验证 BEM 算法特性 

在 4.4 中，我们利数学变换后的 Clarke 模型可以对不同参数的多径信道进行

模拟。由于在第三章中的分析都是基于 9 条分立路径的，因此我们在这一节首先

验证我们的 BEM 模型是否适用于各分量叠加后的瑞利时间选择性衰落信道。与

第三章所用的仿真方法类似，我们仍然以 K 作为自变量，NMSE 作为主要指标，

利用与数据一相同的物理参数设置，我们可以得到 4.7 的仿真结果。 

 
图 4.7 BEM 对仿真产生信道数据的估计 (M=4) 
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仿真结果表明，我们的 BEM 算法有效。也即在 K<400 的情况下，均可以以

接近 99%的效率来进行信道估计。从上图与图 3.5 的对比中我们也可以发现，用

产生模拟信道数据的方法效果与利用真实信道数据进行仿真的效果相同，因此我

们可以利用这个模拟产生信道数据的方式对 BEM 模型进行更充分的分析。 

 
图 4.8 多普勒频移对于 NMSE 的影响 

由于题目中只给出了四组不同速度下的信道参数，我们无法对多普勒频移

(或者说速度)对于系统 NMSE 的影响进行更充分的分析。利用第四章提出的仿真

信道模型，我们可以完成这一分析。选取多普勒频移𝑓𝑑 = [100: 100: 2500]，在

3GHz 的载波频率下对应着速度𝑣 = [36: 36: 900]𝑘𝑚/ℎ。在 M=4 的情况下，我们

选取三个 K 的不同取值，利用仿真信道模型产生 20000 个点的信道采样数据，

之后用 BEM 进行估计。将 NMSE 与多普勒频移的对应关系在图 4.8 中展示了出

来。显然，随着𝑓𝑑的增大，NMSE 性能会变差，这验证了 4.2 中提出的猜想一。

其次，从这张图上我们仍然可以看到 5%NMSE 有效限， 𝐾̃𝑣值和𝑓𝑑之间的对应关

系。（如公式 4.1 中描述）。这里的具体表现为以固定的 K 插入训练序列时，通信

系统所能容忍的最大多普勒频移𝑓𝑑̃满足公式 4.1 所提供的关系。这对于实际通信

系统的设计将更具有指导意义。 
 

4.6 问题小结 

综上，在第四章中我们主要用理论分析与数值仿真的方式对题目的问题 2 进

行了详尽的解释与回答。结果表明，我们建立的信道模拟模型可以很好的模拟出

多径时间选择性衰落信道。利用这个模型产生的信道数据，我们完善了之前提出

的 BEM 算法的鲁棒性分析，猜想并验证了 5%NMSE 估计有效限与𝑓𝑑̃，𝐾̃𝑣之间

的关系。对进一步的实际通信系统设计具有理论上的指导意义。 
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五、基于 BEM 的基带通信系统 

在一个通信系统中，我们最关心的是经过信道被衰落无线信号在接收端是否

能被还原或解调出来。为了使信号能被解调，发射端在将信号送入信道前要进行

数字调制、载波调制等以方便在接收端解调，信号在信道传输会因为多径传播、

噪声干扰等信道不理想的缘由而衰落，接收端在接收滤波、解调的过程中要考虑

这些衰落而从而更好的解调出原始信号。 
信号在发射端被调制后，进过多径衰落信道传播至接收端，接收端用估计的

信道参数还原出原始信号。我们在本章介绍信号调制、经多径衰落信道并在接收

端解调的基本原理，并用 MATLAB 程序对该过程进行仿真。我们随机生成长度

为2 × 105的二进制序列作为发射端的源信号，将其进行 QAM 调制并发送，根据

问题 1 和问题 2 所建的模型估计的 BER 系数，由接收的信号估计发送端传出的

源数据。将不同 SNR 下接收端估计的信号与原始信号对比，分别计算 BER，并

就 BER 和 SNR 的关系进行分析。 
在解调信号的过程中，若直接使用 LQSR 或阻尼 LQSR 算法解调数据，则每

帧的解调估计都需要很多次迭代才能收敛，所以我们随后将信号解调方程做了预

处理，使 LQSR 能够快速收敛，我们对预处理的原理和方法进行阐述和分析，并

对预处理过的系统重新做了 BER 和 SNR 关系的分析。结果证明，经过预处理优

化的算法在算法复杂度上，相对于没有预处理的系统这两方面均有显著提升。仿

真结果显示，优化的算法可以在保证 BER 不恶化的情形下明显的加快解调速度，

减少算法计算量。 
 

5.1 多径衰落信道下的解调信号的基本原理 

信号会因为信道不理想而使信号难以恢复甚至不能恢复，信道不理想的因素

如信道的多径效应和加性高斯白噪声（AGWN）等。为了适应信道，信号需要进

行调制。常用的如图 1.1 所示的 16QAM 调制，可以把 4 位二进制数按顺序转换

为相应的复数（如 0000 转换为-3+3j）。我们设定{𝑥[𝑛]| 𝑛 = 0,1, … , 𝐾}为二进制

数据序列{ek|𝑘 = 0,1,2, …}经 QAM 调制后的输出信号，即𝑥[𝑛]是调制后的复数数

据。 
𝑥[𝑛]在传播中由于多径效应致使信号经不同信道在不同的时刻到达接收端，

那么接收端接收到的信号为 

𝑦[𝑛] =∑ℎ𝑙[𝑛]𝑥[𝑛 − 𝑙] + 𝜔[𝑛],   𝑛 = 0,1,2, … , 𝐾 − 1

𝐿−1

𝑙=0

.                         (5. 1) 

𝑥[𝑛 − 𝑙]是𝑥[𝑛]经信道ℎ𝑙[𝑛]且延迟时间𝑙的源信号。𝜔[𝑛]是高斯白噪声。重写

方程(5.1)为  
𝒚 = ℋ𝒙 +𝝎                                                                                (5.2) 

其中ℋ为由集合{ℎ𝑙[𝑛]|𝑙 = 0,1, … , 𝐿 − 1, 𝑛 = 0,1, … , 𝐾 − 1}中元素构成的时

域信道矩阵，大小为𝐾 × 𝐾，ℋ的形式如下 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

方程(5.2)中的𝒚 = [𝑦[0], 𝑦[1], … , 𝑦[𝐾 − 1]]
𝑇
，𝒙 = [𝑥[0], 𝑥[1], … , 𝑥[𝐾 − 1]]

𝑇
，

𝛚 = [ω[0], ω[1], … , ω[𝐾 − 1]]
𝑇
。 

解调源信号{𝑥[𝑛]}相当于求解方程组（5.1）或者（5.2）。根据接收端接收信

号𝒚和时域信道信道参数，反解出𝒙或{𝑥[𝑛]}即可得出复数形式的发射源信号。然

后再根据 QMA 的映射关系，即可还原出发送端发射的原始二进制信号。 
 

5.2 基于 BEM 方法的多径衰落信道估计及 BER 和 SNR 关系分析 

为了解调接收到的信号，需要对信道参数进行估计。接收端相对于发送端高

速运动时会导致快时变的信道，那么解调信号就要频繁的估计信道参数。而用基

扩展（BEM）方法可以模拟有多普勒效应的快时变信道，从而减少信道参数直接

估计次数。 
根据 BEM 方法，通过重新构造信道参数的表达形式，并且重构信号多径传

播方程（5.1）或者（5.2），仅需要 BEM 模型系数{𝑏𝑙𝑚}和接收信号𝒚即可解调出。

而{𝑏𝑙𝑚}可由问题 1和问题 2中所建立的减少信道数据测试频度的模型计算给出。 
根据 BEM 方法，实际的信道参数ℎ𝑙[𝑛]可以被估计为 

ℎ̂𝑙[𝑛] = ∑ 𝑏𝑙𝑚𝐵𝑚[𝑛]

𝑀−1

𝑚=0

, 𝑙 = 0,1, … , 𝐿 − 1.                                 (5.3) 

ℎ̂𝑙[𝑛]为实际信道参数ℎ𝑙[𝑛]的估计量。{𝐵𝑚[𝑛]}是所选定的基向量，和前面问

题 1 和问题 2 中选择的基是一致的。 
将方程(5.3)代方程（5.1）可得 

𝑦[𝑛] =∑∑ 𝑏𝑙𝑚𝐵𝑚[𝑛]

𝑀−1

𝑚=0

 𝑥̂[𝑛 − 𝑙] + 𝜔[𝑛]

𝐿−1

𝑙=0

 

  = ∑ 𝐵𝑚[𝑛]

𝑀−1

𝑚=0

∑𝑏𝑙𝑚 𝑥̂[𝑛 − 𝑙] + 𝜔[𝑛]

𝐿−1

𝑙=0

 ,   𝑛 = 0,1,2,… , 𝐾 − 1. (5.4) 

 
𝑥̂[𝑛]是接收端的解调出的信号（复数），即为𝑥[𝑛]的估计量。根据[1]信道参数

重构形式，重写方程（5.4）为矩阵形式可得 
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𝒚 = ∑ 𝑃𝑚

𝑀−1

𝑚=0

 𝐶𝑚 𝒙̂ + 𝝎                                                 (5.5) 

𝑃𝑚是一个由 BEM 模型的基组成的对角矩阵，具有如下形式 

𝑃𝑚 = [

𝐵𝑚[0]     0       
  0    𝐵𝑚[1]

⋯            0      
⋱              ⋮      

    ⋮         ⋱       
0     ⋯   

⋱  0 
 0    𝐵𝑚[𝐾 − 1]

] 

𝐶𝑚（如下）是一个由 BEM 模型系数组成的循环卷积矩阵 

𝐶𝑚 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝐶𝑚 可 以 通 过 一 个 对 角 矩 阵 𝐷𝑚 计 算 ， 即 𝐶𝑚 = 𝐹𝐻𝐷𝑚𝐹 ,  𝐷𝑚(𝑗, 𝑗) =
(𝐹[𝑏0𝑚, 𝑏1𝑚, … , 𝑏𝐿−1𝑚, 0, … ,0])(𝑗)。𝐹是 K 纬的离散傅里叶矩阵算子。而且有时域

信道参数矩阵ℋ的 BEM 模型估计ℋ̂ 

ℋ̂ = ∑ 𝑃𝑚

𝑀−1

𝑚=0

 𝐶𝑚                                                   (5.6) 

虽然由（5.6）可以计算估计信道矩阵ℋ̂或由（5.3）算出信道参数ℎ̂𝑙[𝑛]，但

是这对于解调出源信号𝒙的估计量𝒙̂不是必须的，即我们可以求解线性系统（5.5）
解出𝒙̂而不用求解（5.6）或（5.3）。由{blm}计算𝐷𝑚的复杂度是𝑂(𝑀𝐾𝑙𝑜𝑔𝐾),用 LSQR
或者阻尼 LSQR 算法求解𝒙̂的复杂度是𝑂((2𝑖 + 1)𝑀𝐾𝑙𝑜𝑔𝐾)，其中𝑖为算法迭代次

数。 
解调源信号需要求解方程（5.5），所以解调源信号可以归结为 

𝒂𝒓𝒈 𝒎𝒊𝒏𝒙̂  {‖ ∑ 𝑃𝑚

𝑀−1

𝑚=0

 𝐶𝑚 𝒙̂ − 𝒚‖} 

= 𝒂𝒓𝒈 𝒎𝒊𝒏𝒙̂ { ‖ℋ̂ 𝒙̂ − 𝒚‖ }      （5.7） 

常用的逼近求解方法有求解发（5.7）的算法有：广义最小残量方法（GMRES）、
共轭梯度法（CG），最小二乘 QR 分解算法（LSQR），阻尼最小二乘 QR 分解算

法（阻尼 LSQR）。相对于其他方法，广义最小残量方法收敛速度很慢，需要很多

次迭代才能达到较小的残留误差。最小二乘 QR 分解算法相当于共轭梯度法对

ℋ̂𝐻ℋ̂ 𝒙̂ = ℋ̂𝐻 𝒚的求解，在第 𝑖次迭代中在 Krylov 空间中最小化 ‖ℋ̂ 𝒙̂ − 𝒚‖。

阻尼最小二乘 QR 分解相当于用最小二乘 QR 分解法求解 
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𝒂𝒓𝒈 𝒎𝒊𝒏𝒙̂ {‖ℋ̂ 𝒙̂ − 𝒚‖ + σ
2‖𝒙̂‖ } 

= 𝒂𝒓𝒈 𝒎𝒊𝒏𝒙̂  { ‖(
ℋ̂
σ2𝐼

) 𝒙̂ − (
𝒚′
0
)‖ }       （5.8） 

σ2是 Tikhovno 正则化参数。当σ2 = 0时，阻尼最小二乘 QR 算法还原为阻尼

最小二乘 QR 分解法。LSQR 算法的迭代次数（收敛速度）取决于噪声水平𝝎

和系数矩阵的特征值分布，GMRES 特征值集中分布在 z=0 是算法收敛快，而

LSQR 算法在系数矩阵的特征值分布在 z=1 时算法收敛快。由于 GMRES 算法收

敛太慢，所以我们在求解（5.7）时使用 LSQR 算法。另外经过方程预处理的 LSQR
算法具有更快的收敛速度，我们在下一节中会分析其加速原理，并使用优化的

LSQR 算法求解系统，并分析 SNR 和 BER 关系。 
求解源信号估计量𝑥̂[𝑛]并转化为二进制序列{𝑒̂𝑘},与原始二进制发送数据序

列{ek}相比较便可得到误比特率 BER。 
信噪比（SNR）是指接收到信号和环境噪声的比率。SNR 通常可以由一比特

信号能量与噪声功率之比（
Eb

𝑁0
）或一个符号信号能量与噪声功率之比（

Es

𝑁0
）表征，

其中𝑁0为噪声功率，Eb为每个比特信号的能量，Es为每符号的能量。且这三者之

间存在如下的关系。 
Es

𝑁0
(dB) =

Eb

𝑁0
(𝑑𝐵) + 10 log10 𝐽        （5.9） 

Es

𝑁0
(dB) = 10 log10

𝑇𝑠𝑦𝑚

𝑇𝑠𝑎𝑚𝑝
+ 𝑆𝑁𝑅(𝑑𝐵)       （5.10） 

公式（5.9）中𝐽表示每个符号的比特数，公式（5.10）中𝑇𝑠𝑦𝑚表示符号周期，

而𝑇𝑠𝑎𝑚𝑝表示抽要周期。 

我们用 MATLAB 代码仿真，随机产生的二进制长度为2 × 105二进制信号序

列{ek|𝑘 = 0,1,2, …}，先由 16QAM 对二进制信号进行数字调制，得到长度为5 ×

104复数信号{𝑥[𝑛]}，该复数信号经历多径衰落后在接收端被接收机采样为{𝑦[𝑛]}
的离散信号，𝑦[𝑛]是由多径效应下不同延时的源信号的叠加，而且还混有白噪声。

我们用前面所建减少信道数据测试频度的模型估计信道参数，并由采样得到接收

离散接收信号进行信号的解调。如图 5.1 所示，仿真系统采用数据文件 1 的信道

采样数据，即接收机运动速度为 180km/h 下的信道采样，采用我们在第一问建立

的减少信道估计次数的模型，估计出信道参数对应的基系数{𝑏𝑙𝑚}，解调数据，

恢复出的二进制序列与源信号对比的 BER 与 SNR 的关系，BER 在不同 SNR 下

的仿真值如图 5.1 所示。 
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图 5.1 采用 16QAM 调制的多径衰落信道下 BER 与 SNR 关系 

（终端移动速度 180km/h。左图仿真帧长 128，右图帧长 64） 

根据图 5.1 的仿真结果，随着信噪比的增大，BER 逐渐减少。图 5.1 左右两

图的仿真同样在 16QAM 调制下并且速度一样，但是图 5.1（左）的仿真显示，
Eb

𝑁0

在 0dB 到 20dB 之间，BER 显出随 SNR 增大而减少，然而
Eb

𝑁0
大于 20dB 后，BER

基本位置不变。然而图 5.1（右）帧长 64 符号的却不同，虽然 128 帧长下仿真和

64 帧长下仿真的 BER 均在
Eb

𝑁0
= 20𝑑𝐵减少到10−3左右。但是 128 符号的帧长下

BER 不再随 SNR 增大而变化，但是 64 符号的帧长下，BER 随着信噪比在大于

20dB 的区间内增加而进一步减少。 
上述现象的原因可以解释如下，BER 主要是因为白噪声和多径效应而致使

解码过程出现错误而产生。SNR 非常低的时候，如仿真显示的（0，20）dB，噪

声是影响解调的主要因素，所以 BER 会随噪声 SNR 的增大而显著减少。当信噪

比增大到一定水平，例如图示的 20dB，由于每一帧的中大多的符号传播对应的

信道信息是我们通过前面的模型估计出来的，并不能完全真是的描述实际信道信

息，即ℋ̂是ℋ的估计而并不完全等于ℋ。所以当 SNR 提升到一定水平是，BER

会受限于信道估计的误差，从而不能进一步降低。图 5.1（左）（右）两图之所以

有上述差异，是由于不论是 128 符号长的帧的所有信道信息还是 64 符号长的帧

等信道信息都是由 4 个数据点估计的，所以估计 64 符号长的信道信息要不估计

128 符号长的信道信息更准确，致使帧长 64 下的 BER 能进一步减少至接近10−5。

而帧长 128 的情形下 BER 却不能继续减小，因为帧长 128 的信道信息估计相对

差一些。可以注意到图 5.1（右）的 BER 在 35dB 之后也逐渐趋于平稳，这说明

即使对 64 个符号的信号信息的估计也是由误差的。 

 
图 5.2 采用 16QAM 调制的多径衰落信道下 BER 与 SNR 关系（帧长 64） 
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图 5.2 是帧长度为 128 时采用 16QAM 不同速度下的 BER。我们分别仿真了

运动速度为 90Km/h、180Km/h、270Km/h 和 450Km/h 多径信道下的 BER 与 SNR
的关系。首先，随着 SNR 的增大，该图显示了不同运动速度下 BER 相同的变化

趋势，区别在于它们趋近的值不同。该图进一步验证了我们上边分析的结论，在

20dB 前提升信噪比能显著降低误比特率，明显提升系统的性能。四种不同的运

动速度下，其 BER 均在 20dB 后趋于稳定而不再发生较大变换。另外，对比图 5-
2 中不同速度的 BER，可以看出较小的运动速度下其对应的 BER 能在 20dB 后

趋近于一个较小的误比特率。这说明，当信道估计周期确定时，运动速度越大则

误比特率越高。 
 

 
图 5.3 采用 16QAM 调制的多径衰落信道下 BER 与 SNR 关系（帧长 128） 

图 5.3 采用 16QAM 调制且帧长 128 的仿真结果，与图 5.2 有着类似的趋势

和结论。图 5.3 和图 5.2 中的仿真的唯一差别是采用的每帧的符号数目不同，分

别是 128 和 64。可以看出在不同运动速度和不同帧长度下，BER 的变化趋势是

类似的，即 BER 会在信噪比较小好时随着
Eb

𝑁0
增大而显著减小，并在 20dB 左右开

始趋于稳定，此后便稳定在一个特定 BER 值附近。对比图 5.3 和图 5.2 还可以发

现，运动速度相同而帧长不同时，较小的帧长明显具有小的 BER。这种现象的原

因类似于图 5.1 的分析中的一点：我们用常量个点数（仿真中用的是 4 个数据）

去估计多数个信号符号的信道传输参数，对图 5.3 而言是用 4 个点估计出 64 个

符号的信道传输参数，对图 5.2 而言是用 4 个点估计 128 个符号的信道传输参

数，所以对图 5.2中仿真估计的信道误差会大于对图 5.3中仿真估计的信道误差。

因此，同样速度下且其他参数相同的情况下，固定参考符号数目，帧长度越大 BER
就会越大。 

5.3 算法的优化 

在 5.2 节中我们 SNR 和 BER 的关系做了仿真和研究，然而在求解系统（5.5）
即求解源信号估计量𝒙̂的过程中，发现不论是 LSQR 还是阻尼 LSQR 都需要较多

次迭代才能收敛。太大的迭代次数需要较大的运算量，对于实际系统而言运算量

过大是不实际的。此外，LSQR 和阻尼 LSQR 都具有半收敛特性，即算法刚开始

的几次迭代中每次迭代收敛幅度都很大，然后随着迭代次数的进一步变大，算法

收敛变慢甚至停止收敛，在这种情况下如果继续迭代，只会放大系统噪声，并不
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能取得更优的结果。如果在求解线性系统前，先针对系统方程做一些预处理，那

么就能加速 LSQR 或 LSQR 的收敛速度，降低算法复杂度进而减少运算量[1]。 
LSQR 算法的最优化迭代次数是和噪声大小以及时域信道参数矩阵的特征

值分布直接相关的。噪声越大 LSQR 算法最优化迭代次数越大。时域信道参数矩

阵的特征值分布越集中，LSQR 算法最优化迭代次数越小。 
根据[1]，我们对方程（5.5）做预处理，以加速 LSQR 的收敛。引入𝒙𝒑和𝐷𝑚

使 
𝒙𝒑 = 𝐶0𝒙̂                                                                          (5.7) 

那么方程（5.5）可以变为 

𝒚 =  ∑ 𝑃𝑚

𝑀−1

𝑚=0

 𝐶𝑚 𝒙̂ + 𝝎                                                                                   

= ∑ 𝑃𝑚

𝑀−1

𝑚=0

 𝐶𝑚 𝐶0
−1 𝒙𝒑 +𝝎                                                                          

= ∑ 𝑃𝑚

𝑀−1

𝑚=0

 𝐹𝐻𝐷𝑚
𝑝 𝐹 𝒙𝒑 +𝝎                                                                     

 
=   ℋ̂𝑝𝒙𝒑 +𝝎                                                                                    (5.8) 

 

其中𝐷𝑚
𝑝 = 𝐷𝑚𝐷0

−1， ℋ̂𝑝是预处理后的时域信道参数矩阵，用 LSQR 求解方

程（5.8）比求解（5.5）具有更快的收敛速度。因为没加预处理的算法和加了预

处理的算法的复杂度是在同一个数量级的，但是计算量主要在 LSQR 对方程的求

解上（复杂度为𝑂((2𝑖 + 1)𝑀𝐾𝑙𝑜𝑔𝐾)），所以 LSQR 较快的收敛能显著减少其在

解调信号时的迭代次数，从而减少计算量。 

 

图 5.4 预处理前后的时域信道参数矩阵的特征值分布对比 

（蓝色‘o’为没有预处理的分布，红色‘x’是有预处理的分布） 
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我们分别观察问题 1 和问题 2 中模型估计出的ℋ̂的特征值分布和 ℋ̂𝑝的特征

值分布情况，如图 5.4 所示，没有预处理的的ℋ̂的特征值分布明显很零散，而预

处理后的 ℋ̂𝑝的特征值分布相对集中地分布在𝑧 = 1附近。 

 
图 5.5 每帧数迭代次数的（蓝色’o’为没有预处理就解调原始信号，红色‘x’是进过预处理的情形） 

解调信号时用 LSQR 算法的收敛速度取决于噪声和信道矩阵的特征值分布，

通信信道的噪声不能控制，但是可以通过预处理解调方程来加 LSQR 速系统的收

敛速度，达到快速解调信号的目的。 
我们将 20000 个原始数据分成 300 多段，使用在问题 1 中提出的模型估计信

道参数，用估计的信道参数解调接收信号𝒚。系统的 SNR 设定为 30dBs。图 5.5
显示了解调过程中的迭代次数分布，蓝色的’o’为没有预处理就解调原始信号是

未经过解调模型预处理的迭代次数，红色‘x’是进过预处理的情形解调模型的迭

代次数。可以看出未经过预处理的迭代次数大约是经过预处理的迭代次数的 2~3
倍。我们进一步仿真了解调这 20000 个离散信号的计算量，对比优化前后解调系

统的算法复杂度，用计算量表示优化前后的差别。如图 5.6，蓝色线条是没有优

化的累计计算量，绿色线条是优化系统的累计计算量，可以明显可得看出，随着

帧数在时间上的增多，优化过的解调系统显著地减少了解调的计算量。 

 
图 5.6 解调原始数据所需的累计迭代计算量 

（蓝色线条是未经优化的累计计算量，绿色线条是优化系统的累计计算量） 

理论上讲，多径衰落的信道响应服从瑞利分布。根据[13]，理论上的经 M-
QAM 调制的信号经瑞利衰落信道后的 BER 为 
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Pe =
𝑀 − 1

𝑀𝑙𝑜𝑔2𝑀
  (1 − √

3γ log2𝑀 /(𝑀
2 − 1)

3γ log2𝑀/(𝑀2 − 1) + 1
)                             (5.9) 

公式（5.9）中γ =
Eb

𝑁0
，M 为调制阶数。 

我们用 MATLAB 仿真优化后的 LSQR 算法（有预处理过程）下 BER 与信噪

比的关系。在 180km/h 和 90km/h 的速度下，分别对理论的 BER 和仿真的 BER
进行对比分析。此外我们还分析了不同调制方式下对 BER 的影响。 

 
图 5.7 运动速度 180km/h 时多径衰落信道下 BER 的仿真值和理论值 

（解调信号采用了有预处理过程的 LSQR，左图采用 4QAM 调制，右图采用 16QAM 调制） 

图 5.7 显示了在 180km/h 的运动速度下，4QAM 和 16QAM 的调制方式下理

论以及仿真的 BER 和 SNR 的关系。可以看出调制阶数越高，在同样信噪比水平

下BER也越高，即给定同样的信噪比则 16QAM调制方式下的BER明显比 4QAM
调制方式下的 BER 更高。图 5.8 也验证了这一现象。这是因为阶数高的 QAM 调

制方式下，其星座图的相邻信号的位置的距离更近，信号经信道衰落并受到干扰

后就更容易和相邻信号混淆，因而更容易导致解调信息错误。图 5.7 和图 5.8 都

表明，仿真的 BER 会比理论的 BER 稍大一些。 

 

图 5.8 运动速度 90km/h 时多径衰落信道下 BER 的仿真值和理论值 

（解调信号采用了有预处理过程的 LSQR，,左图采用 4QAM 调制，右图采用 16QAM 调制） 

对比图 5.7 和图 5.8 的仿真结果，可以发现较高的运动速度会致使较高的

BER。特别当Eb/𝑁0 较大时，运动速度对通信系统影响越大，这时 BER 就会增

大很多。这验证了大的移动速度会造成较严重的信道选择性衰落，要想保证较低

的 BER，就要增加信道估计频率或者减少估计周期。而我们在仿真中固定了估计

周期，所以同等条件下图 5.7 显示的 180km/h 仿真结果要比图 5.7 的 90Km/h 仿

真的 BER 要差。图 5.7 和图 5.8 的仿真结果也进一步验证了我们之前结论。 
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