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第第十十一一届届华华为为杯杯全全国国研研究究生生数数学学建建模模竞竞赛赛 

 

题 目         乘用车物流运输的最优规划 

摘       要： 
本文针对乘用车运输计划问题进行数学建模，综合图论和规划理论知识，

完成了以下几点工作： 
由题设可知，影响运输成本高低的首要因素是轿运车使用数量，其次是轿

运车使用成本，最后是轿运车行驶里程数。轿运车使用数量和成本决定了其装

载方案，行驶里程数决定了其运输方案。因此，可将整个运输问题分为轿运车

装载问题和轿运车运输问题进行分步优化。 
前三问是轿运车装载问题，本文对其进行建模并提出“车板”和“车板效率”

的概念， 将车板作为规划优化的基本单位，建立了轿运车装载整数线性规划模

型。考虑所有的装载和数量约束后，优先以最小轿运车使用数量为目标进行第

一步优化，得到最少的轿运车使用数量；在此基础上，以最少轿运车使用成本

为目标（1-2 型与 1-1 型轿运车的成本比在 1.5 到 2 之间）作进一步优化，可得

到符合题设的分步优化解。 
整数线性模型可用分枝定界法计算得到其全局最优解。将问题一、二、三

的数据代入此分步优化模型进行计算，得到结果：问题一需 18 辆轿运车，其中

1-1 型 16 辆，1-2 型 2 辆；问题二需 13 辆轿运车，其中 1-1 型 12 辆，1-2 型 1
辆；问题三需 30 辆轿运车，其中 1-1 型 25 辆，1-2 型 5 辆。 

问题四要同时考虑轿运车的装载问题和运输问题。对于该问的装载问题，

我们采用上述分步优化模型计算得到最少轿运车数量为 25 辆，再以最少轿运车

使用成本为目标，代入模型约束，计算得到这 25 辆的组合为 21 辆 1-1 型与 4
辆 1-2 型车。对于轿运车运输问题，我们首先建立了一个基于多目标 TSP 的图

论模型，提出了一种破圈和建立回路的新型方法，将非线性约束转化为线性约

束进行求解。由于此模型以整车（而不是车板）作为最小优化单元，我们便通

过计算前面得到的整车数对应的全部装载方案后，得到最短行驶里程为 6404 个

距离单位。 
在此模型的多次计算中，我们发现轿运车运输存在着若干规律：1、装载量

大的轿运车，被安排去较远的目的地；2、只有一小部分的轿运车会进行混装并

运送到不同的目的地。3、对于此题的运输问题，事实上存在的线路可能性并没
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有 TSP 问题所考虑的那么多，在不考虑四题城市 E 的情况下，所有的路线可能

性只有 4 种；在考虑城市 E 的情况下，所有的线路的可能性也只有 6 种。 
这这种经验和规律之下，本文又建立了基于确定线路的整数线性规划模型，

将图论与此问题剖开，让问题的约束和目标都是线性的。根据此模型，我们再

对第四问进行计算，得到了与前面相同的最优解。 
对于第五问，本文首先对题中所给出的 45 种乘运车和 10 种轿运车进行分

类，减少装载方案的数量。对乘运车的分类，首先根据其高度和宽度的硬性规

定分为 3 类，再根据其各自在所有轿运车中可装载的最大数量的数列进行相似

性分析，最后将 45 种乘运车分为了 5 类；对于轿运车的分类，则根据其种类和

长度，将其分为 7 类。在这样的分类中，本文为保证真实地可行性，进行保守

的定性：即乘运车分类中取其中最长的长度作为此类车的长度，轿运车分类中，

取其中最短的长度作为此类轿运车的长度。至此，这样的分类便缩小了整个问

题的规模，使之可以用前面建立的模型进行计算。 
将分类后的数据代入修改后的前文模型，首先算出了最少的乘运车使用数

量为 134。再用 Maltab 的 YALMIP 工具箱进行装载求解，得到了其结果为 40808
个距离单位。 

考虑到此工具箱的局限性，我们再根据前文经验建立了一个启发式算法。

其规则简述为：首先，优先满足距离更远的地点的需求，然后一步一步从远至

近，一次满足所有的地点的需求。编程计算其最后结果为 37196。 
最后，我们对所有的模型进行了分析和评价，并给出了一些我们的建议。 

 
关键词：整数线性规划  分步优化  分枝定界法  启发式算法   
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1 问题重述 

整车物流指的是按照客户订单对整车快速配送的全过程。我国汽车工业的快

速发展不仅为整车物流业带来前所未有的发展机遇，也对整车物流企业运输网络

的能力、成本、质量、服务等提出了更高的要求。 
然而，由于整车物流配载涉及知识面广，技术要求高，实施难度大，在我国

其发展才刚处于起步阶段，普遍存在着缺少科学方法指导，简单重复劳动工作量

繁重的问题，大部分整车物流企业的配载过程仍主要依靠手工操作，配载方案的

决策基本取决于装卸工人师傅的经验，造成了配载结果差错率高，运输工具运力

浪费，装卸过程常有质损事故发生，进而信息传输变慢，管理效率降低等诸多弊

端。而国外许多著名的整车物流企业都在运用计算机辅助技术，以及虚拟仿真软

件等先进的科技手段来加大物流信息系统的建设力度和一体化集成趋势。一方面，

整车物流业的性质使配载信息的处理格外重要，把信息技术广泛地应用于交通运

输和物流领域，发展该领域的系统化、集成化和网络化技术，并使其适时地更新

换代，从而全方位地提高和保证交通运输的安全性以及物流的准确、快速、节约

和高效性。另一方面，在经济型轿车是主流的中国市场，在汽车厂的成本敏感度

日益上升的今天，汽车整车物流成本的节约将是各汽车制造企业竞争制胜的重要

因素[1][2]。 
在此背景下，本文主要研究轿用车运输乘用车的物流问题。在确保完成运输

任务的前提下，追求运输成本最低。为此，本文将为物流公司安排五次运输，制

定详细计划，含所需要各种类型轿运车的数量、每辆轿运车的乘用车装载方案、

行车路线。 
问题一：物流公司要运输Ⅰ车型的乘用车 100 辆及Ⅱ车型的乘用车 68 辆； 
问题二：物流公司要运输Ⅱ车型的乘用车 72 辆及Ⅲ车型的乘用车 52 辆； 
问题三：物流公司要运输Ⅰ车型的乘用车 156 辆、Ⅱ车型的乘用车 102 辆及

Ⅲ车型的乘用车 39 辆； 
问题四：物流公司要运输 166 辆Ⅰ车型的乘用车（其中目的地是 A、B、C、

D 的分别为 42、50、33、41 辆）和 78 辆Ⅱ车型的乘用车（其中目的地是 A、C
的，分别为 31、47 辆），具体路线见题目给出的图； 
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问题五：附件的表 1 给出了物流公司需要运输的乘用车类型（含序号)、尺

寸大小、数量和目的地，附件的表 2 给出可以调用的轿运车类型（含序号)、数

量和装载区域大小。对其进行运输规划。  
 

2 问题分析 

乘用车物流运输问题是整数线性规划问题。整数规划（Integer Programming）
是数学规划的一个分枝，研究的是一类要求其部分或全部变量取整数的最优化问

题。本文主要讨论的是整数线性规划问题，简称为 ILP 问题。整数线性规划问题

的重点在于目标、决策变量和约束三部分。 

2.1 目标分析 

从整体上看，对于乘用车物流运输问题，以盈利为目的的物流公司必定在确

保完成运输任务的前提下，追求运输成本最低。而根据题目中给出的信息可知，

乘用车物流运输成本计算较为繁杂：影响运输成本高低最关键的是轿运车的使用

数量，其次是轿运车的使用成本，最后是轿运车的行驶里程数。 
若跳出题目给出的目标引导，而整体考虑乘用车物流运输全过程，此问题将

是一个 NP 难问题[3]，其复杂度会随着问题规模的增大呈指数倍数增长，从而较

难在解空间中得到全局最优解。因此，本文顺从题设引导，将乘用车物流运输问

题分成两个子问题，分别为：轿运车装载问题和轿运车运输问题。 
a. 轿运车装载问题 

根据题目中给出的信息，轿运车的上、下层装载区均可等价为长方形，而乘

用车也可看作矩形体，因此轿运车装载问题可看成是规则装载问题（其前提是货

物和装载容器都是规则的矩形体），亦通常称作 CLP（Container Loading Problem）

问题。CLP 问题是一类组合优化（Combinatorial Optimization）问题，组合优化

是通过对数学方法的研究去寻找离散事件的最优编排、分组、次序或者筛选等，

为运筹学中的一个经典且重要的分支。实际上最优化所涉及的就是找问题的一个

最优的解[4]。整数规划、动态规划和问题的启发式求解属于组合最优化问题的常

用解法。 
b. 轿运车运输问题 

轿运车运输问题是指装载完成的轿运车将乘用车送达目的地的过程。此问题

是一个图论问题，图论（Graph theory）是数学的一个分支，它以图为研究对象，

研究顶点和边组成的图形的数学理论和方法。旅行推销员问题（Travelling 
Salesman Problem，又称为旅行商问题、货郎担问题、TSP 问题）是一个典型的

图论问题，亦是一个多局部最优的最优化问题：有多个城市，一个推销员要从其

中某一个城市出发，唯一走遍所有的城市，再回到他出发的城市，求最短的路线。

http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B0%E5%AD%A6
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%BE_(%E6%95%B0%E5%AD%A6)
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%A1%B6%E7%82%B9
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%BE%B9
http://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E5%B1%80%E9%83%A8%E6%9C%80%E4%BC%98&action=edit&redlink=1
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%80%E4%BC%98%E5%8C%96
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轿运车运输问题的原理与 TSP 问题类似。相似之处在于：描述对象在图中的路

径（也可以认为是选择经过点的顺序）与问题的目标直接相关，不同的路径会产

生大量的可能性组合。 
 
当解决轿运车装载问题时，本文将优先考虑降低轿运车的使用数量来降低成

本，其次考虑降低轿运车的使用成本。而解决轿运车运输问题时，在最少轿运车

使用数量和最低轿运车使用成本的前提下，来优化降低轿运车的行驶里程数以达

到最低成本。 

2.2 决策变量的分析 

a. “车板”的提出 
轿运车整车装载乘用车的方案可能性较多，为降低其复杂性，本文提出“车

板”这一概念，认为轿运车单列装载区域（如 1-1 车型轿运车的上、下层）为一个

“车板”，双列装载区域（如 1-2 车型轿运车的上层）为两个并排放置的“车板”。
此举可将轿运车整车装载看成轿运车车板装载的组合，即将轿运车整车装载问题

简化为轿运车车板装载问题。 
对于一个“车板”，我们可以根据其尺寸参数得到多个装载乘用车的方案。而

一个装载方案中，乘用车可以有不同的排列方式。例如，若一个车板可以装载两

辆 I 车型乘用车和一辆 II 车型乘用车，其排列方式可以是{I, I, II}, {I, II, I}, {II, I, 
I}。当该车板以{I, II, I}的排列方式抵达第一个目的地，且该目的地需卸载 II 车
型乘用车时，卸载工人需要先卸载一辆 I 车型乘用车，再卸载所需的 II 车型乘用

车，然后再将之前卸载的 I 车型乘用车装载上。由于题目中指出忽略卸车成本，

因此，{I, I, II}, {I, II, I}, {II, I, I}这三个排列方式具有等价性。所以我们不需要考

虑排列方式，而只需考虑装载方案即可。此举较大地减少了问题中的决策变量。 
基于车板的概念，我们可以提出一个新的概念：“车板效率”，用理论可装载

的最大数量与实际装载量之差，比上理论的可装载量。明显，当理论可装载的最

大数量与实际装载量之差大于 4 时，很有可能浪费了一个车位。 
b. 车板卸载量 

轿运车抵达某一城市，其卸载乘用车的数量是一个决策变量，但其卸载量必

定不大于其本身装载量。 
c. 车板装载量 

轿运车车板装载各个车型乘用车的数量，是规划问题的未知量。 

2.3 约束分析 

a. 轿运车车板装载约束 
在已知各轿运车车板和各车型乘用车尺寸参数的情况下，可提高单个车板的

装载效率，即尽可能地利用车板内部、乘用车以及车位之间的二维几何空间。 
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题目中的表 1 和表 2 分别给出了乘用车和轿运车的规格，由于长度、宽度

（宽度超过 1.7 米的乘用车不能装在 1-2 型上层和 2-2 型上下层）和高度的限制

（高度超过 1.7 米的乘用车只能装在 1-1、1-2 型下层），根据表中数据可得到如

下轿运车车板装载乘用车的约束。 
1-1 型轿运车上层车板： 

      19 3.615 0.1 4.61 0.1 3.615 0.1 19 0.1u u

I IIx x           (1) 

1-1 型轿运车下层车板： 

       19 3.615 0.1 4.61 0.1 3.615 0.1 4.63 0.1 19 0.1d d d

I II IIIx x x              (2) 

式中， u

Ix 和 u

IIx 分别表示装载在 1-1 车型轿运车上层车板的 I 型、II 型乘用车数

量； d

Ix 、 d

IIx 和 d

IIIx 分别表示装载在 1-1 车型轿运车下层车板的 I 型、II 型和 III 型

乘用车数量。 
同理可得，1-2 车型轿运车上层车板（根据车板的定义，1-2 型轿运车双列上

层被看作两个并排摆放的车板）： 

      24.3 3.615 0.1 4.61 0.1 3.615 0.1 24.3 0.1u u

I IIx x           (3) 

依次可类推 1-2 型轿运车下层车板和 2-2 型轿运车车板装载约束，此处不再

详细叙述。 
由于轿运车车型并不多，我们可根据上述的各型轿运车车板的装载约束，穷

举出各个车板装载乘用车的所有可能性。 
b. 轿运车的使用数量约束 

题目中给出信息：物流公司 1-2 型轿用车拥有量小，因此在安排一次运输任

务时，1-2 型轿运车使用量不超过 1-1 型轿运车使用量的 20%。 
c. 轿运车上层对称约束 

对于 1-2 型和 2-2 型轿运车上层双列装载区域，题目要求装载力求对称以保

证轿运车行驶平稳。我们认为只要双列装载区域的两车板上装载的乘用车数量差

不超过两辆即为对称。 
d．轿运车下层装满约束 

题目要求轿运车下层力争装满，因此，我们对于下层采取满载的装载方案。 
 

3 符号说明 

序号 符号 说明 

1  1,2,3v  
乘用车车型（vehicle） 

1、2、3 分别表示 I、II、III 型； 
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2  1,2,3T   
轿运车车型（Type） 

1、2、3 分别代表 1-1、1-2、2-2 型； 

3 vw  
在一次运输任务中 v型乘用车的任务运输

量； 

4 Tx  在一次运输任务中T 型轿运车的使用数量； 

5 T

T

M x  
在一次运输任务中轿运车总使用数量； 

6 1,2, ,m M  在一次运输任务中调用的轿运车编号； 

7  up low

TC  
T 型轿用车上（下）层车板装载方案序号的

集合； 

8 T

kvR  
T 型轿用车上层车板  TR 第 k 种装载方案中

v型乘用车的数量； 

9 T

kvQ  
T 型轿用车下层车板  TQ 第 k 种装载方案中

v型乘用车的数量； 

10 
TR

kN  
T 型轿用车上层车板  TR 第 k 种装载方案出

现的次数； 

11 
TQ

kN  
T 型轿用车下层车板  TQ 第 k 种装载方案出

现的次数； 

12 
ijd

 , , , , , ,i j O A B C D E  
城市 i 与城市 j 之间的距离（distance）； 

13 m

vL  
在一次运输任务中第m辆轿运车上 v型乘用

车的装载量（Loading capacity）； 

14 ivD  
城市 i 对于 v车型乘用车的需求量

（Demand）； 

15 m

ivU  
在一次运输任务中第m辆轿运车在城市 i 卸

载 v型乘用车的量（Unloading capacity）； 
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4 轿运车装载问题的解决 

对于问题一至问题三，物流公司给出了要求运输的乘用车车型和数量，且只

有一个运输目的地，因此前三问仅仅是轿运车的装载问题。对于轿运车装载问题

时，本文将优先考虑降低轿运车的使用数量来降低成本，其次考虑降低轿运车的

使用成本。 

4.1 轿运车装载整数线性规划模型 

4.1.1 以最小轿运车使用数量为目标的整数线性规划模型 

在一次运输任务中，设 Tx 为T 型轿运车的使用数量，M 为轿运车总使用数

量，即
2

1
T

T

M x


 ， 1,2T  分别对应 1-1 型、1-2 型轿运车（根据题意，前四问均

不考虑 2-2 型轿运车，下文不作重复叙述）。对于轿运车装载问题，影响运输成

本高低最关键的是轿运车的使用数量，因此容易得到目标函数： 

 
2

1
min T

T

M x


  (4) 

约束条件： 
1、在一次运输任务中，安排的轿运车其能装载某型乘用车的最大量应不小于该

车型乘用车的任务运输量，即 

    
2

1
,

T T

up low
TT

R T Q T

k kv k kv v

T k Ck C

N R N Q w
 

 
    

  
    (5) 

式中， vw（ 1,2,3v  ）表示在一次运输任务中 v型乘用车的任务运输量； T

kvR 和 T

kvQ

分别表示T 型轿用车上层车板  TR 和下层车板  TQ 第 k 种装载方案中 v 型乘用

车的数量；
TR

kN 和
TQ

kN 分别表示T 型轿用车上层车板  TR 和下层车板  TQ 第 k

种装载方案出现的次数； up

TC 和 low

TC   1,2,3T  分别表示T 型轿用车上、下层车

板装载方案序号的集合。 
2、在一次运输任务中，1-1 型轿运车使用量应等于该车型上层车板装载乘用车方

案出现的总次数，亦等于该车型下层车板装载乘用车方案出现的总次数，即 

 1 1

11

1,
up low

R Q

k k

k Ck C

N N x


    (6) 

3、由于 1-2 型轿运车上层装载区域等价于两个上层车板，因此，在一次运输任
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务中，1-2 型轿运车下层车板装载方案应等于该车型轿用车使用量，而下层车板

装载方案应等于该车型轿用车使用量的两倍，即 

 2

2

22 ,
up

R

k

k C

N x


  (7) 

 
2

2

2 ,
low

Q

k

k C

N x


  (8) 

4、轿运车使用数量约束。在一次运输任务中，1-2 型轿运车使用量不超过 1-1 车

型轿运车使用量的 20%，即 

 2 10.2x x  (9) 

因此，以最小轿运车使用数量为目标建立的整数线性模型如下： 

 

   
1

1

1 1

11

2

2

2 2

2 2

2

1

2

1

1

2

2 1

min

,

,

,

. . ,

2 ,

0.2 ,

, 0, 1,2.
, 0, 1,2,3.

T T

up low
TT

up

up low

low

low up

T T

T

T

R T Q T

k kv k kv v

T k Ck C

R

k

k C

R Q

k k

k Ck C

Q

k

k C

Q R

k k

k C k C

R Q

k k

T T

kv kv

M x

N R N Q w

x N

N N

s t x N

N N

x x

N N T

R Q v



 







 



  
     

   





 





 

 



  



 



 

















  (10) 

4.1.2 以最少轿运车使用成本为目标的整数线性规划模型 

根据上述的以最小轿运车使用数量为目标的整数线性规划模型，可求解得到

轿运车的最少使用数量，记作 minM 。在已知轿运车最少使用数量的前提下，我们

再考虑降低轿运车使用成本从而降低整车物流运输成本。 

设轿运车的使用成本为  1,2,3Tp T  。根据题目给出的信息：在轿运车使用

数量相同情况下，1-1 型轿运车的使用成本较低，2-2 型较高，1-2 型略低于前两

者的平均值，可得  2 1 3 2p p p  。因此，目标函数为 
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  
2

1
min T T

T

Z p x


   (11) 

约束条件与以最少轿运车使用成本为目标的整数线性规划模型的约束条件

一致。那么，以最少轿运车使用成本为目标的整数线性规划模型可写成如下形式： 

 

 

   
1

1

1 1

11

2

2

2 2

2 2

2

1

2

1

1

2

2 1

1 2 min

min

,

,

,

. . ,

2 ,

0.2 ,
,

, , , 0, 1,2.

T T

up low
TT

up

up low

low

low up

T T

T T

T

R T Q T

k kv k kv v

T k Ck C

R

k

k C

R Q

k k

k Ck C

Q

k

k C

Q R

k k

k C k C

R Q T T

k k kv kv

Z p x

N R N Q w

x N

N N

s t x N

N N

x x

x x M

N N R Q T



 







 

 

 
    

  











 

 



  



 



 

1,2,3.v




















   (12) 

 
上述整数线性规划模型可以用分枝定界法[5]求解，LINGO 软件实现。分枝定

界法（Branch and Bound Method）是通过有系统的“分枝”和“定界”步骤来寻求最

优解的。这种方法有很强的适应能力，是目前较为成功地求解整数规划问题的一

种方法，如旅行推销员问题、工厂设址问题、进度安排问题以及可行解数目有限

的许多其他问题。用它来求解都能得到较好的结果。 
在此，由于各乘运车的价格并不知道，我们只能进行定性分析，即，一个 1-

2 型轿运车可对应于 1.5 个 1-1 型轿运车，在目标为最小的情况下，当其相对于

1-1 型车的权重大于 2 时，会得不偿失。所以，其权重值应该介于（1.5，2）之

间。 

4.2 问题一的求解 

对于问题一，物流公司要求运输 I 型乘用车 100 辆及 II 型乘用车 68 辆，即

I、II 型乘用车任务运输量分别为 1 2100, 68w w  。I 型和 II 型乘用车的宽度和

高度尺寸满足 1-1 型和 1-2 型轿运车的装载约束，即 I 型和 II 型乘用车可以任意

装载在各车型轿运车上，因此，我们可根据乘用车的长度尺寸给出轿运车车板装
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载方案，如表 1 和表 2 所示。很显然，对于 1-1 型和 1-2 型轿运车，其上层车板

与其下层车板的装载方案是一致的。也就是说，集合 1
upC 和 1

lowC 中元素即为表 1

中的装载方案序号，表 1 中 I、II 型乘用车数量体现了 1
ktR 和 1

ktQ 的取值；同理，

集合 2
upC 和 2

lowC 中元素即为表 2 中的装载方案序号。 
 
表 1  1-1 型轿运车上（下）层车板装载方

案 

装载方案 
序号 

I 型乘用车 
(辆) 

Ⅱ型乘用车 
（辆） 

1 0 5 
2 1 3 
3 2 2 
4 3 1 
5 4 0 

 

表 2  1-2 型轿运车上（下）层车板装载方案 

装载方案 
序号 

I 型乘用车 
（辆） 

Ⅱ型乘用车 
（辆） 

1 0 6 
2 1 5 
3 2 4 
4 3 2 
5 4 1 
6 5 0 

 

 
对于轿运车的装载问题，我们进行分步优化，先优化轿用车的使用数量，再

优化轿用车的使用成本。因此，上述的以最小轿运车使用数量为目标的通用规划

模型可改为： 

 

   

   
1

1

1 1

11

2

2

2 2

2 2

1 2

2

1 1
1

2

2 2
1

1

2

min

100,

68,

,

. . ,

,

2 ,

T T

up low
TT

T T

up low
TT

up

up low

low

low up

R T Q T

k k k k

T k Ck C

R T Q T

k k k k

T k Ck C

R

k

k C

R Q

k k

k Ck C

Q

k

k C

Q R

k k

k C k C

M x x

N R N Q

N R N Q

x N

s t N N

x N

N N

x

 

 







 

 

 
    

  

 
    

  









  

  



 



 

2 10.2 ,

, , , 0, 1,2. 1,2.
T TR Q T T

k k kv kv

x

N N R Q T t




















 

     (13) 

 
对上述模型进行求解，结果如表 3 所示。 
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表 3 问题一进行第一步优化后的结果 

轿运车 
车型 

轿运车 
使用数量 

车板类型 装载方案 
装载方案 
出现次数 

I 型乘用车 
装载量 

Ⅱ型乘用车 
装载量 

1-1 15 
上层车板 

方案 1 7 4 0 
方案 2 7 0 5 
方案 3 1 0 0 

下层车板 
方案 1 14 4 0 
方案 2 1 0 5 

1-2 3 
上层车板 方案 1 6 2 4 
下层车板 方案 1 3 2 4 

 

由表 3 可知，当物流公司调用 18 辆轿运车进行装载（即 min 18M  ）时，其

运输成本最小。此时，需要 15 辆 1-1 型，3 辆 1-2 型轿运车。其中，1-1 型轿运

车上层车板有四种装载方案，下层车板只有两种；1-2 型轿运车上下层车板各有

一种装载方案。表 3 中的数据是各型轿运车车板满载情况下的数据，统计其对各

型乘用车的总装载量，并将其与运输任务量进行对比，得到相应的余载量，见表

4。 
表 4 问题一第一步优化后满载量与任务量的对比 

  
轿运车车型 

合计 运输任务量 余载量 
1-1 1-2 

运输 I 型 
乘用车总数 

84 18 102 100 2 

运输 II 型 
乘用车总数 

40 36 76 68 8 

 

在已知最小轿运车使用数量（ min 18M  ）的情况下，对其进行使用成本的优

化。以最少轿运车使用成本为目标的通用模型可改为： 
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   

   
1

1

1 1

11

2

2

2 2

2

1 1 2 2

2

1 1
1

2

2 2
1

1

2

min

100,

68,

,

,
. .

,

2

T T

up low
TT

T T

up low
TT

up

up low

low

low

R T Q T

k k k k

T k Ck C

R T Q T

k k k k

T k Ck C

R

k

k C

R Q

k k

k Ck C

Q

k

k C

Q R

k k

k C k C

Z p x p x

N R N Q

N R N Q

x N

N N

s t

x N

N N

 

 







 

   

 
    

  

 
    

  









  

  



 




2

1 2

2 1

,

18,
0.2 ,

, 0, 1,2.

, 0, 1,2.

up

T TR Q

k k

T T

kv kv

x x

x x

N N T

R Q v





















 
 

  


 



 (14) 

 
对上述模型进行求解，得到如表 5 至表 7 所示的结果。 
 

表 5 问题一中各型轿运车的使用量及其满载结果 

轿运车 
车型 

轿运车 
使用数量 

车板类型 装载方案 
装载方案 
出现次数 

I 型乘用车

装载量 
Ⅱ型乘用车

装载量 

1-1 16 
上层车板 

方案 1 7 4 0 
方案 2 9 0 5 

下层车板 方案 1 16 4 0 

1-2 2 
上层车板 方案 1 4 2 4 

下层车板 方案 1 2 2 4 

 
由表 5 可知，当调用 16 辆 1-1 型轿运车和 2 辆 1-2 型轿运车时，轿运车使

用数量和使用成本达到最小。在此组合中，1-1 型轿运车上层车板有两种装载方

案，下层车板只有一种；1-2 型轿运车上下层车板各有一种装载方案。根据表中

的各车板装载方案，我们可以任意组合得到整车的装载方案。表 5 中的数据是各

型轿运车车板满载情况下的数据，统计其对各型乘用车的总装载量，并将其与运

输任务量进行对比，得到相应的余载量，见表 6。 

 
表 6 问题一中满载量和任务量的对比 

  
轿运车车型 

合计 运输任务量 余载量 
1-1 1-2 
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运输 I 型 
乘用车总数 

92 12 104 100 4 

运输 II 型 
乘用车总数 

45 24 69 68 1 

 
根据表 6 中的数据，我们需要在轿运车满载情况下刨除余载量，得到各型轿

运车的实际装载情况。刨除规则为：优先在 1-2 型上层车板进行成对刨除，其次

在 1-1 型上层车板刨除，最后在任意型下层车板刨除（优先级：上层双列>上层

单列>下层单列）。其结果如表 7 所示。表 7 中红色小括弧中数字表示车板满载情

况下的各型乘用车数量。 
表 7 问题一中各型轿运车的实际装载情况 

轿用车 
类型 

相同类型、 相同

装载方式的车辆

数 

装在上层 I
型 

乘用车数量 

装在上层 II
型 

乘用车数量 

装在下层 I
型 

乘用车数量 

装在下层 II 型 
乘用车数量 

1-1 7  4  0  4  0  
1-1 8  0  5  4  0  
1-1 1  0  4（5） 4  0  
1-2 2  2（4） 8  2  4  

 

实际装载情况下，18 辆轿运车中有 1 辆 1-1 型和 2 辆 1-2 型轿运车未满载，

其整车装载方式见图 1 和图 2。 

 

图 1 问题一中未满载的 1-1 型轿运车 
 

图 2 问题一中未满载的 1-2 型轿运车 

4.3 对问题一结果的分析 

从问题一的结果（见表 3 至表 7）可以看出，两步优化的结果不太一致。第

一步优化（以轿运车使用数量最小为目标）得到结果：需要 18 辆轿运车，其中

1-1 型 15 辆，1-2 型 3 辆；然后在最小轿运车使用数量的前提下，进行第二步优

化（以轿运车使用成本最少为目标），得到结果：需要 18 辆轿运车，而其中 1-1
型 16 辆，1-2 型 2 辆。 

很显然，两步优化后的结果是更优的结果。第一步优化后，得到余载量：I 型
乘用车 2 辆，II 型乘用车 8 辆，共 10 辆；而第二步优化后，余载量为：I 型乘用

车 4 辆，II 型乘用车 1 辆，共 5 辆。这说明两步优化后的轿运车车型的分配得到

了更高的装载空间利用率。而且 1-2 型轿运车使用成本高于 1-1 型，两步优化后

的结果比一步优化更为节省成本。因此，进行分步优化是合理且必要的。 
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4.4 问题二的求解 

对于问题二，物流公司要求运输Ⅱ型乘用车 72 辆及Ⅲ型乘用车 52 辆，即

II、III 型乘用车任务运输量分别为 2 372, 52w w  。II 型乘用车的宽度和高度尺

寸满足 1-1 型和 1-2 型轿运车的装载约束，即 II 型乘用车可以任意装载在各车型

轿运车上，而 III 型乘用车因车型高度超过 1.7 米只能装载在 1-1 型、1-2 型轿运

车的下层。很显然，我们应在 1-1 型和 1-2 型上层车板只装载 II 型乘用车，而在

1-1 型和 1-2 型下层车板装载 II 型、III 型乘用车的组合。再根据乘用车的长度尺

寸给出轿运车车板装载方案，如表 8 和表 9 所示。1-1 型和 1-2 型上层车板只有

一种装载方案（ 1
upC 和 2

upC 为单元数集合），即满载 II 型乘用车；1-1 型和 1-2 型

下层车板装载方案序号集合 1
lowC 和 2

lowC 分别按照表 8 和表 9 来取值。 
 
表 8  1-1 型轿运车下层车板装载方案 

装载方案 
序号 

Ⅱ型乘用车 
（辆） 

Ⅲ型乘用车 
（辆） 

1 0 4 
2 1 3 
3 2 2 
4 3 1 
5 5 0 

 

表 9  1-2 型轿运车下层车板装载方案 

装载方案 
序号 

Ⅱ型乘用车 
（辆） 

Ⅲ型乘用车 
（辆） 

1 0 5 
2 1 4 
3 2 3 
4 4 2 
5 5 1 
6 6 0 

 

 
我们进行分步优化，先优化轿用车的使用数量，再优化轿用车的使用成本。

因此，以最小轿运车使用数量为目标的通用规划模型可改为： 



17 
 

 

   

   
1

1

1 1

11

2

2

2 2

2 2

1 2

2

2 2
1

2

3 3
1

1

2

2

min

72,

52,

,

. . ,

,

2 ,

T T

up low
TT

T T

up low
TT

up

up low

low

low up

R T Q T

k k k k

T k Ck C

R T Q T

k k k k

T k Ck C

R

k

k C

R Q

k k

k Ck C

Q

k

k C

Q R

k k

k C k C

M x x

N R N Q

N R N Q

x N

s t N N

x N

N N

x

 

 







 

 

 
    

  

 
    

  









  

  



 



 

10.2 ,

, , , 0, 1,2. 2,3.
T TR Q T T

k k kv kv

x

N N R Q T t




















 

     (15) 

解得最小轿运车使用数量（ min 13M  ）后，进行第二步优化，以最少轿运车

使用成本为目标的通用模型可改为： 
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两步优化后的结果见表 10 至表 12。 
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表 10 问题二中各型轿运车的使用量及其满载结果 

轿运车 
车型 

轿运车 
使用数量 

车板类型 装载方案 
装载方案 
出现次数 

Ⅱ型乘用车 
装载量 

Ⅲ型乘用车 
装载量 

1-1 12 
上层车板 方案 1 12 5 0 
下层车板 方案 1 12 0 4 

1-2 1 
上层车板 方案 1 2 6 0 

下层车板 方案 1 1 0 5 

 
由表 10 可知，当调用 12 辆 1-1 型轿运车和 1 辆 1-2 型轿运车时，轿运车使

用数量和使用成本达到最小。在此组合中，1-1 型、1-2 型轿运车的上下层车板均

只有一种装载方案。根据表中的各车板装载方案，我们可以任意组合得到整车的

装载方案。表 10 中的数据是各型轿运车车板满载情况下的数据，统计其对各型

乘用车的总装载量，并将其与运输任务量进行对比，得到相应的余载量，见表11。 
表 11 问题二中满载量和任务量的对比 

 
轿运车车型 

合计 运输任务量 余载量 
1-1 1-2 

运输 II 型 
乘用车总数 

60 12 72 72 0 

运输 III 型 
乘用车总数 

48 5 53 52 1 

 
根据表 11 中的数据，我们根据刨除规则（优先级：上层双列>上层单列>下

层单列）在轿运车满载情况下刨除余载量，得到各型轿运车的实际装载情况，如

表 12 所示。表 12 中红色小括弧中数字表示车板满载情况下的各型乘用车数量。 

 
表 12 问题二中各型轿运车的实际装载情况 

轿用车 
类型 

相同类型、相同

装载方式的车辆

数 

装在上层 II
型乘用车数

量 

装在上层 III
型乘用车数量 

装在下层 II
型乘用车数

量 

装在下层 III
型乘用车数

量 

1-1 12  5  0  0  4  
1-2 1  12  0  0  4(5) 

 

4.5 问题三的求解 

对于问题三，物流公司要求运输Ⅰ型乘用车 156 辆、Ⅱ型乘用车 102 辆及Ⅲ

型乘用车 39 辆，即 I、 II、 III 型乘用车任务运输量分别为 1 156,w 

2 339, 102w w  。I、II 型乘用车的宽度和高度尺寸满足 1-1 型和 1-2 型轿运车

的装载约束，即 I、II 型乘用车可以任意装载在各车型轿运车上，而 III 型乘用车
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因车型高度超过 1.7 米只能装载在 1-1 型、1-2 型轿运车的下层。根据乘用车的

长度尺寸给出轿运车车板装载方案，对于 1-1 型轿运车，其下层车板装载方案见

附表 1，其上层车板装载方案见表 1；对于 1-2 型轿运车，其下层车板装载方案

见附表 2，其上层车板装载方案见表 2。也就是说， 1
upC 、 1

lowC 、 2
upC 和 2

lowC 分别

按照表 1、附表 1、表 2 和附表 2 来取值。 

进行两步优化，第一步优化解得最小轿运车使用量，即 min 30M  ，第二步优

化中以最少轿运车使用成本为目标的通用模型可改为： 
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两步优化后的结果见表 13 至表 15。 
 

表 13 问题三中各型轿运车的使用量及其满载结果 

轿运车 
车型 

轿运车 
使用数量 

车板类型 装载方案 
装载方案 
出现次数 

I 型乘用车 
装载量 

Ⅱ型乘用车 
装载量 

Ⅲ型乘用车 
装载量 

1-1 25 

上层车板 
方案 1 20 4 0 0 
方案 2 5 0 5 0 

下层车板 

方案 1 14 4 0 0 
方案 2 1 3 0 1 
方案 3 7 0 0 4 
方案 4 3 0 5 0 

1-2 5 上层车板 方案 1 9 2 4 0 
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方案 2 1 0 6 0 
下层车板 方案 1 5 0 4 2 

 
由表 13 可知，当调用 25 辆 1-1 型轿运车和 5 辆 1-2 型轿运车时，轿运车使

用数量和使用成本达到最小。在此组合中，1-1 型轿运车上层车板有两种装载方

案，下层车板有四种装载方案；1-2 型轿运车的上层车板有两种装载方案，下层

只有一种。根据表中的各车板装载方案，我们可以任意组合得到整车的装载方案。

表 13 中的数据是各型轿运车车板满载情况下的数据，统计其对各型乘用车的总

装载量，并将其与运输任务量进行对比，得到相应的余载量，见表 14。 
 

表 14 问题三中满载量和任务量的对比 

  
轿运车车型 

合计 运输任务量 余载量 
1-1 1-2 

运输 I 型 
乘用车总数 

139 18 157 156 1 

运输 II 型 
乘用车总数 

40 62 102 102 0 

运输 III 型 
乘用车总数 

29 10 39 39 0 

 
根据表 14 中的数据，我们根据刨除规则（优先级：上层双列>上层单列>下

层单列）在轿运车满载情况下刨除余载量，得到各型轿运车的实际装载情况，如

表 15 所示。表 15 中红色小括弧中数字表示车板满载情况下的各型乘用车数量。 
 

表 15 问题三中各型轿运车的实际装载情况 

轿用车 
类型 

相同类型、 
相同装载方

式的车辆数 

装在上层

I 型乘用

车数量 

装在上层

II 型乘用

车数量 

装在上层

III 型乘用

车数量 

装在下层 I
型乘用车

数量 

装在下层

II 型乘用

车数量 

装在下层

III 型乘

用车数量 

1-1 14 4 0 0 4 0 0 
1-1 1 3(4) 0 0 3 0 1 
1-1 2 4 0 0 0 0 4 
1-1 5 0 5 0 0 0 4 
1-1 3 4 0 0 0 5 0 
1-2 4  4  8  0  0 4 2 
1-2 1  2  10  0  0 4 2 
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5 问题四的求解 

与前三问比较，问题四需要考虑多个运输目的地。这决定了问题四不仅仅要

考虑轿运车的装载，也要考虑轿运车的运输。在最小轿运车使用数量和最少轿运

车使用成本的前提下，物流公司追求轿运车行驶的里程数最短以达到降低运输成

本的目标。很显然，轿运车运输问题是一个图论问题。 

5.1 轿运车的装载 

对于一次运输任务，我们先对轿运车进行装载，优先采用以最小轿运车使用

数量为目标的整数线性规划模型，其次再采用以最少轿运车使用成本为目标的整

数线性规划模型，分步优化得到各车型轿运车数量（同问题一至问题三的解题思

路），如表 16 所示。 
表 16 问题四中各型轿运车的使用量及其满载结果 

轿运车 
车型 

轿运车 
使用数量 

车板类型 装载方案 
装载方案 
出现次数 

I 型乘用车 
装载量 

Ⅱ型乘用车 
装载量 

Ⅲ型乘用车 
装载量 

1-1 21 
上层车板 

方案 1 15 4 0 0 
方案 2 6 0 5 0 

下层车板 方案 1 21 4 0 0 

1-2 4 
上层车板 方案 1 8 2 4 0 

下层车板 方案 1 4 2 4 0 

 
由表 16 可知，经过两次分步规划之后得到结果：总共需要 25 辆轿运车来进

行运输，其中 1-1 型轿运车需 21 辆，1-2 型轿运车需 4 量。此组合能保证最小的

轿运车使用数量和最少的轿运车使用成本。各型轿运车上下层车板的装载方案和

整车的装载情况见表 18。 
表 17 问题四中满载量和任务量的对比 

车种  
轿运车车型 

合计 运输任务量 余载量 
1-1 1-2 

运输 I 型 
乘用车总数 

144 24 168 166 2 

运输 II 型 
乘用车总数 

30 48 78 78 0 

 
表 18 问题四中各型轿运车的实际装载情况 

轿用车 
类型 

相同类型、 相同

装载方式的车辆数 
装在上层 I 型 
乘用车数量 

装在上层 II
型乘用车数

量 

装在下层 I 型 
乘用车数量 

装在下层 II
型乘用车数

量 

1-1 15  4  0  4  0  
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1-1 6  0  5  4  0  
1-2 3  4  8  2  4  
1-2 1  2(4) 8  2  4  

 

5.2 轿运车的运输 

轿运车运输问题是一个图论问题，其机理类似多目标 TSP 问题（Travelling 
Salesman Problem，又称为旅行推销员问题、旅行商问题）。在一次运输任务中，

物流公司会安排多辆轿运车将乘用车送达多个目的地，并追求轿运车行驶的路程

最短。 

5.2.1 基于多目标 TSP 的图论模型 

5.2.1.1 模型建立 

轿运车运输问题类似多目标 TSP 问题，其亦需要解决两个关键点：回路和

破圈。 

a. 回路 

经典 TSP[6]问题的简单描述：有多个城市，一个推销员要从其中某一个城市

出发，唯一走遍所有的城市，再回到他出发的城市，求最短的路线。因此，该问

题存在一个闭合的圈，即回路。但对于轿运车运输问题，题目中已经指出，轿运

车到达目的地后原地待命，无须放空返回，因此轿运车的行驶路线是单行的折线。

为了能把问题套用到 TSP 的思想上去，我们引入一个很大值 ，将其表示为目的

地到出发点的距离（不同的目的地到出发点的距离均相同），如图 3 所示。 
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图 3 回路问题 

现在，AO 与 BO 为相等的同一个大值，假如本来的 OA 圈总路径比 OB 圈

的总路径更小，那么它们同时减去这个大值后，剩下的 OA 单行折线的总路径，

依然比 OB 折线的总路径小。这样，去找一个最优的单行的折线 OA，可以转化

为寻找对应的最优的圈 OA 的问题。 

所以，我们可以假设轿运车到达目的地之后将返回至出发点而形成一个回路，

此时就可以用类似多目标 TSP 问题的机理来建立模型。而轿运车实际的行驶里

程数即为其行驶的回路减去大值 。 

b. 破圈 

破圈的目的在于确定关键路线。TSP 问题中会出现很多圈，但是只有以出发

点作为起点和终点并单次通过目的地的圈，才是我们关注的重点，即关键路线。

对于问题四，轿运车以城市O为出发点，四个城市为目的地进行运输，所以我们

要规避以两个或三个目的地城市形成的圈，这可以从城市的“出度”和“入度”（出

度指的是从某城市引出的路线数目，同理，入度是从某城市引入的路线数目）进

行约束。 
 

设城市之间的距离（distance）用矩阵 d 来表示， ijd   , , , , , ,i j O A B C D E

表示城市 i 与城市 j 之间的距离。设 0-1 矩阵 ms  1,2, ,m M 表示第m 辆轿运

车经过的各城市之间的路线。设 

 
0, ,
1, ,

m

ij

i j
s

i j


 


若不从城市 到城市

若从城市 到城市
 (18) 

在轿运车的运输问题中（轿运车使用数量及型号均已确定），影响成本的是

轿运车的行驶里程数。行驶里程短成本低，因此，目标函数可表达为： 
 min m

ij ij

i j m

Z s d M      (19) 

式中，M 为运输任务中安排的轿运车数量；此处，大值 取 1000。 
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约束条件： 
1、考虑到同一城市之间不存在路线，即 

 0,m

iis   (20) 

2、根据题意可知，城市O是运输任务的起始点。因此，在运输任务中，每辆装

载好的轿运车必定从城市O出发（不在城市O卸载乘用车），最后回到城市O，

即 
 1,m m

Oi iO

i i

s s    (21) 

3、在运输任务中，某一城市的“出度”必定等于其“入度”。且对于一辆轿运车而

言，它要么经过某城市要么不经过，因此该城市的出入度必定不超过 1，即 
 1,m m

ij ji

i i

s s    (22) 

4、每辆轿运车在所有城市卸载某型乘用车的总量应等于该轿运车对某型乘用车

的装载量，即 

 m m m

v iv ji

i j

L U s
 

  
 

   (23) 

式中， m

vL 表示在一次运输任务中第m 辆轿运车上 v型乘用车的装载量（Loading 

capacity）； m

ivU 表示在一次运输任务中第m辆轿运车在城市 i 卸载 v型乘用车的量

（Unloading capacity）。 

5、所有的轿运车在某城市对某型乘用车的卸载总量应等于该城市对该车型乘用

车的需求量，即 

 m m

iv iv ji

m j

D U s
 

  
 

   (24) 

式中， ivD 表示城市 i 对于 v型乘用车的需求量（Demand）。 

6、破圈约束。要规避以两个或三个目的地城市形成的圈（如图 4 所示），因此城

市的“出入度”需要被约束。对于两个城市形成的圈，这两个城市的出入度之和为

2，因此为避免此圈的形成，我们约束这两个城市的出入度之和不大于 1；三个城

市形成的圈亦同理。 

  1, ,m m

ij jis s i j O    (25) 

  2, , ,m m m

ij jk kis s s i j k O     (26) 
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图 4 破圈约束 

因此，基于多目标 TSP 的图论模型可表达成如下形式： 

 

min

0,
1,

1,

. . ,

,

1, ,

2, , ,

m

ij ij

i j m

m

ii

m m

Oi iO

i i

m m

ij ji

i i

m m m

v iv ji

i j

m m

iv iv ji

m j

m m

ij ji

m m m

ij jk ki

Z s d M Q

s

s s

s s

s t L U s

D U s

s s i j O

s s s i j k O

   




  



 

  

   
 


 

   
  


  


   



 

 

 

 

 (27) 

此模型中变量为 m

ivU 与 m

jis ，由于存在两者相乘项，所以此问题是非线性的整

形规划问题，求解有一定难度。 

5.2.1.2 模型求解 

用 Lingo 对模型进行编程求解，经过 10 分钟 23 秒计算得到结果（i7-3770 

@3.4GHz）。附录 3 给出了此结果中 25 辆轿运车的行驶路线、其最后停放地点以

及其装载的各型乘用车数量。其中，m=1 到 21 辆车都是 1-1 型轿运车，m=22 到

25 辆车都是 1-2 型轿运车。 
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图 5 第 1 辆轿运车运输情况 

 
图 6 第 22 辆轿运车运输情况 

 
图 7 第 23 辆轿运车运输情

况 
 

从图 5 和图 6 可以看出，第 1 辆轿用车（1-1 型）只装载了 8 辆 I 型乘用车

（  1 8,0L  ），从城市O出发途径城市D（未卸载任何乘用车）最后抵达城市C ，

在城市C 卸载了 8 辆 I 型乘用车。第 22 辆轿运车（1-2 型）装载了 6 辆 I 型乘用

车和 12 辆 II 型乘用车（  22 6,12L  ），从城市O出发途径城市D和城市B （均

未卸载任何乘用车）最后抵达城市 A，在城市 A卸载了 6 辆 I 型乘用车和 12 辆

II 型乘用车。 

相比较而言，第 23 辆轿运车行驶的路线稍微复杂些，如图 7 所示。第 23 辆

轿运车（1-2 型）装载了 6 辆 I 型乘用车和 12 辆 II 型乘用车，从城市O出发途径

城市D先抵达城市C ，并在城市C 卸载了 5 辆 II 型乘用车，之后沿原路返回至

城市D，往城市 A行驶，途径城市 B （未卸载），抵达城市 A后卸载了 6 辆 I 型

乘用车和 7 辆 II 型乘用车。 

我们发现，这 25 辆轿运车中只有第 23 辆车走了回头路（其他轿运车行驶路

线见附录）。由于基于多目标 TSP 的图论模型是根据装载好的轿运车对其整车进

行运输，而轿运车车板的重新组合可能导致不同结果。因此，我们对轿用车车板

进行随机组合，发现走回头路这种情况是可以避免的。附录 4 给出了重组车板厚

的 25 辆轿运车的行驶路线、其最后停放地点以及其装载的各型乘用车数量。 

 



27 
 

 
图 8 第 4(5)辆轿运车 

 
图 9 第 12-15 辆轿运车 

 
图 10 第 21-25 辆轿运车 

 

从图 8 至图 10 可以看出，第 4(5)辆轿运车（1-2 型）装载了 6 辆 I 型、12 辆

II 型乘用车，从城市O出发途径城市D和城市 B（未卸载任何乘用车）最后抵达

城市 A，在城市 A全部卸载；第 12-15 辆轿运车（1-1 型）至装载了 8 辆 I 型乘

用车，从城市O出发途径城市D（未卸载）最后抵达城市C ，在城市C 全部卸载；

第 21-25 辆车（1-1 型）直达城市D将装载的乘用车全部卸载。 

5.2.1.3 发现的运输规律 

在上述重新组合轿运车车板进行运输规划过程中，我们发现若干轿运车运输

规律，其描述如下： 
a. 大装载量的轿运车（如 1-2 型）往往倾向于运往距离较远的目的地； 
b. 大部分轿运车满载了同型乘用车； 
c. 轿运车内部较少出现混装的情况。 

5.2.2 基于确定路线的整数线性规划模型 

由于基于多目标 TSP 的图论模型是根据装载好的轿运车对其整车进行运输，

这很可能会出现走回头路的情况。为避免这一情况，我们将在此小节建立运输车

板的模型。 

5.2.2.1 路线的确定 

题目给出的地图中，城市O为出发点，城市 , , , ,A B C D E为目的地。轿运车需

要将乘用车运输到相应的目的地，图 11 至图 16 给出了所有可能的路线。 
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图 11 路线 1（O-D-B-A） 

 
图 12 路线 2（O-D-B） 

 
图 13 路线 3（O-D-C） 

 
图 14 路线 4（O-D） 

 
图 15 路线 5（O-D-B-E） 

 
图 16 路线 6（O-D-B-A-E） 

值得说明的是，轿运车是不会走O D B E A    路线的，因为路线 6 途经

的城市与路线O D B E A    一致，但其里程数短。 

5.2.2.2 模型的建立 

设  1,2, ,6ld l  为路线 l 的里程数（问题四中目的地为 , , ,A B C D，因此只

有四条路线），  1,2lTx T  为沿着路线 l 行驶的T 型轿运车的数量，在已知最小

轿运车使用数量和最少轿运车使用成本的前提下，以轿运车行驶的里程数最短为

目标，那么，模型的目标函数可写成如下形式： 

 
4 2

1 1
min l lT

l T

G d x
 

 
  

 
   (28) 

约束条件： 

1、最小轿运车使用数量和最少轿运车使用成本约束。上一模型已求解得到的各

型轿运车使用数量：1-1 型 21 辆，1-2 型 4 辆。我们需满足此前提。 
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4

1
1

21,l

l

x


  (29) 

 
4

2
1

4,l

l

x


  (30) 

2、在某运输路线上，1-1 型轿运车使用量应等于该车型上层车板装载乘用车方案

出现的总次数，亦等于该车型下层车板装载乘用车方案出现的总次数，即 

 1 1

11

1
up low

R Q

l lk lk

k Ck C

x N N


    (31) 

3、由于 1-2 型轿运车上层装载区域等价于两个上层车板，因此，在某运输路线

上，1-2 型轿运车下层车板装载方案应等于该车型轿用车使用量，而下层车板装

载方案应等于该车型轿用车使用量的两倍，即 

 
2

2

2
low

Q

lk l

k C

N x


  (32) 

 2

2

22
up

R

lk l

k C

N x


  (33) 

式中，
TR

lkN  1,2T  表示沿着路线 l 行驶的T 型轿运车上层车板  TR 第 k 种装载

方案出现的次数；
TQ

lkN  1,2T  表示沿着路线 l 行驶的T 型轿运车上下层车板

 TQ 第 k 种装载方案出现的次数； 

4、以城市 A为目的地的所有轿运车（沿着路线 1 行驶），其上所装载的某型乘用

车总数量必定不少于城市 A对该型乘用车的需求量；城市C 亦同理： 

 
2

1 1
1

T T

up low
TT

R T Q T

k kv k kv Av

T k Ck C

N R N Q D
 

 
    

 
 

    (34) 

 
2

3 3
1

T T

up low
TT

R T Q T

k kv k kv Cv

T k Ck C

N R N Q D
 

 
    

 
 

    (35) 

式中， T

kvR 表示T 型轿用车上层车板第 k 种装载方案中 v型乘用车的数量； T

kvQ 表

示T 型轿用车下层车板第 k 种装载方案中 v型乘用车的数量；  , , ,ivD i A B C D

表示城市 i 对 v型乘用车的需求量。 

5、以城市 A和城市 B 为目的地的所有轿运车（沿着路线 1 和路线 2 行驶），其上

所装载的某型乘用车总数量必定不少于城市 A和城市 B 对该型乘用车的需求量

之和： 
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2 2

1 1

T T

up low
TT

R T Q T

lk kv lk kv Av Bv

l T k Ck C

N R N Q D D
  

  
      

    
     (36) 

6、在一次运输任务中，所有使用的轿运车对某型乘用车的总装载量必定不少于

所有城市对该型乘用车的总需要量： 

 
4 2

1 1

T T

up low
TT

D
R T Q T

lk kv lk kv iv

l T i Ak Ck C

N R N Q D
  

  
     

    
      (37) 

因此，模型可写成如下形式： 
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1 1
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R T Q T

lk kv lk kv iv

l T i Ak Ck C
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
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




 (38) 

5.2.2.3 模型的求解 

基于 Matlab 软件的 yalmip 工具箱对上述模型进行求解，其求解结果与车板

重组后的结果一致，见图 8 至图 10 和附录 4。其最短里程数为 6404 个距离单位。 
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6 问题五的求解 

6.1 轿运车的归类 

题目所附的表 1 给出了 10 种类型的轿运车的规格，根据其尺寸参数，我们

可以将其进行归类。如表 19 所示，5 号车和 10 号车、7 号车和 8 号车、2 号车

和 6 号车可以合并。以 5 号车和 10 号车为例进行说明。5 号车和 10 号车均为 1-

2 型车，因此其车型结构一致，即下层单列装载，上层双列装载；两车的长宽高

尺寸差异较小，不会影响到乘用车的装载。因此，我们将 10 种轿运车简化到了

7 种，其中 5 种为 1-1 型，1-2 型和 2-2 型各 1 种。 

 
表 19 轿运车的归类 

轿运车 
编号 

序号 类型 长 宽 高 
拥有量 
（辆） 

合并 
（辆） 

1 3 十二位双桥双轮厢式    1-1 型 24.3 2.65 4.3 22 22 
2 4 十位双桥边轮厢式      1-1 型 22 2.7 4.35 15 15 

3 
7 十位单桥双轮框架      1-1 型 21 2.65 3.6 4 

20 
8 十位单桥双轮框架      1-1 型 21 2.65 3.9 16 

4 1 八位双桥边轮厢式      1-1 型 19 2.7 4.35 21 21 

5 
2 十位双桥双轮厢式      1-1 型 18.3 2.9 4.4 18 

43 
6 十位单桥双轮框架      1-1 型 18.2 2.65 3.6 25 

6 
5 十九位双桥双轮框架    1-2 型 23.7 2.8 3.9 10 

25 
10 十七位双桥双轮框架    1-2 型 23.3 2.7 4.35 15 

7 9 十九位双桥双轮框架    2-2 型 19 3.5 3.4 5 5 

 

6.2 乘用车的归类 

题目所附的表 2 给出了 45 种类型的乘用车的规格，根据其尺寸参数，我们

可以将其进行归类。首先，将 45 种乘用车分为三大类： 
第一类，乘用车高度大于 1.7 米，其只能装载在 1-1 型和 1-2 型的下层。其车型

编号集合为{1,12,17,24,25,26,31,37}； 
第二类，乘用车宽度大于 1.7 米，而高度小于 1.7 米，其只能装载在轿运车下层； 
第三类，除了第一类和第二类的乘用车，其能任意装载。其车型编号集合为

{3,5,7,8,14,18,20,27,29,30,39,40}。 
再对各大类中的乘用车进行归类。以第一类乘用车为例，用 10 种车板分别

满载第一类中的乘用车，得到如下所示的表： 
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表 20 十种车板分别满载第一类乘用车 

车型编号 车型 
各型轿运车车板长度（米） 

19 18.3 24.3 22 23.7 18.2 21 21 19 23.3 

24 华翔驭虎 3 3 4 4 4 3 4 4 3 4 
17 得利卡 3 3 4 4 4 3 4 4 3 4 
25 领航者 CUV 3 3 5 4 4 3 4 4 3 4 
1 大切诺基 4 3 5 4 5 3 4 4 4 5 
26 帅威 4 3 5 4 5 3 4 4 4 5 
12 嘉誉 4 4 5 4 5 3 4 4 4 5 
31 瑞虎 4 4 5 5 5 4 4 4 4 5 
37 五菱扬光 4 4 6 5 6 4 5 5 4 6 

 
表中数据为每种乘运车在各型轿运车上能装载的最大数量。可以将每种车型

的这个数量的排列作为一个序列，然后对不同序列进行相关性分析。然后根据我

们的需要把相关性不大的分为两类，在此题中，由于乘运车类型数量会造成其排

列可能性的指数爆炸最后便可得到我们的全部分类方式。 
 
 

表 21 乘用车的归类 

车型 
编号 

长度 
(mm) 

宽度 
(mm) 

高度 
(mm) 

A 
需求数 

B 
需求数 

C 
需求数 

D 
需求数 

E 
需求数 

总数 

1 4420 1695 1590 70 52 95 88 78 217 
2 6831 1980 1478 2 0 0 1 1 2 
3 5035 1880 1605 196 137 114 111 106 447 
4 5160 1895 1970 24 12 19 15 19 55 
5 4285 1765 1860 0 10 24 20 13 34 

 
 
 

6.3 轿运车的装载 

根据第四节的整数线性规划模型，我们对问题五中轿运车的装载问题进行分

步优化，结果见表 22。由表 22 可知，问题五的运输任务需要调用 134 辆轿用车。 
 

表 22 问题五轿运车的装载 

轿运车编号 类型 拥有量 最小使用数量 

1 1-1 22 22 
2 1-1 15 15 
3 1-1 20 20 
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4 1-1 21 21 
5 1-1 43 30 
6 1-2 25 21 
7 2-2 5 5 

 

6.4 轿运车的运输 

问题五中的目的地为 , , , ,A B C D E，因此有六条条路线。乘用车有 5 类，轿运

车有 7 类。在已知最小轿运车使用数量和最少轿运车使用成本的前提下，以轿运

车行驶的里程数最短为目标，那么，模型的目标函数可写成如下形式： 

 
6 7

1 1
min l lT

l T

G d x
 

 
  

 
   (39) 

约束条件： 

1、最小轿运车使用数量和最少轿运车使用成本约束。上一小节已求解得到的各

型轿运车使用数量（见表 22），我们需满足此前提。 

 

6 6 6

1 2 3
1 1 1

6 6 6 6

4 6 5 7
1 1 1 1

22, 15, 20,

21, 30, 5,

l l l

l l l

l l l l

l l l l

x x x

x x x x

  

   

  

   

  

   
 (40) 

2、在某运输路线上，1-1 型轿运车使用量应等于该车型上层车板装载乘用车方案

出现的总次数，亦等于该车型下层车板装载乘用车方案出现的总次数，即 

 , 1,2, ,5
T T

up low
TT

R Q

lT lk lk

k Ck C

x N N T


     (41) 

3、由于 1-2 型轿运车上层装载区域等价于两个上层车板，因此，在某运输路线

上，1-2 型轿运车下层车板装载方案应等于该车型轿用车使用量，而下层车板装

载方案应等于该车型轿用车使用量的两倍，即 

 
2

6

6
low

Q

lk l

k C

N x


  (42) 

 6

6

62
up

R

lk l

k C

N x


  (43) 

4、由于 2-2 型轿运车上下层装载区均等价于两个车板，因此，在某运输路线上，

2-2 型轿运车下层车板装载方案应等于该车型上层车板装载方案，也等于该车型

轿用车使用量的两倍，即  
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 7 7

77

72
up low

R Q

lk lk l

k Ck C

N N x


    (44) 

5、以城市C 为目的地的所有轿运车（沿路线 3 行驶），其上所装载的某型乘用车

总数量必定不少于城市C 对该型乘用车的需求量：  

 
7

3 3
1

T T

up low
TT

R T Q T

k kv k kv Cv

T k Ck C

N R N Q D
 

 
    

 
 

    (45) 

6、以城市 E 为目的地的所有轿运车（沿路线 5 和路线 6 行驶），其上所装载的某

型乘用车总数量必定不少于城市 E 对该型乘用车的需求量： 

 
6 7

5 1

T T

up low
TT

R T Q T

lk kt lk kt Et

l T k Ck C

N R N Q D
  

  
     

    
     (46) 

7、以城市 A和城市 E 为目的地的所有轿运车（沿着路线 1、5、6 行驶），其上所

装载的某型乘用车总数量必定不少于城市 A和城市 E 对该型乘用车的需求量之

和： 

 
7

1,5,6 1

T T

up low
TT

R T Q T

lk kt lk kt At Et

l T k Ck C

N R N Q D D
  

  
      

    
     (47) 

8、以城市 A、 B 、 E 为目的地的所有轿运车（沿着路线 1、2、5、6 行驶），其

上所装载的某型乘用车总数量必定不少于城市 A、B 、E 对该型乘用车的需求量

之和： 

 
7

1,2,5,6 1

T T

up low
TT

R T Q T

lk kt lk kt At Bt Et

l T k Ck C

N R N Q D D D
  

  
       

    
     (48) 

9、在一次运输任务中，所有使用的轿运车对某型乘用车的总装载量必定不少于

所有城市对该型乘用车的总需要量： 

 
6 7

1 1

T T

up low
TT

E
R T Q T

lk kt lk kt iv

l T i Ak Ck C

N R N Q D
  

  
     

    
      (49) 

 
对上述模型进行求解，结果见表 23。其最短里程数为 40808 个距离单位。 
 

表 23  问题五的运输结果 

轿

用

车 
序

号 

相同类型、 
相同装载方

式的车辆数 

上

层 
序

号

1  

上

层 
序

号

2  

上

层 
序

号

3  

上

层 
序

号

4  

上

层 
序

号

5  

下

层 
序

号

1  

下

层 
序

号

2  

下

层 
序

号

3 

下

层 
序

号

4  

下

层 
序

号

5  

中间

停靠

地 

目

的

地 
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5 6 0 0 3 0 0 0 0 3 0 0 
  

DB   
  

A 
5 1 0 0 3 0 0 0 0 1 2 0 
3 1 0 0 4 0 0 0 0 4 0 0 
6 9 10 0 0 0 0 0 0 4 0 0 
1 2 3 0 2 0 0 0 0 3 0 2   

  
  

D  
  
  
  

B 

1 18 3 0 2 0 0 0 0 3 0 1 
6 1 10 0 0 0 0 0 0 0 4 0 
2 1 0 0 8 0 0 0 0 0 4 0 
3 2 0 0 4 0 0 0 0 4 0 0 
3 2 0 0 4 0 0 0 0 2 2 0 
7 1 3 0 4 0 0 8 0 0 0 0 
1 1 0 0 4 0 0 1 0 3 0 1   

  
  
  

D  
  
  
  

C 

1 1 3 0 2 0 0 0 0 2 1 2 
6 7 10 0 0 0 0 0 0 4 0 0 
6 2 10 0 0 0 0 0 0 0 4 0 
2 1 0 0 4 0 0 0 0 0 4 0 
3 2 0 0 4 0 0 0 0 3 1 0 
4 10 0 0 3 0 0 0 0 2 0 0 
4 1 3 0 1 0 0 0 0 2 0 0 
6 1 10 0 0 0 0 0 1 1 2 0   

  
-  
  
  

D 
2 1 0 0 4 0 0 0 0 4 0 0 
2 2 0 0 4 0 0 0 0 0 4 0 
2 2 0 0 4 0 0 0 0 2 2 0 
3 10 0 0 4 0 0 0 0 4 0 0 
6 1 10 0 0 0 0 0 0 4 0 0 

  
  
  
  
  

DB  
  
  
  
  
  
  

E 

2 7 0 0 4 0 0 0 0 4 0 0 
3 3 0 0 4 0 0 0 0 4 0 0 
4 1 0 0 3 0 0 0 0 2 0 2 
4 8 3 0 1 0 0 0 0 2 0 2 
4 1 0 2 1 0 0 0 0 2 0 2 
7 3 6 0 2 0 0 8 0 0 0 0 
7 1 3 0 4 0 0 8 0 0 0 0 
5 10 0 0 3 0 0 0 0 0 3 0 
5 8 0 0 3 0 0 0 0 2 1 0 
5 4 0 0 3 0 0 0 0 3 0 0 
5 1 0 1 2 0 0 0 0 3 0 0 

 

6.5 轿运车运输的启发式算法 

由于 Matlab 工具箱有一定局限性，我们建立的模型工具箱不能算出全局最

优解，而它给出的结果太过保守。根据前文经验建立了一个启发式算法。 
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其规则为： 
首先，优先满足距离更远的地点的需求，使用前三问的模型求的其需求结果； 
然后，寻找到第二远的地点，判断其是否与最远的地点相连，若相连且处于

其更近于出发点的位置，则一起考虑这两点的需求，求得其运载方式；若否，则

孤立的计算满足其需求的运载方式； 
就这样然后一步一步从远至近，一次满足所有的地点的需求。 
 
基于以上算法规则，我们再对第五问进行了编程计算，Lingo 计算其最后结

果为 37196。其具体结果如下。 
 

轿运车编号 A B C D E 

1 11 0 0 0 14 
2 7 5 5 0 24 
3 14 1 0 0 0 
4 0 15 5 0 0 
5 0 0 14 7 0 
6 0 0 0 0 5 
7 0 0 6 24 0 

 

7 模型评价 

1，在前四问中，本文建立了多种模型，对问题的各个方面进行刻画，问题的各

个方面也得到了覆盖和分析。 
2，前四问中，本文采用了多种方法，处理问题的非线性，最终将问题划归为了

线性规划问题。 
3，本文提出了“车板”“车板效率”等概念，以方便对结果进行评价。 
4，第五问中的分类，虽然比较保守，但是能保证得到的安排方案一定可行。 
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附表 

 附录 1  1-1 型轿运车下层车板装载方案 
装载方案 
序号 

I 型乘用车 
（辆） 

Ⅱ型乘用车 
（辆） 

Ⅲ型乘用车 
（辆） 

1 0 5 0 
2 1 3 0 
3 2 2 0 
4 3 1 0 
5 4 0 0 
6 0 3 1 
7 1 2 1 
8 2 1 1 
9 3 0 1 
10 0 2 2 
11 1 1 2 
12 2 0 2 
13 0 1 3 
14 1 0 3 
15 0 0 4 

 
附录 2  1-2 型轿运车下层车板装载方案 
装载方案 
序号 

I 型乘用车 
（辆） 

Ⅱ型乘用车 
（辆） 

Ⅲ型乘用车 
（辆） 

1 0 6 0 
2 1 5 0 
3 2 4 0 
4 3 2 0 
5 4 1 0 
6 5 0 0 
7 0 5 1 
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8 1 4 1 
9 2 2 1 
10 3 1 1 
11 4 0 1 
12 0 4 2 
13 1 2 2 
14 2 1 2 
15 3 0 2 
16 0 2 3 
17 1 1 3 
18 2 0 3 
19 0 1 4 
20 1 0 4 
21 0 0 5 

 
附录 3 基于多目标 TSP 的图论模型结果 
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