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第十二届“中关村青联杯”全国研究生 

 数学建模竞赛

 

题 目             数据的多流形结构分析 

摘       要： 
在如今的信息爆炸时代，大数据分析已经成为了热门话题。本文所阐述的

内容就是数据处理的一个重要方法——多流形结构分析。本文根据不同的子空

间聚类问题，使用稀疏子空间聚类(Sparse Subspace Clustering, SSC)[7],多流形谱

聚类(Spectral Multi-Manifold Clustering, SMMC)[8]及其改进算法，共同解决了所

有问题。本文所做的主要创新工作和结论如下： 
第一，基于所给问题，验证和讨论了 SSC 和 SMMC 算法的适用范围。正如

文献[7]中所说，SSC 算法适用于多个线性子空间聚类，并不适用于非线性子空

间的聚类。而 SMMC 算法的适用范围就相对较广，不仅适用于线性子空间聚类，

而且对非线性子空间同样适用。SMMC 的缺点也同样明显： 
（1） 参数过多，对最佳算数的搜寻较为困难； 
（2）由于 SMMC 中引入了概率主成分分析，所以相同的参数偶尔会产生

不同的结果； 
（3）SMMC 同样不适用于复杂的混合流形子空间。 
针对（2）中 SMMC 的不稳定结果，由于 SMMC 产生准确结果的概率较大，

文中使用了投票的方法：多次运行 SMMC 程序，根据产生的结果投票，若某个

点的第i个聚类标签(记为Label(i) )的票数最多，则该点属于Label(i)。 
第二，基于所给问题，讨论了局部线性嵌入(Locally Linear Embedding, LLE)[9]

对于高维子空间聚类的指导性意义。文献[9]中结论表明 LLE 能够降低数据维度，

而不改变其局部结构。这说明通过 LLE 降低维度之后，若数据呈现线性分布，

则数据在高维空间也是近似线性的。通过 LLE 可以处理高维子空间聚类。对于

 



高维数据，如第一题，第三题的(b)和(c)，文中会给出两类结果：直接使用高维

数据聚类的结果和使用 LLE 降维（降到 3 维）之后聚类的结果。若两类结果不

一样，如第三题的(b)，则以高维数据聚类的结果为准。、 
第三，本文改进了 SMMC 算法，使得 SMMC 算法能够很好地解决第四题

中的两个混合子空间模型。改进的基本思想如下： 
（1）对于多个（大于两个）子空间的划分，首先分为 2 个子空间，然后根

据划分的结果改进关系图的亲和矩阵，随后划分为 3 个子空间，依此类推，逐

步划分为要求的子空间个数，命名为逐步多流形谱聚类(Gradually Spectral 
Multi-Manifold Clustering, GSMMC)。此方法的最主要思想就是把数据分为两个

子空间比直接分为多个子空间更容易更准确； 
（2）探测直线：由于第四题的(b)图中，直线和圆弧组成方式相当复杂，而

直线又靠近噪声点，所以本文首先用 RANSAC 方法[12]将图(b)中的那条较长的

直线检测出来，并从数据集中剔除，剩余的模型更为简单。或者将结果作为第

一次分类结果，在 GSMMC 中用来优化亲和矩阵，不过此种方法并没有获得比

直接剔除更好的效果，所以有待更进一步地研究；另外，去除直线或线性子空

间的影响，对所有的混合子空间模型的聚类都有重大意义。 
（3）增加数据维度：为了更好地区分数据，可以给数据添加上新的一维或

者两维；也可以在 GMSSC 中每迭代一次，根据划分结果增加维度。由于时间

限制本文只是采用了一种较为粗糙和低效的增加维度的方式。若想要获得更一

般，更有效的增维方法，需要进一步地研究。 
使用（1），就能很好地解决第四题的（a），使用（1）、（2）、（3）能够对第

四题的（b）做出非常好的聚类。 
最后，基于本文所做的所有工作、结论和思想，希望对相关研究人员有所

启发。 
 

关键词：稀疏子空间聚类，逐步多流形谱聚类，直线探测，增加数据维度 
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一、 问题重述 

 
1.1 引言 

一个人在不同光照下的人脸图像可以被一个低维子空间近似[1]，由此产生

大量的数据降维方法被用来挖掘数据集的低维线性子空间结构，这类方法假设

数据集采样于一个线性的欧氏空间[15]。但是，在实际问题中很多数据具备更加

复杂的结构。 

针对单一子空间结构假设的后续讨论主要是两个方面，首先是从线性到非

线性的扩展，主要的代表性工作包括流形（流形是局部具有欧氏空间性质的空

间，欧氏空间就是流形最简单的实例）学习等。流形学习的出现，很好地解决

了具有非线性结构的样本集的特征提取问题。然而流形学习方法通常计算复杂

度较大，对噪声和算法参数都比较敏感，并且存在所谓的样本溢出问题。 

其次是流形或子空间从一个到多个的扩展，即假设数据集采样于多个欧氏

空间的混合。 

由于混合流形不全是子空间的情况，数据往往具有更复杂的结构，分析这

种数据具有更大的挑战性。基于谱聚类的方法仍然是处理该类问题的流行方法。

虽然这类数据本身无法使用相互表示的方式，但是数据的特征可相互线性表示

且表示系数具有稀疏性或低秩性的特点。 

 

1.2 问题的提出 

本几何结构分析问题中假设数据分布在多个维数不等的流形上，其特殊情

况是数据分布在多个线性子空间上。 

1.当子空间独立时，子空间聚类问题相对容易。附件一中 1.mat 中有一组高

维数据（.mat 所存矩阵的每列为一个数据点，以下各题均如此），它采样于两

个独立的子空间。请将该组数据分成两类。 

 

2.请处理附件二中四个低维空间中的子空间聚类问题和多流形聚类问题，如

图 1.1 所示。图 1.1(a)为两条交点不在原点且互相垂直的两条直线，请将其分

为两类；图 1.1 (b)为一个平面和两条直线，这是一个不满足独立子空间的关系

的例子，请将其分为三类。图 1.1 (c)为两条不相交的二次曲线，请将其分为两

类。图 1.1 (d) 为两条相交的螺旋线，请将其分为两类。 

 

(a)                                 (b) 
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(c)                                 (d) 
图 1.1 

 
3. 请解决以下三个实际应用中的子空间聚类问题，数据见附件三 

（a）受实际条件的制约，在工业测量中往往需要非接触测量的方式，视觉

重建是一类重要的非接触测量方法。特征提取是视觉重建的一个关键环节，如图

1.2（a）所示，其中十字便是特征提取环节中处理得到的，十字上的点的位置信

息已经提取出来，为了确定十字的中心位置，一个可行的方法是先将十字中的点

按照 “横”和“竖”分两类。请使用适当的方法将图 1.2（a）中十字上的点分

成两类。 

（b）运动分割是将视频中有着不同运动的物体分开，是动态场景的理解和

重构中是不可缺少的一步。基于特征点轨迹的方法是重要的一类运动分割方法，

该方法首先利用标准的追踪方法提取视频中不同运动物体的特征点轨迹，之后把

场景中不同运动对应的不同特征点轨迹分割出来。已经有文献指出同一运动的特

征点轨迹在同一个线性流形上。图 1.2（b）显示了视频中的一帧，有三个不同运

动的特征点轨迹被提取出来保存在了 3b.mat 文件中，请使用适当方法将这些特

征点轨迹分成三类。 
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(a)                                 (b) 

图 1.2 
（c）3c.mat 中的数据为两个人在不同光照下的人脸图像共 20 幅（X变量的

每一列为拉成向量的一幅人脸图像），请将这 20 幅图像分成两类。 

 

4. 请作答如下两个实际应用中的多流形聚类问题 

图 1.3(a)分别显示了圆台的点云，请将点按照其所在的面分开(即圆台按照

圆台的顶、底、侧面分成三类)。 

图 1.3 (b)是机器工件外部边缘轮廓的图像，请将轮廓线中不同的直线和圆

弧分类，类数自定。 

       
(a)                                 (b) 

图 1.3 
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二、问题分析 

 
2.1 问题一 

题目要求将一组子空间相互独立的高维数据分为两类。此问题最大的难点

在于高维（大于 3 维）数据不可观察性，即无法通过观察确定聚类是否正确。

此时可以使用 LLE 算法降低维度，使之可以观察，然后根据是否线性使用 SSC

算法或者 SMMC 算法。 

 

2.2 问题二 

问题二有四个小问题，（a）和（b）是线性子空间聚类，可以使用 SSC 算法。

而（c）和（d）是非线性子空间聚类，适合使用 SMMC 算法。值得一提的是，本

文中也采用了 SSC 算法成功分割了图（c）。方法是首先通过 LLE 算法增加维度，

然后就能够用 SSC 算法成功划分。由此可见，增加维度确实是一种值得思考的

分割方法。 

 

2.3 问题三 

问题三分为 3个聚类小问题。图（a）看似线性，然而实际上只是近似线性，

并且两条线都具有相当的宽度，聚集着大量的点，难以用 SSC 成功划分；而 SMMC

的使用范围较广，除了参数难以调校，推荐使用 SMMC。图（b）和图（c）的数

据属于高维数据，可以用类似于问题一的方法来实现划分。 

 

2.4 问题四 

    问题四的两个小问模型相对复杂，属于混合子空间聚类，划分难度很大。

单纯的使用 SSC 或者 SMMC 难以产生满意的结果。考虑到 SMMC 算法的适用性，

本文考虑将 SMMC 算法加以改进，最后成功解决第四题。 
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三、符号说明 

 
表 1 符号说明 

符号 意义 

𝑅𝐷 D 维实空间 

𝑅𝐷×𝐾 D × K维矩阵实空间 

Label(i) 第i个聚类标签 

G 描述数据点之间相似度的加权图 

W 衡量成对数据点相似度的亲和矩阵(Affinity Matrix) 

𝑤𝑖𝑗 亲和矩阵 W的第 i行，第 j列，衡量第 i个数据点与第 j个数

据点的相似度；相似度越大，值越大，一般取[0，1] 

𝑥𝑖 需要被划分的数据点 

X 总数据点集X = {𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝐷 , i = 1,2, … , N} 

e 自然对数 
‖∗‖𝑝 

𝑙𝑝范数 

Ncut 规范割集准则(Normalized Cut) 
𝑋𝑖 第 i 个数据点集，X = ⋃ 𝑋𝑖

𝑘
𝑖=𝑖 ，可以与Label(i)对应 

Ω𝑗 第 j 个平滑流形 
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四、模型建立与改进 

 
4.1 谱聚类 

高维数据在生活中无处不在，例如影像，音频文件，图像处理，计算机视

觉，模式识别。生物信息学等。高维数据不仅增加了算法的计算时间，占用了

更多的内存空间，而且由于周围环境下采样率的不足以及噪声的存在，使得高

维数据的性能不尽如人意，这被称作为“维数灾难”。然而，高维数据是镶嵌在

低维数据之中的，恢复数据的低维结构不仅有助于减少计算量和占用的内存，

也减少了高维噪声对实际性能的影响。 

在许多现实问题上，数据的分类是在高维空间中提取出低维数据的典型。

子空间聚类的方法在图像处理、运动分割等过程中对数据的分类有很好地应用。

聚类，就是将数据对象划分成几个不同的类别，使得同一类的数据尽可能相似，

不同类的数据差别尽可能大[2]，目前子空间聚类的算法主要有四种：迭代、代

数、统计以及基于谱聚类的方法。其中基于谱聚类的方法在近几年较为流行，

与传统的聚类算法相比，它具有能在任意形状的数据集上聚类的优点。 
谱聚类算法建立在谱图理论基础上，广泛应用于图像分割，计算机视觉和

模式识别之中。该算法通过构造数据点之间的加权图 G，根据图 G 定义一个描

述成对数据点相似度的亲和矩阵W，其元素值一般取[0，1]之间。然后，计算矩

阵W的特征值和特征向量，然后选择合适的特征向量聚类不同的数据点。矩阵

的特征值称为谱，所以该方法命名为谱聚类。 
对于一个未标记过的数据点集 

Χ = {𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝐷, 𝑖 = 1, … N}                            (4-1) 
聚类分析的目的是把这些点分配到𝑘个不同的子集，使相似的点属于同一个族群，

不同的点进入不同的聚类族群。在谱聚类中，数据点的邻近图通过一些标准来

构建，该标准应当满足：若点𝑥𝑖与点𝑥𝑗在同一类的可能性越大，描述它们相似

度的值𝑤𝑖𝑗越大。如 

2

2
22             i jw

0                       i=j

i jx x

ij
e 

 


 



                           (4-2) 

 

其中，𝑤𝑖𝑗表示𝑥𝑖与𝑥𝑗之间的相似性。公式（4-2）只是通过点之间的距离来判断

相似性，较为粗糙，对于复杂的子空间聚类问题不得得到很好的解。然后可以

通过规范割集准则（Normalized Cut, Ncut）[3]进行划分： 
 

Ncut(Χ1, ⋯ , Χ𝑘) ≜
1

2
∑

𝑊(Χ𝑖,Χ̅𝑖)

𝑣𝑜𝑙(Χ𝑖)

𝑘
𝑖=1                          (4-3) 

其中，Χ1, ⋯ , Χ𝑘是 X 的一个划分 ( Χ1⋃ ⋯ ⋃Χ𝑘 = X, Χ𝑖⋂Χ𝑗 = ∅, 𝑖 ≠ 𝑗并且Χ𝑖 = ∅, 𝑖 =

1, ⋯ , 𝑘)，𝑊(𝐴, 𝐵) ≜ ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑥𝑖∈𝐴,𝑥𝑗∈𝐵 ，𝑣𝑜𝑙(𝐴) ≜ ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑥𝑖∈𝐴,𝑗∈{1,…,𝑁} ，其中，𝐴̅是𝐴的补集。
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注意到𝑊(Χ𝑖 , Χ̅𝑖)的值小说明Χ𝑖是一个较好集群𝑣𝑜𝑙(Χ𝑖)的值大说明集群规模较大，

这说明 Ncut 值越低，聚类效果越好。因此，目标是最小化 Ncut 算法。 
最小化 Ncut 算法可以等价于[4]： 

minΧ1,⋯,Χ𝑘
𝑇𝑟(𝐻𝑇(𝐸 − 𝑊)𝐻)      𝑠. 𝑡.   𝐻𝑇𝐸𝐻 = 𝐼                     (4-4) 

其中，𝐸是𝐸𝑖𝑖 = ∑ 𝑊𝑖𝑗𝑗 的一个𝑁 × 𝑁对角矩阵，𝐼是单位矩阵，𝐻 ∈ 𝑅𝑁×𝑘是一个特殊

的离散矩阵，Tr 是矩阵的迹。 
然后需要构造拉普拉斯矩阵𝐿 = 𝐷−1 2⁄ 𝐴𝐷−1 2⁄ 。对其进行特征值分解，找出前

k 个最大特征值所对应的特征向量𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘，然后构造矩阵𝑈 = [𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘] ∈

𝑅𝑁×𝑘，其中特征向量按列存储。对𝑈的行向量归一化为𝑌，𝑌𝑖𝑗 = 𝑈𝑖𝑗 (∑ 𝑈2
𝑖𝑗𝑗 )1/2⁄ 。

把𝑌的每一行作为空间𝑅𝑘中的样本（样本数为𝑁，样本维数为𝑘），然后对其用

K-means 聚类。最后把最初的样本点𝑠𝑖划分为第𝑗聚类，当且仅当矩阵𝑌的第 i 行
被划分为第 j 聚类[3,5]。 

 

4.2 稀疏子空间聚类 SSC 

SSC（sparse subspace clustering）算法[6,7]是一种基于稀疏表示技术的算法，

用于在低维子空间联合下聚集数据点，适用于多个线性子空间的聚类。SSC 算

法利用了数据的“自表现性”，即子空间联合中的每个数据点可以充分的被表示

为其他点的一个线性的或者放射性的组合，且这种表示的方法不唯一。一个数

据点的稀疏表示为来自与它的子空间的一些点的组合，这种算法是一种全局谱

聚类算法的优化算法，克服了局部谱聚类算法的一些局限性，对于一个给定的

数据点，SSC 对于那些与之在同一子空间中但关系不大的点有自动屏蔽作用。 
假定 {𝑆𝑙}𝑙=1

𝑛  是 n 个 D 维向量 {𝑑𝑙}𝑙=1
𝑛  子空间的排列，采集到了 N 个无噪

声的数据点{𝑥𝑖}𝑖=1
𝑁  ，这些数据点存在于 n 个子空间联合中，表示包含了所有点

的矩阵为： 
X ≜ [𝑥1 … 𝑥𝑁] = [𝑋1 … 𝑋𝑛] Γ                            (4-5) 

𝑋𝑙 ∈ 𝑅𝐷×𝑁𝑙 是一个在 𝑆𝑙 中 𝑁𝑙 > 𝑑𝑙 的点的 𝑑𝑙 阶的矩阵，Γ ∈ 𝑅𝑁×𝑁 是一个

未知的置换矩阵。假设事先不知道子空间的信息，也不知道哪个点属于哪个子

空间，子空间的聚类问题转化为了求解子空间的数量，它们的维数以及数据点

的分割问题。解决这个子空间聚类的问题分为两个步骤，第一步，对于每个点，

我们找到一些与之在同一个子空间的点，这样就找到了对于每一个点来说潜在

的子空间；第二步，使用第一步得到的谱聚类框架的潜在信息来推断数据的聚

类。根据数据的“自表现性”，每一个数据点 𝑥𝑖 ∈∪𝑙=1
𝑛 𝑆𝑙 可以被写为 

𝑥𝑖 = 𝑋𝑐𝑖 ,   𝑐𝑖𝑖 = 0                                  (4-6) 
其中 𝑐𝑖 ≜ [𝑐𝑖1 … 𝑐𝑖𝑁]𝑇  以及 𝑐𝑖𝑖 = 0 消除了数据点与它自身的线性对结果的影响，

X表示了每个点被其他点线性表示出来系数，且不唯一。式（4-6）存在一个稀

疏解 𝐶𝑖 ，其对应于来自同一子空间的数据点的非 0 项与 𝑥𝑖 一致，称之为子

空间的稀疏表示。具体来说，一个在 𝑑𝑙 维子空间 𝑆𝑙 中的点 𝑥𝑖 ，可以被子空

间中的其他点线性表示出来。一个点的稀疏表示可以从来自与同一子空间中非

零元素对应的潜在子空间维数中获得。 
然而，式（4-6）这样的系统方程有无数解，一种合适的约束条件如下： 

min‖𝑐𝑖‖𝑞     s.t.    𝑥𝑖 = 𝑋𝑐𝑖 ,  𝑐𝑖𝑖 = 0                      (4-7) 

𝑐𝑖 的 𝑙𝑞 范数定义为 ‖𝑐𝑖‖𝑞 ≜ (∑ |𝑐𝑖𝑗|
𝑞𝑁

𝑗=1 )
1

𝑞  
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选择不同的 q 会得到不同的方案，随着 q 从无穷大到零，稀疏解递增。极

端情况当 q=0 时，会得到一个最稀疏的解。但，𝑙0 范数最小化是 NP 完全问题，

无法有效求解。因此，用𝑙1 范数最小化来近似代替， 
min‖𝑐𝑖‖1     s.t.    𝑥𝑖 = 𝑋𝑐𝑖 , 𝑐𝑖𝑖 = 0                     (4-8) 

式（4-8）可以运用稀疏解的凸规划算法求解。 
考虑在矩阵中的所有点 i = 1, … , N ，重写（4-8）式，有： 

min‖𝐶‖1     s.t.    𝑋 = 𝑋𝐶, diag(𝐶) = 0                    (4-9) 
其中矩阵 C ≜ [𝑐1 … 𝑐𝑁]  ∈  𝑅𝑁×𝑁 的第 i 列 𝑐𝑖表示了𝑥𝑖的稀疏表示， diag(C) ∈

 𝑅𝑁 是矩阵 C 的对角元素的向量。可以用式（4-9）的子空间稀疏表示推断数据

的不同聚类。 
得到优化算法（4-9）的解后，就有了每一个数据点的稀疏表示。构造权重

图G = (ν, ε, W)，其中 ν 表示一组 G上的 N 个节点与 N 个数据点的对应，

ε ⊆  ν × ν 表示一组节点间的边界，W ∈  𝑅𝑁×𝑁 是一个对称非负相似矩阵，表示

了边界的权重值，节点 i 与节点 j 相连的边界权重为𝑤𝑖𝑗 。理想情况下，来自与

同一子空间的节点相互连接而来自与不同子空间的节点之间没有连接。由于非

零项对应的点来自于同一个子空间，有W =  |𝐶| + |𝐶|𝑇 ，于是节点 i 与节点 j 的连

接权重为 |𝑐𝑖𝑗| + |𝑐𝑗𝑖| 。 

类似地对于 n 个子空间，有： 

𝑊 = [
𝑊1 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑊𝑛

] 𝛤                           (4-10) 

 
其中 𝑊𝑙 是 𝑆𝑙 中数据点的相似矩阵。对于G 运用谱聚类的方法可以将数据点进

行分类。 
算法(4-1)总结了 SSC 算法，只要不同子空间之间点的边界连接比较弱，谱

聚类算法可以正确的进行分类。 
 

算法(4-1)：稀疏子空间聚类算法（SSC）[7] 
    

输入：n 个线性子空间 {𝑆𝑖}𝑖=1
𝑛  中的 N 个点 {𝑥𝑖}𝑖=1

𝑁  
1 求解优化方程（4-9） 
2 对 C 进行归一化 
3 构建相似矩阵 W，W =  |𝐶| + |𝐶|𝑇 
4 运用谱聚类的方法求解相似矩阵 W 
输出：  分类数据： 𝑋1, … , 𝑋𝑛 

 

 

4.3 多流形谱聚类 SMMC 

对于一个未标记过的数据点集 
X = {𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝐷, 𝑖 = 1, … , N}                       （4-11） 

其中数据点采样自𝑘 > 1的不同的平滑流形 
{Ω𝑗 ⊆ 𝑅𝐷, 𝑗 = 1, … , k}                         （4-12） 

平滑流形之间会产生交集，而流形聚类算法的目的就是把流形的每一个样本分
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配到它们所属的位置。所以可以假定所有的流形都有同样的维度𝑑(0 < 𝑑 < 𝐷)，

同时对应的子空间个数𝑘都是已知的。然后，我们可以通过以下步骤来解决混合

的非线性流形的聚类问题： 
首先，通过经典谱聚类找出所有的连接部分。 
其次，分开这些连接部分的交叉丛。 
但是在此过程中无法判断连接部分是由单一流形还是多流形组成，此外，

若为多流形交叉组成，也无法确定连接部分存在多少流形。在此基础上，文献
[8]提出了多流形谱聚类的方法方法(Spectral Multi-Manifold Clustering, SMMC)。
SMMC 算法是一种典型的谱聚类算法，其关键在于亲和矩阵的构造，至于之后

利用 Ncut 算法分割，与其他谱聚类算法类似，不在赘述。 
 

4.3.1 亲和矩阵的构造 
谱聚类的关键何难点在于亲和矩阵的构造，在属于不同聚类的点之间的关

联值很低的情况下，谱聚类方法可以得到很好的结果。但是基于点之间欧式距

离的传统亲和矩阵并不适用于大多数混合子空间聚类。因此 SMMC 的思想是根

据样本数据的几何信息重新构建一个更加合适的亲和矩阵来正确分类。 
虽然这些数据位于或接近平滑的非线性流形，但是局部上每个数据点和其

临近点位于流形的一个线性区域上[9,10]。此外，对于非线性流形的局部几何结构，

每个点的局部切线空间（Local Tangent Space）提供了一个很好的低维线性逼近
[11]。最终，在不同流形的交叉区域上，相同流形上的点有相似的局部切线空间，

而不同流形上的点则具有不同的切线空间。 
另一方面，对于距离较大的点，很难通过局部几何信息判断这些点是否是

在同样的流形上，所以可以关注其局部区域。直观上，对于在同一局部区域上

的两个点，如果：（a）彼此间很近（b）他们有相似的局部切线空间，那么可以

认为这两个点有很高的可能性在同样的流形上。对于临近的点，如果他们的局

部切线空间不同，他们很有可能来自于不同的流形。因此，应该考虑位于𝑥𝑖和𝑥𝑗

两点之间的关联函数，其中一个定义为对应的局部切线空间的函数（结构相似

性函数𝑝𝑖𝑗），另一个通过欧式距离𝑞𝑖𝑗 = 𝑞(∥ 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 ∥)来定义（局部相似性函数）。

通过这两个定义可以得到下面的关联值： 
𝑤𝑖𝑗 = 𝑓(𝑝𝑖𝑗 , 𝑞𝑖𝑗)                           （4-13） 

其中，𝑓是一个混合函数。值得注意的是，为了得到期望的亲和矩阵属性，𝑓应

该是一个关于欧式距离的单调减函数，同时是一个关于两个切线空间相似性的

单调增函数。 

假设在点𝑥𝑖(𝑖 = 1, … , 𝑁)的切线空间是Θ𝑖，𝑥𝑖与𝑥𝑗两点之间的结构相似性可

以被定义为： 
𝑝𝑖𝑗 = 𝑝(Θ𝑖 , Θ𝑗) = (∏ cos(𝜃𝑙)

𝑑
𝑙=1 )𝑜                     （4-14） 

在上述公式中，其中𝑜 ∈ 𝑁+是可调参数。0 ≤ 𝜃1 ≤, … , ≤ 𝜃𝑑 ≤
𝜋

2
是两个切线空间

Θ𝑖与Θ𝑗之间一系列的特征角，递归地定义为: 
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cos(𝜃1) = max 𝑢1∈Θ𝑖,𝑣1∈Θ𝑗

∥𝑢1∥=∥𝑣1∥=1

𝑢1
𝑇𝑣1                         （4-15） 

并且 
cos(𝜃𝑙) = max 𝑢𝑙∈Θ𝑖,𝑣𝑙∈Θ𝑗

∥𝑢𝑙∥=∥𝑣𝑙∥=1

𝑢𝑙
𝑇𝑣𝑙 , 𝑙 = 2, … , 𝑑                  （4-16） 

其中，𝑢𝑙
𝑇𝑢𝑖 = 0, 𝑣𝑙

𝑇𝑣𝑖 = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑙 − 1.  
 

局部相似性可以定义为： 

𝑞𝑖𝑗 = {
 1 𝑥𝑖 ∈ 𝐾𝑛𝑛(𝑥𝑗)或𝑥𝑗 ∈ 𝐾𝑛𝑛(𝑥𝑖) 

0                                             其他
                  （4-17） 

其中，𝐾𝑛𝑛(𝑥)表示最接近𝑥的 K 个点构成的集合。 
最后，根据这两个函数得出关联值 

𝑤𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝑗𝑞𝑖𝑗 = {
 (∏ cos(𝜃𝑙)

𝑑
𝑙=1 )𝑜 𝑥𝑖 ∈ 𝐾𝑛𝑛(𝑥𝑗)或𝑥𝑗 ∈ 𝐾𝑛𝑛(𝑥𝑖) 

0                                             其他
        （4-18） 

    容易发现上述公式定义的相似度𝑤𝑖𝑗具有期待的属性，如：属于不同流形或

子空间的点，相对的取值较低。这是因为当来自于不同流形的两点之间的距离

较远时，它们的相似度𝑤𝑖𝑗为 0。同时，当它们距离不同流形的交叉区域很近时，

它们的局部切线空间不相似；而当参数 o 很大的时候也会有一个相对较低的相

似度。因此将谱聚类方法用于这类矩阵时，会得到较好的预计结果，具体算法

流程见算法（4-2）。注意到过程中有用到概率主成分分析（MPPCA），所以有

时候相同的参数会得到不同的结果，一般最多只会出现两个不同的结果。鉴于

此，本文用投票的方法降低出现不同结果的概率：多次运行 SMMC 程序，根据

产生的结果投票，若某个点的第i个聚类标签(记为Label(i) )的票数最多，则该

点属于Label(i)。 

 

算法(4-2)：多流形谱聚类 

输入： 
数据集 X，子空间个数 k，流形的维数 d，混合模型个数 M，K-邻近个数 K，

调节参数 o 
过程： 
 1 用 MPPCA 训练 M 个 d 维的局部线性流形来近似潜在的局部流形； 
 2 计算每个点的切线空间； 
 3 用公式（4-14）计算任意两点切线空间的相似度； 
 4 用公式（4-18）计算亲和矩阵 W； 

 5 计算对角矩阵 E，其中𝐸𝑖𝑖 = ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑗  

 6 对于方程(E − W)u = λEu，提取前 k 个广义特征向量𝑢1, … 𝑢𝑘 
 7 用 k-means 算法聚类 U 的行向量 
 

4.4 局部线性嵌入 LLE[9] 
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    LLE 刻画了数据点之间的局部特性。其基本思想就是：首先将非线性数据

局部线性化，即点 x 可以被其邻近的点线性表示，详细证明请见定理（1）；然

后在充分保持数据局部集合关系的情况下寻求最佳的低维嵌入表示。 

定理（1） 空间中的一点xϵ𝑅𝑑,可以被其邻近的点集x1, … , 𝑥𝑘线性表示为 

x = ∑ 𝑤𝑖𝑥𝑖
𝑘
𝑖=1    𝑠. 𝑡. ∑ 𝑤𝑖

𝑘
𝑖=1 = 1                （4-19） 

证明： 

在欧式距离下的误差为 

e = ‖𝑥 − ∑ 𝑤𝑖𝑥𝑖

𝑘

𝑖=1
‖

2

= ‖∑ 𝑤𝑖

𝑘

𝑖=1
𝑥 − ∑ 𝑤𝑖𝑥𝑖

𝑘

𝑖=1
‖

2

= ‖∑ 𝑤𝑖(
𝑘

𝑖=1
𝑥 − 𝑥𝑖)‖

2

≤ ∑ 𝑤𝑖‖𝑥 − 𝑥𝑖‖2

𝑘

𝑖=1
 

若‖𝑥 − 𝑥𝑖‖2  (i = 1,2, … , k)极小，则误差 e显然也是极小的 

证毕 

LLE 算法的流程如下： 

  1 对每个数据点𝑥𝑖，寻找其最近的 k的点𝑥𝑗
𝑖 , 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗

𝑖 ,   𝑗 = 1, … , 𝑘 

  2 对所有数据点，计算最优权重 

min𝑤𝑖𝑗
∑ ‖𝑥𝑖 − ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑥𝑗

𝑖𝑘
𝑖=1 ‖

2

2𝑁
𝑖=1                  （4-20） 

  3 对于权重𝑤𝑖𝑗，计算低维嵌入表示 

min
𝑦𝑖

∑ ‖𝑦𝑖 − ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑦𝑗

𝑘

𝑖=1
‖

2

2𝑁

𝑖=1
 

 

4.5 逐步多流形谱聚类 GSMMC 和增加数据维度 

 

对于混合多子空间分类（子空间数大于 2），我们提出了一种方法就是逐步

多流形谱聚类 GSMMC。该方法的核心思想就是：一个一个逐步递进的划分，首

先划分成两类，然后根据划分的结果修改亲和矩阵 W，接着根据得出的 W 划分

为三类，依此类推，直至划分为要求的 n类。 

GSMMC 的流程如下： 

  输入：数据集 X，子空间个数 n，k-邻近个数 k，其余参数见 SMMC 算法 

  初始化 i= 2： 

    当i ≤ n时，重复如下步骤： 

      1 用 SMMC 将数据集 X划分为 i类 

      2 对于每一点x𝑗,若x𝑗𝜖𝐿𝑎𝑏𝑒𝑙(ℎ), ℎ𝜖[1, 𝑖],则从 Label(h)中选择 k 各最邻近

的点组成集合𝐾𝑛𝑛(𝑥𝑗) 

       3 根据公式（4-18）计算任意两点之间的相似度𝑤𝑖𝑗，得到调整之后的亲
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和矩阵 W 

       4 i=i+1； 

     结束 

   输出：数据集 X的聚类结果𝑋1, … , 𝑋𝑛 

实验可以验证，GSMMC 对于处理第四题的图(a)有很好的效果，但是对于图

(b)的分类 

效果却很难令人满意，所以在 GSMMC 的基础上又增加了一个处理数据的手段：

扩张数据集的维数，使不同类别的数据越远越好。基于此可以对给定的数据集

X = {𝑥1, … , 𝑥𝑁}做如下处理： 

1． 首先计算数据的平均值𝑥̅ =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑖

𝑁
𝑖=1  

2． 对于每个点𝑥𝑖，计算𝑥𝑖与𝑥̅之间的欧式距离𝑑𝑖 = ‖𝑥𝑖 − 𝑥̅‖2 

3．将𝑑𝑖作为点𝑥𝑖的新的一维 

经过上述 3个步骤，我们命名为平均值-欧式距离扩维法我们成功将数据集 X扩

张了一维。更进一步，在 GSMMC 的过程中，我们可以根据分类的结果扩张维数，

具体方法如下： 

1. 在 GSMMC 迭代过程中，已经分割出了 n个不同的类别{𝑋1, … 𝑋𝑛}； 

2. 在每个类别𝑋𝑖中使用上述的平均值-欧式距离扩维法，只是计算的平均

值是𝑋𝑖中点的平均值。 

实验结果表明，上述的平均值-欧式距离扩维法可以有效提升分割的效果，但是

提升的效果有限，对于第四题的图(b)任然不能有一个令人满意的结果。这是我

们不愿意看到的，所以在进行 GSMMC 和平均值-欧式距离扩维法之前，先对数据

进行预处理：直线探测，并剔除直线。如此一来，就能简化数据集的模型，然

后能用 GSMMC 更好的分割。 

 

4.6 RANSAC[12] 

 

 直线探测的目的是探测出混合子空间中的直线或者线性子空间，我们使用

的方法就是 RANSAC[12]。RANSAC 方法普遍用于线性拟合和图像配准[14]等领域。

RANSAC 是利用随即采样若干数据点来进行直线拟合的稳定的估算过程。其目的

是为了消除异常点的影响，基本步骤如下： 

  设置误差参数 e，内窗层的点的个数 k，循环次数 t； 

  初始化 j=1； 

1. 从数据集中随即采样 n个点，进行直线拟合，得到直线L𝑗； 

2. 计算每一点𝑥𝑖到直线L𝑗的距离𝑑𝑖； 

3. 若𝑑𝑖 < 𝑒，则认为点𝑥𝑖是内窗层的点； 

4. 计算内窗层点的个数为p𝑗； 

5. 若p𝑗 ≥ k，则保留p𝑗和L𝑗 

6. j=j+1; 

7. 重复过程 1-6 直至 j=t，计算出了 t个内窗层点的个数p = {𝑝1, … , 𝑝𝑡}，在
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p中选取最大的数为p𝑚，则我们认为该数据集拟合出的直线为L𝑚。 

RANSAC 确实是一个非常有效的估算方法，一个直观的线性拟合的流程可以

见图 4-1。RANSAC 为我们提供了良好的线性拟合手段，如此我们可以剔除一部

分线性子空间的影响，改善聚类的结果。然而，实际结果如图 4-2 所示，一共

探测出了蓝、红、绿三条直线，而我们所需要探测的是蓝色的那条线。为了解

决这个问题，我们利用了这副图的特殊性，那就是蓝线的斜率比红线和绿线的

斜率都要大，利用这一特性我们成功分割出了我们需要的那条蓝线，如图4-3 所

示。 

 

 

图 4-1 使用 RANSAC 进行线性拟合.(a) 异常点会干扰线性拟合的结果；(b) 随

即采样两点进行线性拟合，然而内窗层的个数较少，舍弃此次拟合；(c) 循环

数次，选取内窗层个数最多的一次拟合，即为所求得的拟合直线。 
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图 4-2 使用 RANSAC 拟合直线结果，一共探测出蓝、红、绿三条直线 

 

图 4-3 使用 RANSAC 拟合直线，然后利用斜率之间的差异只保留蓝线 
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五、问题求解 

 
5.1 问题一——子空间独立 

 由于问题一是 100 维数据，共有 200 点，所以首先用 LLE 降到 3 维，观察

一下数据呈现的分布情况，如图 5-1 所示。明显可以观察到 200 个数据点呈现

的是两类线性分布，与题目要求的分为两类要求相吻合，所以可以用 SSC 来聚

类。SSC 的聚类结果如图 5-2 所示。图 5-2（a）和（b）显示的结果是相同的，

说明对于线性的子空间相互独立的两类，首先通过 LLE 降维之后聚类也是一种

可行的方法。图 5-3 是用 SMMC 算法聚类的结果，可以得到与 SSC 相同的结果，

表明 SMMC 适用于多类相互独立的线性子空间的聚类问题，且对于高维数据也是

成立的。 

 问题一的类别标签见表 5-1.每行 20 个标签，共 10 列，第一行第一列是第

1个点的标签，第一行第二列是第二个点的标签，第二行第一列是第 21 个点的

标签，依此类推，遵循从左往右，从上往下的顺序。第三问的（b）和（c）中

的表 5-2 和表 5-3 也是遵循这个顺序。 

 

图 5-1 第一问 100 维数据通过 LLE 降到 3维之后呈现的分布情况，明显观察到

数据呈线性分布，可用 SSC 来聚类 
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图 5-2 用 SSC 聚类的结果；（a）直接用 100 维数据聚类；（b）用 LLE 降到 3维

的数据聚类结果。 

 

图 5-3 用 SMMC 聚类的结果；（a）直接用 100 维数据聚类；（b）用 LLE 降到 3

维的数据聚类结果。 

 

表 5-1 问题一的类别标签 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
 

5.2 问题二——低维空间中的子空间聚类问题和多流形聚类问题 

 问题二分为 4 个小问题，问题（a）、（b）、（c）、（d）,分别如图 5-4 所示，

均为低维的子空间聚类。问题（a）是两个相交的一维线性子空间聚类；问题（b）
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是一个二维，两个一维的线性子空间聚类，这三个空间互相相交；问题（c）是

两个不相交的非线性子空间聚类；问题（d）是两个相交的非线性子空间聚类。

难度依次递增。 

 

(a)                                 (b) 

 

(c)                                 (d) 
图 5-4 问题二的四个小问题（a）、（b）、（c）、（d） 

 

  
5.2.1 问题二（a） 

  

 

图 5-5 问题二（a）的聚类结果；（a）SSC 聚类结果；（b）SMMC 聚类结果 
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 问题二（a）的聚类结果如图 5-5 所示，图 5-5（a）是用 SSC 聚类的结果，

图 5-5（b）是用 SMMC 聚类的结果。可以明显看到 SSC 和 SMMC 均适用于两个相

交线性子空间的聚类。 

 

5.2.2 问题二（b） 

 

 

图 5-6 问题二（b）的聚类结果,用 SSC 实现 

  

问题二（b）的聚类 结果图如 5-6 所示，是用 SSC 算法实现的聚类。本问

题并没有 SMMC 算法的结果是由于 SMMC 算法虽然可以用于线性分类，适用范围

广，然而 SMMC 的缺点是参数较多，并对参数的要求较高。从本题可以看出，SSC

针对性非常强，对于多个相交线性子空间的聚类能起到比 SMMC 更好的效果，在

调参上也更有效率。 

 

5.2.3 问题二（c） 

 

 问题（c）就比较有趣了，因为这是一个非线性子空间的聚类问题，本不适

用于 SSC 算法，然而结果如图 5-7 所示。直接将二维非线性数据用 SSC 聚类，

所得到的结果如图 5-7（a）所示，效果不好。然而神奇的是，将二维数据用 LLE

扩充到三维之后，数据分布情况如图 5-7（c）所示，是呈线性分布，所以可以

用 SSC 算法进行聚类，聚类的结果如图 5-7（b）所示，效果很好，与 SMMC 算

法聚类的结果相同。 

 通过此问题可以得到两个关于子空间聚类的启发：（1）扩充数据维度有时
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会起到意想不到的作用；（2）LLE 算法不止可以用来降低维度，也可以扩充维

度。 

 

 

图 5-7 问题二（c）的聚类结果；（a）单纯用 SSC 聚类，效果不好；（b）将数

据通过 LLE 算法扩充到三维之后，然后用 SSC 分类，效果良好；（c）扩充到三

维之后的分布情况，为两个不相交的线性子空间；（d）单纯用 SMMC 算法聚类的

结果 

 

5.2.4 问题二（d） 

 

问题（d）又比上述三个小问题复杂的多，要求分割出相交的两条螺旋线，

聚类结果如图 5-8 所示。由于数据点呈现非线性性，并且两个子空间相交，SSC

算法不适用，所以采用了 SMMC 算法实现 
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图 5-8 问题二（d）的聚类结果,用 SMMC 算法实现，并且为了降低 不同结果的

概率，本文采用了投票的方法 

 

 

5.3 问题三——实际应用中的子空间聚类问题 

 问题三分为三个聚类小问题，问题（a）是多个点的十字形分类，往往用于

工业测量，分为两类，如图 5-9（a）所示；问题（b）是运动分割，将视频中

不同的运动物体分开，分为 3 类，如图 5-9（b）所示；问题（c）是不同光照

下的人脸识别，分为两类。 
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(a)                                 (b) 

图 5-9 问题三 

5.3.1 问题三（a） 

 

图 5-10 问题三（a）聚类结果，采用的是 SMMC 算法 

 

图 5-9（a）看似两个一维线性子空间，其实两个二维的线性子空间，然而

本问题中数据集较多，SSC 所需时间较长，所以采用了 SMMC 实现。这也暗示了

随着数据点的增多，SSC 所需时间将大幅增加；而 SMMC 算法所需时间并没有大

幅增加。 

 

5.3.2 问题三（b） 

问题三（b）又是一个高维聚类问题，数据集是 62 维，类似于问题一，以

先使用 LLE 算法降维，观察其分布情况，然后再选择聚类方法：若分布情况为

多个线性子空间，则用 SSC 算法；否则用 SMMC 算法。分布情况如图 5-11 所示，
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数据点分为 3个线性子空间，所以是用 SSC 算法。聚类结果如图 5-12 所示，图

5-12（a）与（b）的分类结果不一致。因为降低维度毕竟会损失一些数据，导

致聚类错误，所以此处我们以图 5-12（b）为最终的聚类结果。类别标签见表

5-2. 

 

图 5-11 将问题三（b）的 62 维数据用 LLE 降到 3 维显示 

 

 

 

图 5-12 是用 SSC 聚类结果，将三个运动物体的点分离 （a）先使用 LLE 降维，

然后聚类；（b）直接用 62 维数据聚类 

 

表 5-2 问题三（b）的分类标签 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3    

 

5.3.3 问题三（c） 

    本题的数据集仍然是高维度的，而且维度达到了 2016，在所有题目中，此

数据维度是最高的。用 LLE 降维的情况如图 5-13 所示，明显呈两类近似线性分

布，所以我们采用 SSC 算法来聚类，聚类结果如图 5-14 所示，两种情况的分类

结果一致，将 20 个数据点分为两类，每类 10 个。类别标签见表 5-3. 

 

 
图 5-13 数据经过 LLE 降维之后的分布，呈两类近似线性分布。 
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图 5-14 SSC 对问题三（c）聚类结果，将两个不同人脸识别；（a）直接用 62 维

数据聚类；（b）先使用 LLE 降维，然后聚类。 

 

表 5-3 问题三（c）的分类标签 

 

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 
 

5.4 问题四——实际应用中的多流形聚类问题 

 问题四分为两小题，如图 5-15 所示，难度较大。单纯的使用 SMMC 或者 SSC

算法都无法准确的分割问题四（a）和问题四（b），所以我们改进了 SMMC 算法，

令其逐步分类，此方法称之为逐步多流形谱聚类。 

 

       
(a)                                 (b) 

 

图 5-15 问题四 

 

5.4.1 问题四（a） 

对于图 5-15（a），需要分为 3类，即圆台的顶、底和侧面。由于混合子空

间类型复杂，SMMC是无法完成这项聚类的任务。现在我们把这项聚类任务化简，

首先将这个圆台分割为两类：圆台的顶和底为一类，圆台的侧面为另一类。由

于侧面和顶底之间差别较大，尤其是切线空间更是不同，所以这项两类划分的
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任务是相对容易完成的。 

随后，根据分割的两类，修改亲和矩阵，使得不同类别之间的相似度为 0，

即若点𝑥𝑖 ∈ 𝐿𝑎𝑏𝑒𝑙(顶和底), 𝑥𝑗 ∈ 𝐿𝑎𝑏𝑒𝑙(侧面),那么亲和矩阵 W 的元素𝑤𝑖𝑗 = 0，

这时我们基本保证了，在以后的分割任务中，顶和底的点不会划分到

𝐿𝑎𝑏𝑒𝑙(侧面)；同样，侧面的点也不会划分到𝐿𝑎𝑏𝑒𝑙(顶和底)。最后再使用 SMMC

进行 3 种类别的划分，这时就可以在上一次两类划分中，分为一类的顶和底分

开——这项任务也是很简单就能完成，因为圆台的顶和底之间的欧式距离较远。

分割的结果如图 5-16 所示。 

 

图 5-16 问题四（a）聚类结果；（a）GSMMC 中两分类的结果；（b）GSMMC 中三

分类的结果，也是最终的结果 

 

5.4.2 问题四（b） 

 图 5-15（b）是机器工件外部边缘轮廓图，相当的复杂，而且类数自定，即

使 GSMMC 算法也不能完全得到满意的结果。其主要原因在于两点，如图 5-17 所

示： 

1. 左上角的圆弧距离相当接近，很容易误判成为一个类别中； 

2. 红色圆圈内一部分的是噪声数据，这些点很容易影响最右边那条直线的

划分。 

基于上述两个原因，我们提出了两种方法改进数据集，分别为第四章中提

到的直线检测和平均值-欧式距离扩维法。利用 RANSAC 进行直线检测的目的是

检测出与噪声点相近的直线，从数据集中剔除，减少了噪声的影响。如图 5-18

（a）所示，蓝色的线即为探测到的直线。 

为了减少第一点的影响，增大不同流形中点的欧式距离，本文中引入了平

均值-欧式距离扩维法。使用此方法的主要原因是基于如下的事实： 

采样自圆形流形上的均匀分布的数据集，其平均值近似为圆心，而圆心与

每个数据点的距离是近似相同的。所以以此距离为新的一维（在本例中是第三

维）是合情合理的。因为剔除直线之后的图 5-18（b）中，剩下的流形几乎都

是近似于圆的。这种方法对于存在有较多圆形的聚类问题比较有效。使用扩维

法得到的 3维数据如图 5-19 所示。 
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图 5-17 工件轮廓图，红色圆圈内的为噪声。 

 

图 5-18 直线检测；（a）蓝线为检测出的直线；（b）为剔除直线后的数据 
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图 5-19 使用平均值-欧式距离扩维法得到的三维数据 

 

我们选择对数据集划分为 5 个类别，最终的分类结果以及 GSMMC 的中间划分图

像如图 5-20，5-21，5-22，5-23 所示，分别为两分图，三分图，四分图以及最

终的五分图。 

 

 

图 5-20 两分图 
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图 5-21 三分图 

 

图 5-22 四分图 
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图 5-23 最终结果五分图 
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六、评价与结论 

 

本次所有的问题都是建立在了子空间聚类和大数据分析的基础之上，已经

有许许多多的方法来探讨这个问题。本文选取参考文献[7]和[8]中的算法 SSC

和SMMC成功解决了前三个问题。SSC算法适用于多个线性子空间的聚类；而SMMC

适用范围更广，不仅能够划分线性子空间，对于非线性子空间的聚类同样有效

果。相对的，SSC 的优点同样很明显，那就是参数较少较稳定，面对线性子空

间的聚类问题，推荐使用 SSC。 

而现有的算法，包括 SSC 和 SMMC，对于第四个问题显得束手无策。于是本

文基于 SMMC 和混合多子空间聚类提出了一种创新的算法 GSMMC，提出了化繁为

简的思想，通过一次循环多划分一类，逐步递进的原理，成功解决了问题四（a）。 

对于最为复杂的问题四（b），在 GSMMC 的基础上，反过来处理数据集，同

样的化繁为简：将一条靠近噪声的直线分离并剔除。然后设法扩大不同类别之

间的距离，减小相似度，最后成功分理处了第四题图（b）的各个部分。 
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八、附录 

 
以上分割相关的图像均由 Matlab 生成，只要运行 run_smmc_*.m 和

run_SSC_*.m 文件即可运行程序，其中*代表题号，如要运行第一题的 SMMC
算法实现，则只需运行 run_smmc_1.m，或者想运行第四题的（b），只需要运行

run_smmc_4b.m 文件。 


