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题 目                     数据的多流形结构分析 

摘       要： 

数据的多流形结构的本质是揭示数据的潜在空间分布规律，从海量的复杂数

据中提取用户所需要的有价值信息。其思想是把一组在高维空间中的数据在其潜

在的低维空间流形中表示出来，其主要目的是期望寻找产生数据集的内在规律

性，即从观测的现象中去寻找其本质。本文主要以谱聚类算法为研究手段，主要

工作和创新点包括以下几个方面： 

1. 问题一中采用谱聚类的独立子空间分割模型，将独立子空间中的高维数据分

成两类；进一步采用基于共享近邻的自适应谱聚类模型，克服了传统谱聚类

模型依赖于人工设定参数的限制，分类结果见附录 1。 

2. 为了解决谱聚类模型无法解决有交叉区域的分割问题，在处理问题二中四个

低维空间的聚类问题时采用了基于谱多流形算法的聚类模型，该模型充分利

用流形采样点所内含的自然局部几何结构信息来辅助构造更合适的相似性

矩阵，进而发现正确的流形聚类；分别采用 F-measure 值、RI 值、NMI 值作

为评价测度，仿真结果表明，谱多流形聚类算法明显优于谱聚类算法；分析

了算法主要参数对分类性能的影响，并分析了该算法的复杂度。 



 

 

 

3. 对于子空间聚类在实际中的应用，首先通过分离宽十字交叉点来验证谱多流

形聚类对于交叉区域的鲁棒性；为建立不同帧上同一特征点的运动联系，建

立了基于最小矢量差的谱多流形聚类模型，分类结果见附录 2；将人脸图像

向量数据转化为矩阵，加强同一人脸图像上像素点之间的关联性，采用谱多

流形聚类算法将所有人脸图像分成两类，结果表明,该算法将人脸图像按照

地缘特征严格地分成两类，即 10 个欧美人脸图像为一组，10 个亚洲人脸图

像为另外一组，分类结果见附录 3，同时针对一般图片的高像素问题，给出

了降低算法复杂度的数据处理方法并通过分类结果验证其有效性。 

4. 问题四为混合多流形聚类在实际中的应用问题，采用谱多流形聚类算法能够

利用点云特别是交叉点云的局部空间的几何结构信息，克服了单纯的基于距

离的远近分类点集，将圆台点云有效地分割为顶、底以及侧面三类；对于工

件轮廓线的分类问题，提出了一种改进的分部谱聚类算法，通过粗聚类划分

连通集、细聚类划分流形，能够明显提升轮廓线分类的准确率，最终轮廓线

被分成 10 类，包括 4类直线和 6类圆弧线。 

 

关键词：高维，局部空间，子空间，谱多流形聚类，分部谱聚类  
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1 问题重述 

在如今这个信息爆炸的时代，海量的数据不断产生，迫切需要对这些大数据

进行有效的分析，以至数据的分析和处理方法成为了诸多问题成功解决的关键，

涌现出了大量的数据分析方法。几何结构分析是进行数据处理的重要基础,已经

被广泛应用在人脸识别、手写体数字识别、图像分类、等模式识别和数据分类问

题，以及图象分割、运动分割等计算机视觉问题中。更一般地，对于高维数据的

相关性分析、聚类分析等基本问题，结构分析也格外重要。 

数据结构分析的难点在于以下几个方面：一是从线性到非线性的扩展，流形

学习的出现，很好地解决了具有非线性结构的样本集的特征提取问题。然而流形

学习方法通常计算复杂度较大，对噪声和算法参数都比较敏感，并且存在所谓的

样本溢出问题；二是流形或子空间从一个到多个的扩展，子空间聚类是将数据按

某种方式分类到其所属的子空间的过程，通过子空间聚类，可以将来自同一子空

间中的数据归为一类，由同类数据又可以提取对应子空间的相关性质，然而有些

实际问题的数据并不符合混合子空间结构的假设，假设数据的结构为混合多流形

更具有一般性，由于混合流形不全是子空间的情况，数据往往具有更复杂的结构，

分析这种数据具有更大的挑战性。 

本文主要解决以下问题： 

1. 将 1.mat 中采样于两个独立子空间的高维数据分成两类。 

2. 处理四个低维空间中的子空间聚类问题和多流形聚类问题： 

（a） 将两条交点不在原点且互相垂直的两条直线分为两类； 

（b） 将不满足独立子空间关系的一个平面和两条直线分为三类； 

（c） 将两条不相交的二次曲线分为两类； 

（d） 将两条相交的螺旋线分为两类。 

3. 解决三个实际应用中的子空间聚类问题： 

（a） 将宽交叉十字上的数据点分成两类； 

（b） 视频的一帧中，有三个不同运动的特征点轨迹被提取出来保存在了

3b.mat 文件中，将这些特征点轨迹分成三类； 

（c） 3c.mat 中的数据为两个人在不同光照下的人脸图像共 20 幅（X变量的

每一列为拉成向量的一幅人脸图像），将这 20 幅图像分成两类。 



 

2 

4. 解决两个实际应用中的多流形聚类问题： 

（a） 将圆台中的点云按照其所在的面分开(即圆台按照圆台的顶、底、侧面

分成三类)； 

（b） 将机器工件外部边缘轮廓线中不同的直线和圆弧分类，类数自定。 

2 基本假设 

1、假设题目所给数据都是有效数据，即不存在噪声。 

 

3 主要符号说明 

V 图顶点的集合 

W 边权值矩阵 

L 拉普拉斯矩阵 

D 度矩阵 

S 相似矩阵 

i  局部切空间 

k 分类数 

K 近邻点数 

 

4 问题分析 

在过去的几十年里，随着人类社会的发展，电子计算机和各种数据采集工具

（如摄像头、传感器等）不断地得到普及并融入人们的日常生活中。随之而来的

是，从多个数据源得到的多种形态的数据不断地成指数级的爆炸，人们已经能够

在不分时间和地域的情况下，方便地获取各种数据和信息。如何对这些海量的观

测数据进行压缩、存储、阅读、分析、处理，从它们中学习和发现某些内在的规

律性，进而探讨隐藏在大千世界纷繁复杂的观察表象背后的事物本质，成为人们

迫切想知道和亟需解决的问题。近年来，聚类正在蓬勃发展，聚类分析在多个研
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究领域都有了很大贡献，包括数据挖掘、机器学习、统计学、空间数据库技术、

生物信息学以及市场营销等。 

问题一给出了一组高维数据，代表高维空间中的点分布情况。当子空间独立

时，聚类问题相对容易，但是当数据维数较高的时候，其受到随机因素的影响较

大，同时数据处在高维空间中，分布较为离散。因而可采用先降维后聚类的方式，

即先对高维数据进行降维预处理，再用谱聚类算法对数据进行聚类。而谱聚类算

法中，相似矩阵的构建是一个关键，在相似矩阵的构建过程中如果能有效利用数

据局部近邻信息，更有利于提高谱聚类算法性能。 

问题二要求处理四个低维空间中的子空间聚类问题和多流形聚类问题。简单

观察之后，我们可以将问题归结为有相交区域和无相交区域的数据处理问题；考

虑到问题中出现多流形的情形，可以采用基于多流形分类的算法进行处理。对于

无相交区域的数据处理，往往依赖于欧氏距离的聚类算法就可以实现有效的聚

类；而一旦出现相交区域时，传统的聚类算法往往在交叉点位置判断出现误差，

造成最终的结果偏差较大，需要更进一步挖掘数据的信息。 

问题三抽取出了现实生活的三个例子进行讨论：宽十字交叉数据的分割、运

动轨迹检测以及人脸图像分类问题。分开来看的话，宽十字交叉数据的分割实际

上是垂直交叉直线的扩展，不同的是交叉区域的增大造成了分离难度的增大，需

要使用对交叉区域鲁棒性较强的算法，才能实现有效分割；运动轨迹检测问题给

出了不同帧的特征点分布数据，事实上，如果单纯地按帧分割特征点，虽然能够

在一定程度上实现正确分割，但是一旦出现交叉区域，分割正确性无法保证，同

时也无法把握物体的运动规律，因此需要以特征点的额外信息（如帧变化）进行

分割；人脸分割问题可以看成是二维矩阵的聚类问题，因此并没有理论上的难度，

但考虑到算法的复杂度，可以采取数据降维提高运行速度。 

问题四中涉及到的两个实际应用为混合多流形聚类问题，自然而然地需要采

用多流形聚类算法进行求解。不同的是，相对于圆台的简单结构，工件的轮廓线

由于相互靠近或者连接而显得更加复杂，这种不同类之间的非明显性差异造成了

分割的难度，可以首先将这种干扰进行筛除，然后再按照之前的步骤完成类别分

割。 
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5 谱聚类的相关知识 

谱聚类算法是解决子空间分割和混合多流形问题的经典方法之一[1]，它可以

归为图论的分割算法，实现简单并且其往往优于传统的聚类算法如 K-means 算法

[2]。由于图划分问题的本质，求取图划分准则的最优解是一个 NP-hard 问题[3]，

一个很好的求解方法是考虑问题的连续放松形式，便可将原问题转换成求解相似

矩阵或 Laplacian 矩阵的谱分解[4][5]。而通过对相似矩阵进行特征分解，获得某

个聚类准则在放松的连续域中的全局最优解，使得谱聚类算法不用知道数据在样

本空间上的全局分布，只需考虑数据点个数，且与数据点的维数无关，不仅可以

避免特征向量的维数太高所造成的奇异性问题，而且使谱聚类划分准则相关理论

得到解释，这也是谱聚类算法成功的主要原因。 

聚类结果是否准确直接影响聚类分析的后续步骤，且聚类准确性评价测度的

选择对谱聚类算法是非常重要的。本章主要介绍谱聚类算法基本理论和评价测度

的相关知识。 

5.1 谱聚类理论基础 

5.1.1 图的基本概念 

由若干个不同顶点与连接其中某些顶点的边所组成的图形就称为图，图 5-l

表示的是一个简单的图。在图论中，一幅图G 可以写成 ( , )G V E ，其中V 代表

的 是 顶 点 的 集 合 ， 假 设 一 幅 图 有 n 个 顶 点 ， 则 顶 点 集 可 写 为

1 2( ) ( , ,..., ,... ,... )i j nV G v v v v v 。E 代表的是边的集合，图 5-1 中 ije 即为图的边，边

表示两个顶点间的联系，假设图中有 m 条边，那么边集 E 可表示为

1 2( ) ( , ,... )mE G e e e 。图分为无向图和有向图，有向图的边都有方向，无向图中的

边均无方向。 

ijw

ije

iv

jv

1G 2G
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图 5-1 一个简单的图 

如果给图的边加上权值，图就成为加权图。图 5-1 中 ijw 是图中连接两顶点 iv ，

jv 的权值，它反映了顶点 iv 与 jv 之间的相似程度，所有存在连接的顶点之间连接

权值构成图的权值矩阵 { }ijW w ，图G 就可以表示为 ( , , )G V E W ，若 0ijw  ，

表示顶点 iv 和 jv 之间不存在连接，若图G 为无向图，那么 ij jiw w 。接下来介绍

图的几个重要基本概念。 

（1） 顶点的度 

顶点 iv V ，则顶点 iv 的度定义为 ( , )i j
d w i j ，即为顶点 iv 与其相连接顶

点之间边的权值总和。 

（2） 子图 

如果对于图 ( , )G V E 与 1 1 1( , )G V E ， 1G 的顶点集是G 的顶点集的子集， 1G

的边是G 的边集的子集，则 1G 是G 的子图，记为 1G G 。 

（3） 图的阶和容量 

图的阶和容量是用来衡量集合的大小，若存在子图 A G ，则图 A的阶和容

量分别为： 

 
A A图 内顶点的个数

 
（5-1） 

 
( ) i

i A

vol A d


  
（5-2） 

（4） 图的割 

设图G 有两个子图 A和B ，且 A B V  ，A B ，连接 A和B 的边的集

合就称为图的割集，那么割集中权值总和称为割[6]： 

 
,

( , ) ( , )
u A v B

cut A B w u v
 

   （5-3） 

其中 ( , )w u v 为顶点 u 和 v 之间的边权值，对图最优二划分就是最小化函数

( , )cut A B 。 

5.1.2 相似矩阵和图的 Laplacian 矩阵 

谱聚类将图划分准则优化问题转换成求解相似矩阵或 Laplacian 矩阵特征问
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题，相似矩阵是用来描述数据点之间的相似关系，常用 S 表示。经典谱聚类中相

似矩阵一般定义为高斯核函数： 

 
2

( , )
exp( )

2
i j

ij

d x x
S


   （5-4） 

其中 ix 表示每个数据样本点， ( , )i jd x x 一般取
2

i jx x ， 为人工指定的参

数。将相似矩阵 S 的每行元素相加，即得到该顶点的度，以所有度值为对角元素

构成的对角矩阵即为度矩阵，常用D表示度矩阵。 

谱聚类算法的主要工具是图 Laplacian 矩阵，其主要通过 Laplacian 矩阵将样

本点映射到较低维空间，因为数据在低维数据空间具有更好的聚类特性。构造

Laplacian 矩阵方式主要有两种： 

（1） 未规范化 Laplacian 矩阵： 

 L D W   （5-5） 

性质 1：未规范化 Laplacian 矩阵具有如下性质： 

a．对于向量 nf R ，满足 2

, 1

1
' ( )

2

n

ij i j
i j

f Lf w f f


  ； 

b． L是对称切半正定的； 

c． L的最小特征值为 0，对应的特征向量为所有元素都为 1 的向量； 

d． L有 n 个非负的、实的特征值，即 1 20 n       

定理 1：令G 为一个无向权值图，则未规范化 Laplacian 矩阵 L的特征值是

零的个数即为其图中独立的连通分量的个数，即若其有 k 个零特征值，则其有 k

个连通分量 1 2, ,..., kA A A ，特征值为零的特征空间由连通分量的指示向量

1 2
, ,...,

nA A Al l l 张成。 

通过以上阐述，可以得到谱聚类算法的具体实现流程： 
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输入相似矩
阵及类别数

建立相似性
连接图

计算
Laplacian

矩阵

计算前k个最小
特征值对应的

特征向量

选取待聚
类数据

利用K-means
进行聚类

分类结果输出

 

图 5-2 未规范化谱聚类算法实现流程图 

（2） 规范化 Laplacian 矩阵有两种形式： 

 

1/2 1/2
symL D LD  （5-6） 

 
1 1

rmL D L I D W   
 

（5-7） 

其中 symL 指对称矩阵， rmL 指与随机游走(Random Walk)相关的矩阵。关于规范化

Laplacian 矩阵的性质定理以及规范化谱聚类算法流程不再赘述。 

5.2 谱聚类评价测度 

评价测度是衡量聚类算法聚类效果的重要指标，目前存在很多评价测度，其

中集合匹配评估测度，成对匹配测度和基于熵的测度是基本的三类评价测度[7]。

假设C 表示将要被评估的聚类结果，A表示初始理想的聚类结果，n 表示样本数

据集的个数，聚类数目为 k ，下面将介绍这三类评价测度。 

（1）集合匹配评估测度 

集合匹配评估测度最主要的特点是假设初始理想的聚类的结果的类别和聚

类的结果的类别之间存在一对一映射关系，主要依据了信息检索技术中的精度

(precision)和召回率(recall)的概念，其中比较常用测度之一是 F-measure： 

 
max { ( , )}i

j i j
i

A
F measures F A C

n
   

（5-8） 
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2 ( , ) Pr ( , )

( , )
( , ) Pr ( , )

i j i j
i j

i j i j

Recall A C ecision A C
F A C

Recall A C ecision A C

 



 （5-9） 

 ( , ) Pr ( , )Recall A C ecision C A  （5-10） 

 Pr ( , )
i j

i j
i

C A
ecision C A

C


  （5-11） 

其中 i jC A 表示公共交集也就是C 和 A共同的样本集，F-measure 试图获取

被研究的类别与初始理想类别相匹配的好坏程度，例如匹配任意两个集合直到匹

配到两个最相似的集合，所以经常被看作是量化C 和 A之间的平均匹配水平。

F-measure 的取值范围是[0 ~ 1]，最优的划分是期望其值尽可能的大。 

（2）成对匹配评估测度 

此类方法的特点是对成对的项进行数理统计，首先引入 SS ，SD ，DS 和 DD

四个统计量，它们的定义分别如下： 

SS —两个点属于C 中的同一类， A中同一类； 

SD —两个点属于C 中的同一类， A中不同类； 

DS —两个点属于C 中的不同类， A中同一类； 

DD —两个点属于C 中的不同类， A中不同类； 

设 a ，b ， c， d 分别表示 SS ， SD ，DS 和DD 的数目，那么 a 和 d 用来计

算划分的一致性，b 和 c用来计算偏差，且a 和 d 一般被称为好的选择，而b 和 c

被称为坏的选择。 a b c d M    就为数据集中所有对的最大数，即

( 1) / 2M n n   ，下面列举几种比较常见的评价测度： 

Jaccard 系数： 

 
a

J
a b c


 

 （5-12） 

Folkes 和 Mallows： 

 
a a

FM
a b a c


 

 （5-13） 

RandIndex(RI)系数： 

 
( 1) / 2

a d a d
RI

M n n

 
 


 （5-14） 
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其中 RandIndex (RI) 系数是一种经典且常用的评价测度之一，这种测度主要

基于三种基本的考虑： 

1)  聚类过程是严格意义上的严谨，也就是说每个数据点聚类中不存在二义

性； 

2) 所有数据集中的点以成对的形式存在，就是说两个数据点要么被聚在同

一类，要么被聚在不同类； 

3) 所有数据点在聚类中都是同等重要性的。 

所以 RI 强调的成对的数据对象被看作为一类或者不同类的概率大小，通常

用以反映集群同质性和完整性，且这两种性质是集合的本质特征。RI 取值范围

为[0 ~ 1]，RI 值越大，表示聚类效果越好。且当 RI=1 时，表明聚类结果与真实

类标号完全吻合。 

（3）基于熵的评估测度 

聚类熵的思想来自于信息理论，其反映的是 k 个聚类结果成员与真实类的成

员之间的分布情况，是一种比较群集性质的方法。标准化互信息（Normal Mutual 

Information，NMI）是量化两个不同分布的交互统计信息的一种常见方法，即可

以用来反映C 和 A的互信息： 

 
1 1

1 1

log

( log )( log

k k ijij

i j
i j

k k j ji i

i j

n XX

n C A
NMI

A AC C

n n n n

 

 


 

 
 （5-15） 

NMI 取值范围为[0 ~ 1]，值越大表明聚类效果越好。 

数据集聚类结果的好坏取决于不同的评价准则，因此对于谱聚类算法，评价

测度的选取是非常重要的，从不同方法的适用角度考虑，本文选取 RI，NMI，

F-measure 三种方法作为评价测度。 
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6 问题一：独立子空间高维数据聚类问题 

在面向数据挖掘的聚类研究中，所要处理的数据经常会有几十甚至几百个属

性。将这些数据对象表示成高维属性空间中的点或者向量，就可以把现实应用中

的对象集用高维空间中点的集合来表示。多数传统聚类算法都是针对低维空间进

行处理的。由于高维数据的稀疏性、空空间现象以及维度效应的影响，高维空间

中不可能使数据在全维空间密集，而传统的聚类算法都是针对全维空间进行的,

并且多数算法都运用了全维空间中距离的概念。上述问题给高维数据的聚类带来

诸如运算量大、算法复杂度高等问题，需要进一步挖掘数据本身的性质，基于上

述图的概念和性质，建立以下模型。 

6.1 模型一：基于谱聚类的独立子空间分割模型 

6.1.1 模型建立 

聚类的目标是对给定点集进行分类，使得各个类间的相似度达到最小，而每

个类内部点集的相似度达到最大。对谱聚类而言，给定点集 1 2{ , ,..., }nx x x ，通过

图模型建立起一个相似图，各个点之间通过相似函数 ijs 来定义两点间的相似性。

谱聚类的目标则是使得各个不同类之间点与点的相似函数之和最小，而每个类

内部的点与点的相似函数之和最大。给定一个图模型G ，可以得到图G 的加权

矩阵W ，因而可以建立基于谱聚类的子空间分割模型： 

 
1

1

2 2

1
min ( , , ) min ( , )

2

s. . ( , ) exp( / (2 )) , , 1,..., ; 1,...,

k

k i i
i

ij i j i j

Cut B B W B B

t s s x x x x i n j n



 

      


 （6-1） 

其中， k 表示分割的个数，表示图的一种划分，同时也表示这种划分下的 k 个点

集。因子 1/2 表示图中点与点链接的每条边只计数一次。当 2k  时，此最优切割

问题可以得到很好的解释。但是实际问题中该切割问题的最优解往往与实际情况

有些差距，因为有时候最优切割问题的解会包含一些元素个数较少的点集，这种

切割结果与一般实际情况不相符。因而需要将点集的大小或者点集中含有的点的

个数考虑在内，故建立基于比值最优分割（RatioCut ）谱聚类的子空间分割模型： 

 
1

1 1

2 2

( , ) ( , )1
min ( , , ) min min

2

s. . ( , ) exp( / (2 )), , 1,..., ; 1,...,

k k
i i i i

k
i ii i

ij i j i j

W B B cut B B
RatioCut B B

B B

t s s x x x x i n j n

 


 


      

 
 （6-2） 
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该模型充分考虑了点集的大小，若点集较小，即 iB 较小，则 RatioCut 的值

会较大，此时对应的点集并非为最优切割问题的解。于是通过引入RatioCut 可以

避免以上描述问题的出现。 

6.1.2 模型求解 

（1） 2k  时的比值最优分割问题的近似解 

因为 2k  时RatioCut 问题的近似解较好理解，所以先对 2k  的RatioCut 问

题进行求解。首先建立如下的目标函数： 

 min ( , )
B V

RatioCut B B


 （6-3） 

为了易于求解（6-3）式，对（6-3）式进行改写。首先给出指示向量 nt R 的

定义。给定点集 B V ，定义集合 B 的指示向量 1 2( , ,... ) n
nt t t t R  ，其中

, 1,...,it i n 满足下列条件： 

 
/

/

i

i

i

B B if v B
t

B B if v B

  
 

 （6-4） 

此时向量 1 2( , ,... ) n
nt t t t R  可以较好地将集合V 内的点集区分开，若第 i 个

点属于集合B ，则相应的向量 t的第 i个分量 0it  为正值；若第 i个点不属于集合

B ，则相应的向量 t的第 i个分量 0it  。 

根据式（6-3）中的定义，将式（6-4）改写成矩阵和向量相乘的形式，同时

将RatioCut 与非标准化的 Laplacian 矩阵建立联系，具体推导如下： 
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2

, 1

2 2

, ,

1
' ( )

2

1 1
( ) ( )

2 2

( , )( 2)

( , )( )

( , )

n

ij i j
i j

ij ij
i B j B i B j B

t Lt w t t

B BB B
w w

B BB B

B B
cut B B

B B

B B B B
cut B B

BB

V RatioCut B B



   

 

    

  

 
 

 



 

 （6-5） 

于是得到： 

 ' ( , )t Lt V RatioCut B B   （6-6） 

其中 V B B  ， B 表示集合B 中点集的个数。则由（6-6）式可以看出非标准

化的 Laplacian 矩阵与RatioCut 之间的关系，即（6-6）式的最优化问题可以转换

成下述问题: 

 min '
B V

t Lt


 （6-7） 

由式（6-4）可对上述优化问题进行约束，最终得到带约束的优化问题模型： 

 

min ' ,

. . 1,

B V
t Lt

s t t

t n







  （6-8） 

其中，1 [1,...,1] 为全 1 向量。（6-8）式得到的是一个离散点优化问题，即其中的

指示向量 t的分量是两个特定的值，求解这样一个离散优化问题是一个 NP-hard

问题，于是需要求解（6-8）式的近似解。不限制指示向量 t的特殊取值，让其可

在全实数空间内取值，即： 

 
min ' ,

. . 1,

nt R
t Lt

s t t t n



 
 （6-9） 

采用 Rayleigh-Ritz 定理对式（6-9）进行求解： 
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定理 2：（Rayleigh-Ritz 定理）令 m nA C  为 Hermitian 矩阵，对下述实函数：

 
: /{0}

'
( ) , 0

'

nM C R

t At
M t t

t t

 



 

可以得到： 

 
max

0

min
0

'
max ( ) max

'
'

min ( ) min
'

t

t

t At
M t

t t
t At

M t
t t









  

  


由 Rayleigh-Ritz 定理可以看出式（6-9）的解是非标准化 Laplacian 矩阵 L的

次最小特征值对应的特征向量。因为非标准化 Laplacian 矩阵 L的最小特征值为

0，其对应的特征向量为全 1 向量，显然不是最终希望得到的结果，所以选择次

最小特征值对应的特征向量作为对式（6-8）的近似解较为合适。 

在得到对于问题式（6-9）的近似解之后，因为得到的近似解不同于（6-4）

式的表示形式，即指示向量 t中的元素并非只有两个离散数字连续出现，于是需

要对得到的指示向量 t进行转换，最终易于从指示向量中得到所需要的类的结果。 

由式（6-9）的解可以看出只需要对非标准化的 Laplacian 矩阵求解其特征向

量，再对求解后的特征向量使用 K-means 聚类就可以完成对数据点的谱聚类。 

（2） 2k  时的比值最优分割问题的近似解 

类似于 2k  时的情况，给定一个点集的划分得到划分集合 1,..., kB B ，定义对

于 k 个点集 1,..., kB B 的指示向量 1, ,( ,..., )j j n jh h h 如下： 

 ,

1/ ,
( 1,..., ; 1,..., )

0,

j i i
i j

i i

B v B
h i n j k

v B

   


 （6-10） 

构造矩阵 1( ,..., )n k kH h h  ，可知矩阵 n kH  满足 'H H I ，且有： 

 ' ( , )i i
i i

i

cut B B
h Lh

B
  （6-11） 

由矩阵 n kH  的构造,得到: 

 ' '( )i i iih Lh H LH  （6-12） 
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结合式（6-11）、（6-12）可得： 

 

'
1

1

'

1

( ,... )

( ) ( ' )

k

k i i
i

k

ii
i

RatioCut B B h Lh

H LH Tr H LH







 




 （6-13） 

此时优化问题可转换成如下形式： 

 
1 ,...,
min ( ' )

kB B V
Tr H LH


 （6-14） 

其中矩阵H 满足 THH I 。 

可以得到式（6-14）的解即是 Laplacian 矩阵 L对应的前 k 个最小特征值的特

征向量。类似于 2k  的情形，将得到的 k 个特征向量拼成一个矩阵 n mX  即得到

了原始数据点转换成的 k 维新的数据点。新的数据点的优点是具有较好的区分

度，可以通过直接使用 K-means 聚类完成对原始数据点的分类。算法流程图可以

表示为： 

 

图 6-1 最优分割聚类算法流程图 

6.2 模型二：基于共享近邻的自适应谱聚类模型 

1.mat 给出了一组高维数据，要求将其分为两类。当数据维数较高的时候，

其受到随机因素的影响较大，同时数据处在高维空间中，分布较为离散。我们采

用先降维再聚类的方式，首先使用随机投影技术将数据投影到较低的维数，再对

模型一中的相似矩阵进行改进，建立基于共享近邻的自适应谱聚类模型。首先对

随机投影和共享近邻点的概念进行介绍。 

6.2.1 模型准备 

（1）随机投影 
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定义 1：给定一原始数据矩阵 n mX  ，则对该原始数据矩阵左乘一个随机矩阵

即 m pA  （m p ），即  n p n m m pM X A   ，则得到的新的数据矩阵  n pM  即成为由原

始数据矩阵经过随机投影之后得到的新的数据矩阵。 

定理 3（Johnson-Lindenstrauss）：对  0 1   和任意整数  n ，令  k 满足：

2 3 1 4( / 2 / 3) ln , 0k n k     ，则对任意的 n 个点的集合V ，存在一个投影映射：

: d kf R R ，使得对于所有的 ,u v V 有下式成立： 

2 2 2
 (1 ) ( ) ( ) (1 )u v f u f v u v         

随机投影之所以能够起到较好的作用是因为 Johnson-Lindenstrauss 定理在理

论上给了该投影方法性质上的保障，该定理的证明及其他形式的推广说明了以较

大的概率存在随机投影变换使得保距性质成立。即投影后的点集两点之间的距离

跟原始点集中两点之间的距离可以通过  (1 ) 和  (1 ) 来进行控制，通过限定 

的值可以确定降维需要的维数范围，则得到的随机投影矩阵即是满足定理 3 条件

的投影矩阵，再通过大量的计算机模拟，即可得到降维效果较好的随机投影矩阵。

定理 3 即使得先使用随机投影再使用聚类方法对高维点集进行聚类成为了可能。 

（2）共享近邻点 

相似矩阵的构建是谱聚类算法的关键，实验发现在相似矩阵的构建过程中如

果能有效利用数据局部近邻信息，更有利于提高谱聚类算法性能。给定  n个  d 维

数据集 1 2 { , ..., } R d
nX x x x  ，那么获取任意两点 ix 和 jx 之间的共享近邻顶点的

步骤如下：  

a．确定每个点  ( 1,..., )ix i n 的前 k 个近邻，其中近邻的确定依据欧氏距离判

定，根据顺序并标上标签记号 1~k，并且每一次计算把点本身看作自己的第 0 个

近邻； 

b．建立一个长度为  n的整数标签表格，并且每一行第一个元素为数据的标

签，每行最初设置为相应行第一个元素的所有近邻（如图 6-2 所示）； 

c．所有数据对的  kd 个共享近邻数都依据以下方法得到：根据从小到大的顺

序匹配两个标签行前  kd 个近邻点的标签，并记录其中相同标签，即是所要求的
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共享近邻的顶点。 

 

图 6-2 近邻和标签示意图 

6.2.2 模型建立与求解 

结合模型一和共享近邻的思想，建立基于共享近邻的自适应谱聚类模型： 

 

1
1

2

1

exp(
( ( , ) 1)

0

( , ) ( ) ( ) ,

( , ) ( , )1
( , , )

1,..., ; 1,...

:
2

. . s

,

i j

i j i j

k k
i i i i

k
i

ij

i j i

i i

j

i

W B B cu

x x
i j

SNN x x

i j

SNN x x N x N x i n j

t B B
RatioCut B

n

B
B B

s t

 

 

 
  
 


 
    


 















 

 

 （6-15） 

其中， ( )iN x 、 ( )jN x 分别为与点 ix 、 jx 最近的前 kd 个点构成的集合。 

与大部分谱聚类模型中构建的图都是无向图不同，基于共享近邻的相似测度

中首先构造的是个有向图，基于共享近邻的相似测度不仅表征了数据点对之间的

结构信息又利用了局部密度信息从而构建了顶点之间的相似度。 

模型二与模型一的求解过程类似，不同的地方在于两处：一是对数据进行了

降维处理，二是所构建的相似矩阵不同。附录 1 给出了对 1.mat 中的数据进行分

类的结果，其中，编号 1~40 和编号 141~200 的数据被分为第 2 类，编号 41~140

的数据被分为第 1 类。 
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7 问题二：低维空间中的子空间与多流形聚类问题 

问题二包含了子空间和多流形聚类问题，数据中既包括线性结构又包括非线

性结构、既有良分离（不交叠）的结构又有相互交叠的结构。模型一中的谱聚类

算法可用来较好地解决非线性聚类问题，但是当流形之间存在交叠时，该模型不

能很好地将来自于不同流形上的数据区分开来，我们从相似性矩阵的角度出发,

充分利用流形采样点所内含的自然的局部几何结构信息来辅助构造更合适的相

似矩阵，进而发现正确的流形聚类。 

7.1 模型三：基于谱多流形算法的聚类模型 

7.1.1 模型建立 

建立谱多流形聚类模型如下： 

 

1

1

1

1
min ( , )

2

s. . ( )

( , ) ( cos( ))

( cos( )) ( ) ( )

0

k

i i
i

i j

d

ij i j l
l

d

l i j j i
lij ij ij

W B B

t span

p p

if Knn or Knn
s p q

otherwise



















 

    

 

    
 







V

x x x x

 （7-1） 

其中， i 为数据点 ( 1,..., )i i Nx 处的“局部切空间”， ijp 为两个数据点 ix 、 jx 局

部切空间之间的“结构相似性”， ijs 即为所构造的相似矩阵的相似性权值。 

7.1.2 模型求解 

（1）局部切空间 

我们训练M 个混合概率主成分分析器来估计局部切空间，其中每个分析器

由模型参数 2{ , , }( 1,..., )m m m m m M  V 刻画，其中 D
m  ， D d

m
V  ， 2

m 是

一个标量。M 是用于逼近所有潜在的线性或非线性流形的局部线性子模型的个

数。模型参数 m ， mV ， 2
m 可以通过利用 EM 算法最大化观测数据 ix 的对数似

然来得到。 
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E-step：利用当前模型参数 2{ , , }m m m m  V 计算： 

                    
1

( )

( )

m i
im M

m im

p m
R

p m









x

x
                          （7-2）

                     
1

1 Nnew
m imi

R
N




                             （7-3）

                     1

1

N

im inew i
m N

imi

R

R
 



 


x
                            （7-4）

M-step：重新估计参数 mV 和 2
m 为： 

                  2 1 1( )new T
m m m m m m m m   V S V I T V S V                 （7-5）

                 2 11
( ) [ ( ) ]new new T

m m m m m mtr
d

  S S V T V                （7-6）

最后，样本点 ix 根据下述关系分组到第 j 个局部分析器： 

 ( ) max ( )i i
m

p j p mx x  （7-7） 

同时其局部切空间由下式给出: 

 ( )i jspan  V  （7-8） 

（2）相似性矩阵 

设数据点 ( 1,..., )i i Nx 处的局部切空间为 i ，则两个数据点 ix 和 jx 的局部切

空间之间的结构相似性可以定义为： 

 
1

( , ) cos( )
d

ij i j l
l

p p





 
     

 
  （7-9） 

其中， N  是一个可调参数， 10 , , / 2d      是两个切空间 i ， j 之

间的主角度。 

数据点 ix 和 jx 之间的局部相似性简单地定义为： 

 
1, ( ) ( )

0,

i j j i

ij

if Knn or Knn
q

otherwise

 
 


x x x x
 （7-10） 

其中 ( )Knn x 代表x的K 个近邻数据点，最终得到相似性权值： 
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 1

( cos( )) ( ) ( )

0

d

l i j j i
lij ij ij

if Knn or Knn
s p q

otherwise





   



 x x x x
 （7-11） 

（3）算法实现流程 

 

图 7-1 谱多流形聚类流程图 

7.1.3 问题二分类效果及分析 

此部分首先以第（2a）小题为例，分别采用了模型一和模型三两种方法对其

进行求解，并测出了 5.2 节中提到的三种评价测度，如表 7-1 所示，从中可以看

出谱聚类算法对于该类问题的求解性能较差，对第 2b~2d 小题的求解采用模型三

的算法。 

表 7-1 两种算法对 2a 聚类时的评价测度 

聚类算法 F-measure 值 RI 值 NMI 值 

比值最优分割谱聚类算法 0.5782 0.5352 0.1975 

谱多流形聚类方法 0.9588 0.9424 0.7919 

 

7.1.3.1 分类效果 

（2a）交叉十字形数据分类： 
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（a）原图                            （b）分类 

（2b）平面与线相交叉的数据分类： 
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（c）原图 
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（d）二维表示下的分类               （e）三维表示下的分类 

（2c）不相交的二次曲线数据分类： 
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（f）原图                            （g）分类 

（2d）相交螺旋线数据分类： 
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（h）原图                           （I）分类 

图 7-2 问题二分类效果图 

 

结果分析与讨论：  

1) 模型一中的谱聚类模型不适合对具有相交结构的数据进行分类，这说明当流

形之间存在交叠时，谱聚类算法的性能会明显变差；由于谱聚类算法更多的

是利用点与点之间的距离信息，当有交叉区域时，往往失去了有效信息，因

此无法分割； 

2) 谱多流形聚类模型在四种情况下都能够得到较好的分离效果，这说明该模型

能够有效地将流形交叉处的点拆解开来得到不同流形结构的成分。谱多流形

模型能够充分局部结构的几何信息，从而克服了距离远近的干扰，能够实现

交叉区域的有效分割 

7.1.3.2 参数影响 

谱多流形聚类算法中有三个可调节参数，即局部化模型数M ，近邻点数K 和
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调节参数。我们考察这些参数的设置对该算法聚类性能的影响。在（2d）中相

交螺旋线数据上的实验结果如图 7-3 所示，为算法在 10 次独立实验下的平均聚

类结果，图中给出了该算法聚类精确度随三种参数选取变化的结果。可以得到这

样的结论： 

（1）当局部化模型数    / 10 , / 2M N d N d         时，聚类的效果较好，这

是因为在此取值区间内平均重构误差较小，这意味着对每个数据点局部切空间的

估计也越来越可靠，进而使得谱多流形聚类算法具有更好的性能，其中，d 为子

空间的维度； 

（2）当近邻点数 K 既不太大也不太小时，算法的性能在一段参数选取范围

内都是稳健的。其原因在于，当K 值太小时会出现很多不连通的子聚类，而当它

太大时局部限制会逐渐丧失。因此通过仿真实验，我们认为 K 应该在

   log ,3 logN N        内取值； 

（3）当调节参数  6,10  ，算法的性能很好。其原因在于，在此区间取

值时，来自不同流形的数据之间的可分性越好，因为对 1x  而言，当变大时 x

趋向于 0。 
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（c） 

图 7-3 参数设置对谱多流形聚类算法聚类性能的影响 

7.1.3.3 计算复杂度分析 

由于聚类方法的计算复杂度直接影响到它的可适用性，因而对谱多流形算法

的计算复杂度做简要分析。 

谱多流形算法的计算复杂度主要由三部分组成：估计每个数据点的局部切空

间、计算相似性矩阵和利用谱方法进行聚类。N 个局部切空间 , 1,...,i i N  是通

过M 个混合的 EM 学习过程得到，其中模型参数通过 K-means 来初始化。这

个过程的复杂度为 1 2( ( ))O NDM t t ，其中 1t 和 2t 分别为 K-means 和 EM 过程收

敛所需的迭代步数。在第二部分中，计算任意两个数据点局部切空间之间结构相

似性的复杂度为 2 2( )O N Dd ，而搜索每个数据点的 K 个近邻点的复杂度为

2(( ) )O D K N 。第三部分对 S 利用谱方法将数据投影到 k 维嵌入空间并在该空间

中利用  K-means 将数据分组为 k 个聚类，其中广义特征分析的复杂度为

2(( ) )O N k N ，而 K-means 在 k 维投影数据上的复杂度为 2
3( )O Nk t （ 3t 为该过

程中 K-means 收敛所需的迭代步数）。因此谱多流形聚类算法方法总的计算复杂

度为： 

 3 2 2 2
1 2 3( ( ) ( ( ) ))O N N Dd K k N DM t dt k t       （7-12） 

由于 K-means 和 EM 过程收敛所需的迭代步数通常较低（少于 50），并且

d D ，K N ，k N ，M N ，因此谱多流形算法的复杂度主要由数据点数 N

和数据维数D决定。 
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8 问题三：子空间聚类在实际中的应用 

对于上述四个低维空间中的目标分类问题，利用采样点所内含的局部几何结

构信息来辅助构造更合适的相似性矩阵的谱多流形聚类方法或者通过迭代更新

属类概率矩阵的节点加权多维缩放方法，在一定情况都能够有效地实现目标的正

确分类。在实际生活中，需要解决的往往是低维空间的扩展问题，一般的解决思

路是在上述模型的基础上，通过扩展模型的应用维数，从而解决实际应用中高维

数据的相关性分析、聚类分析等基本问题。 

8.1 宽交叉十字形数据点群的分类问题 

 

图 8-1 过程演化示意图 

如图 8-1 所示，宽交叉十字形数据点群的分类问题本质上与问题二中互相垂

直的两条直线分类问题相同，即区分有交互区域的两类点集。事实上，在缺乏先

验知识的情况下，相交区域的点集归属是模棱两可的，不同的分类结果都具有足

够充分局部几何结构信息来支撑其分类的正确性；当由相交的直线扩展为相交的

矩形区域时，问题二（a）由分离两类一维子空间问题转化为分离两类二维子空

间问题，在各自空间维数增加的同时，相交区域的扩大造成了局部几何结构信息

的不确定性。为了表述方便，将十字区域的水平区域定义为“H”类，将十字区域

的垂直区域定义为“V”类。下面将继续采用问题二（a）中的基于谱多流形聚类模

型，在解决实际问题的同时，能够验证该模型解决交叉分类问题的鲁棒性。 
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(a) 原图 

 

 (b) 分类 1                              (c) 分类 2 

图 8-2 分类结果对比图 

对十字交叉点集采用基于谱多流形聚类模型进行求解，图 8-2（a）为原始数

据，图 8-2（b）和图 8-2（c）为同一算法的运行两次的不同结果。 

 

结果分析与讨论：  

1）两类一维子空间问题转化为分离两类二维子空间问题，在各自空间维数增加

的同时，基于谱多流形模型具有强健的鲁棒性，能够将两类点集有效地分离

开，对于交叉区域的“干扰”具有不敏感性； 

2）该模型能够将非交叉点集部分有效地分离，但是对于中间公共交叉区域，算

法并不能分离开来，每次计算都会产生不同的结果，事实上在误差范围内这

种现象是合理存在的。 

8.2 多帧图像运动特征点轨迹分类问题 
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利用标准的追踪方法提取视频中不同运动物体的特征点轨迹（由于同一物体

具有完整性，因此可以认为每一个物体都是由相对集中的点群构成的），通过分

割出来不同特征点轨迹（即分离点群的轨迹），能够实现对动态场景的理解和重

构。如图 8-3 所示，图中给出了某一物体的运动轨迹示意图，物体用若干特征点

表征，不同的位置代表了物体的不同帧的图像情景。 

……

 

图 8-3 特征点运动轨迹示意图 

在一些良好的环境下，在运动初始帧中，不同物体之间的差异性比较大，可

以采用聚类算法将物体很好的分离开，通过监督流形学习算法，将可能得到样本

的类别标记信息，在搜索近邻点过程中利用数据样本的类别标记信息，使得每一

个数据点的近邻点都来自同一类别，这样数据点只与本类数据点相连接，不同类

别的数据点不连接，形成若干个互不连接的子图。然而，在一些恶劣情况下，不

同物体之间的差异不明显，仅利用初始帧的信息无法分离不同的物体，因而无法

继续采用监督流行学习算法，如图 8-4 所示，图中的交叉区域，特征点类别无法

区分，因此从逐帧计算的角度分析，这种情况显然是无法将分类进行下去的。 
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图 8-4 恶劣情形下特征点分类示意图 

除了逐帧挖掘特征点信息以外，一种合理的方式是将每个单独的点作为一个

研究对象，已经有文献指出同一运动的特征点轨迹在同一个线性流形上，即一个

物体的特征点轨迹在同一个线性流形上，因此可以按照每个特征点运动点轨迹进

行分类，如图 8-5 所示： 

 

图 8-5 基于特征点运动流行聚类示意图 

8.2.1 模型四：基于最小矢量差的谱多流形聚类模型 

与一般的非线性流行聚类方式类似，首先需要构建邻接图 G并计算 G上两点

之间的最短路径，从第二帧开始，每个点的信息要素为该点的位移矢量，通过计

算当前时刻的坐标与前一时刻的坐标差得到，因此邻接图 G上两点之间的最短路

径为两点的矢量差，可以发现，位于同一物体上的不同特征点，由于其具有相同
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的位移矢量，因此两点的矢量差为 0，根据矢量差进行聚类，能够充分利用特征

点的时间序列信息，将具有相同运动特征的特征点进行聚类，并能有效地预测或

者描述物体的运动规律。模型如下： 

 2

1 1

min ( ) (( ) || ||)v v
N N

G
i j ij i i

i j

V w w d
 

    （8-1） 

其中 G
ijd 是 vi 与 v j 之间的最短距离， vi 、 v j 为第 i，j 特征点的位移矢量。其

元素 ciw 表示数据 i 属于流形类别 c的概率。 

8.2.2 模型求解与讨论分析： 

可以发现，上述模型以谱多流形聚类算法为基础，将最短路径距离这一优化

指标替代为最小矢量差，能够充分的发掘同一物体特征点运动的相似性，由于上

面问题里详细解释叙述了问题求解的过程，这里不再赘述，具体过程见下面对应

的流程图 8-6。 

图 8-6 模型求解流程图 

为了说明该模型解决运动点轨迹分割的稳定性，同时验证该算法的有效性不

依赖于起始帧特征点信息，分别绘制了特征点分组结果随帧数的变化情况以及截

取不同的帧作为起点的情况下关于特征点分组结果随帧数的变化情况，如图 8-7

所示。图中给出了不同帧的特征点分类情况，以最小矢量差为聚类标准，可以克

服单帧信息中出现点群交叉的计算情况。进一步观察图 8-8 中特征点分布情况可

以发现，公交车以及周围树后的物体在做类直线运动，而出租车在经过一点时间

的类直线运动之后开始做变速转弯运动。在最后一帧中，不同类别的特征点的个

数为（138，92,67）。 
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图 8-7 不同帧起点情况下分类结果随帧数增加的变化曲线图 

 

图 8-8 不同帧下的特征点分类结果示意图 
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结果分析与讨论：  

a) 对于同一起始帧，当统计帧数较少时，聚类结果表现出一定的抖动性，但保

持了其大致的浮动范围，在一些恶劣情况下，如运动物体转弯时等，会是原

本稳定的结果产生较大的抖动；但是，这种受迫抖动很快就会消失，根本上

在于采用最小矢量差模型，可以充分地运用物体运动的连续性性质，有效地

消除异常结果； 

b) 当采用不同起始帧时，结果表现出很大的相似性，即经过一定帧数的抖动后

都到达稳定状态，从而有力地说明了该模型能够克服对于起始帧特征点的依

赖性，具有更加普遍的适用性。 

8.3 人脸图像分类问题 

人脸识别是一个多学科交叉的研究方向,涉及的学科领域包括人工智能、模

式识别、计算机视觉、图像分析与处理、生理学、心理学及认知科学等。从本质

上来说,作为一个非常理想的研究对象,人脸为模式识别、人工智能和计算机视觉

等学科领域提供了用于验证相关方法和算法是否有效的研究素材。对人脸识别问

题的研究和解决,有助于这些研究领域的发展以及相关识别问题的解决,具有重

要的理论研究价值。另一方面,作为一个非常具体的研究对象,人脸识别为以和谐

自然的方式实现身份认证提供了依据和途径,它在和身份认证相关的诸应用领域

具有广阔的应用前景。 

8.3.1 数据预处理 

数据为两个人在不同光照下的人脸图像共 20 幅（矩阵的每一列为拉成向量

的一幅人脸图像），用列向量来表示人脸图像，尽管降低了图像的维度，但实际

上是以损失图像信息为代价。人脸图像上的任何一点，在二维平面内跟其他周围

的临近点具有天然的联系性，如亮度的连续性等，因此首先需要将表示人脸图像

的一维列向量 iX 扩展为二维矩阵 iY ；同时为了加速算法的收敛性，需要对所有

数据进行去均值化处理。图 8-9 给出了经过数据预处理后的人脸图像结果，图中

按照原数据中的顺序分别给出了数据处理后的人脸图像： 
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图 8-9 数据预处理后的人脸图像图 

 

图 8-10 人脸图像由于表情和光照引起的局部的变化 

人脸由于光照条件、面部表情等因素引起的变化，往往只体现在图像的部分

区域，而其它部分的变化很少甚至无变化。如图 8-10 所示，在此图中，（a）到

（b）之间的表情变化只体现在人眼部分，而由（a）到（c）之间的光照变化主

要体现在图像的左半部分。 

8.3.2 问题求解 

我们知道，尽管在不同光照或者表情等情况下，但同一人脸具有固有的本质

特征，因此在全局范围内进行聚类，能够充分地利用这一本质特征，实现不同人

脸图像的归类。本文题仍以谱多流形聚类算法为基础，在这一具体问题中，实为

全局的谱多流形聚类。表 8-2 给出了全局谱多流形求解的聚类结果，可以发现
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20 个人脸图像被区分为两类，每一个中均有 10 个人脸图像；进一步观察可以发

现，不同类别中的人脸图像具有明显的地缘特征，具体来说，具有欧美地缘特征

的人脸图像被归为一类，而具有亚洲地缘特征的人脸图像被归为另一类。从人的

感官角度出发，不同地缘特征的人总能简单直接的识别出其他地缘特征的人，这

与我们上述求解的结果具有一致性，从而验证了上述求解思路的有效性。 

表 8-1 人脸图像分类结果 

类别 分类结果 

Ⅰ类 

1 2 3 4 5

11 12 13 14 15

 

Ⅱ类 

6 7 8 9 10

16 17 18 19 20

 

8.3.3 求解过程的简化：数据再处理 

谱多流行聚类算法的计算复杂度主要由三部分组成:估计每个数据点的局部

切空间、计算相似性矩阵 W、利用谱方法进行聚类，可以表示为： 

 3 2 2 2
1 2 3(   (     )  ( (   )  )O N N Dd K k N DM t dt k t       （8-2） 

算法收敛所需的迭代步数通常较低(少于 50),在数据维数基本确定的情况

下，复杂度主要由数据点数 N决定。 

问题中每一个人脸图像由 42×48 个像素构成，随着现代储存技术的发展以

及人们对于图像的真实性要求，构成图像的像素数量越来越多，一张分辨率为

640×480 的图片，那它的像素就达到了 307200，也就是我们常说的 30 万像素，

而一张分辨率为 1600×1200 的图片，它的像素就是 200 万，在这种像素量的情
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况下，上述算法复杂度的增加是不可接受的，因此需要对原始数据进行再处理，

在损失少量信息的情况下，实现算法复杂度的有效降低。 

 

图 8-11 人脸图像的数据再处理示意图 

图 8-11 中给出了单个人脸图像再处理过程，为了降低原始数据的像素数量，

同时保留其基本的特征信息，可以将相邻的像素单元看成是一个新的像素单元，

用处理后的像素单元信息代表融合前所有像素单元的信息。如图所示，所描述的

人脸图像像素点个数可以由最初的 42×48 降低为 3×3,9×9……，这对于预算

复杂度的降低是极为有益的。需要注意的是，在不同的情形下，需要采取不同的

降维方式来满足分类需求。如在差异性不是很明显的情况下，降维的幅度要适当

控制来保证信息的有效性。图 8-12 给出了采用了降维方式后，人脸图像的初始

数据结果，表 8-2 给出了数据经过 1/9 压缩处理后的分类结果，相比之下，人脸

头像的分辨率明显降低许多；可以发现，经过适当降维后，在明显降低算法复杂

度的同时，实现了与前述相同的分类结果，从而验证了该数据再处理方式的有效

性。 

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16 17 18 19 20

 

图 8-12 人脸图像的数据 1/9 压缩再处理示意图 
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表 8-2 人脸图像的数据 1/9 压缩再处理后分类表 

类别 分类结果 

Ⅰ类 

 

Ⅱ类 

6 7 8 9 10

16 17 18 19 20

 

 

1 2 3 4 5

11 12 13 14 15
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9 问题四：实际应用中的多流形聚类问题的探讨 

多个流形数据形成的空间结构可以细分为良分离结构、相互交叠结构和混合

结构(既有良分离的结构又有相互交叠的结构)。当聚类子集可以用一组具有线性

结构的流形(线性或仿射子空间)来表示时，由于可以建立模型来显式地描述线性

流形，通常可以不管流形数据的空间结构，例如 GPCA、KF、LSA 和 SCC 等线

性流形聚类方法。然而当数据分布高度非线性时,由于数据分布的非线性特性和

流形结构的复杂性，直接建立显式的模型进行求解变得不可能,通常需要将数据

结构分为良分离的或相互交叠的来分别处理，例如传统的谱聚类方法和

K-manifolds 方法。然而真实数据中混合模型才是最常见的，也是最合理最理想

的数据结构假设。同时混合模型也是对传统良分离模型和相互交叠模型的自然理

论。完整的混合流形聚类问题可以形式地描述为： 

定义 5.1 给定来自于 k 个不同潜在流形(线性/非线性) ( 1,..., )D
j j k   第

j 个流形的本征维数为 dj，0 jd D  且可能互不相同)的共 N 个高维数据采样

1{ }D N
i ix    。它们是无组织的，即不知道哪个采样点位于哪个潜在流形上。

此外，其中某些流形是相互良分离的，而某些流形是相互交叠的。混合流形聚类

的目的是： 

1. 确定潜在流形的数目 k 及其本征维数 dj，j=1,…,k; 

2. 将给定的数据采样划分到其所属的潜在流形。 

问题四中给出了实际应用场景，三维圆台的点云分类以及机器工件轮廓线的

分类，两种情形采样于混合流形结构的数据集，两个均是非线性流形结构的组合。 

                   

图 9-1 两个实际场景示意图 
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9.1 三维点云的分类问题 

三维点云问题的难点在于，顶、底面点云与侧面点云不仅相互交叠而且交叠

的区域非常多，前文已经分析过相互交叠的区域在分类时具有一定的随机性，而

且如果处理不好会使分类结果产生严重的偏差。一种直接的方法是从整个数据中

找出流形交叠的部分并拆开不同的流形结构，从而构造出更忠实于流形结构的

近邻图实现混合流形聚类。然而该模型交叠的部分区域非常大，交叠的区域已经

构成了其中一个分类的界限，因此希望通过拆开流形结构来实现混合流形聚类的

方式是不合适的。 

9.1.1 谱多流形聚类方法分类圆台点云 

采用常规的算法难以区分交叠区域的一个根本原因在于，交叠区域点之间的

距离非常接近，无法构成分类的有效指标；因此需要进一步挖掘数据的有效信息。

正如前文所述，谱多流形聚类方法正是基于这一出发点，在设计相似性矩阵时充

分挖掘了点集之间的潜在联系，其特征简要概括如下： 

a) 尽管数据在全局上位于或近似位于光滑的非线性流形上，局部地，

每个数据点和它的近邻点位于流形的一个局部线性块上； 

b) 每个数据点的局部切空间提供了非线性流形局部几何结构的优良低

维线性近似； 

c) 在不同流形聚类的相交区域，来自于同一个流形聚类的数据点有相

似的局部切空间而来自不同流形聚类的数据点其切空间是不同的。 

值得注意的是，只有当下面的两个条件同时满足时,我们才能够断定两个数

据点是来自同一个流形聚类的：它们相互靠近同时具有相似的局部切空间。因此，

我们在构造相似性矩阵时，既要考虑数据点之间的欧氏距离关系(称为局部相似

性，又要考虑数据点局部切空间之间的相似性。这两个相似性融合在一起来决定

最后的相似性权值： 

 ( , )ij ij ijw f p q  （9-1） 

其中 f 是一个合适的融合函数。为了使得构造出的相似性矩阵具有前面分析

中所期望的性质，f 应该是关于数据点间欧氏距离的一个单调递减函数同时是局

部切空间之间相似性的单调递增函数。下面给出算法的具体求解过程： 
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圆台点云的分类过程： 

输入：原始数据集 X，聚类数 k，流形维数 d，局部化模型数 M，近邻点数

K，调节参数 o。 

算法过程： 

a) 确定每个点的局部切空间； 

b) 计算两个局部切空间之间的结构相似性； 

c) 计算相似性矩阵 W,并计算对角矩阵 D； 

d) 计算广义特征矩阵 (D-W)u =λDu 最小 k 个特征值对应的特征向量；

e) 利用 K-means 将行向量分组为 k 个聚类。 

输出： 原始数据对应的聚类结果。 

9.1.2 实验结果与分析 

实验平台为：Intel 8 核系统、4*2.3GHz CPU8GB 内存。本节的谱聚类采用

谱多流形聚类算法,其中相似性矩阵的构造采用热核，热核的尺度参数设置在一

个较大的范围内(即从 10-5 到 105,步长为 100.5)，实验中汇报上述参数范围内谱聚

类的最好结果[9]。图 9-2 中给出了聚类原始数据与最终聚类结果对比图，观察图

中结果发现，采用谱多流形聚类算法能够将圆台的点集有效地分成三类。完成分

类的点集可以准确地实现对原始物体的重构和分析，从而有效地完成如摄像头监

测、轨迹预测等功能。 

   

（a）原始图                          （b）分类结果图 

图 9-2 圆台表面点集的分类结果对比示意图 

 

9.2 工件轮廓线的分类问题 
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首先，采用谱多流形聚类算法对工件轮廓线进行分类，设定将其分为 5 类，

可得到如图 9-3 所示的分离效果。图中四个圆圈处位置标记的数据分类发生了混

淆，这些数据虽属于不同的流形，但却被近邻图连通在了一起。这是因为当两个

数据点x 和 y非常靠近时，即使它们来自于不同的流形，构造出的局部切空间 i

和 j 也会非常相似，其原因在于，在这种情况下x 和 y的基于欧氏距离度量的局

部近邻 ( )N x 和 ( )N y  会严重地交叠在一起，从而导致了相似的局部协方差矩阵

x 和y 。 
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图 9-3 谱多流形聚类算法对工件轮廓线的分类示意图 

基于上述分析，为了利用谱聚类方法来分组混合结构数据，需要构造更符合

流形结构的无向近邻图，即尽量让来自不同流形聚类的数据不被近邻图连通在一

起。由于不可靠的无向近邻图通常来自于相互交叠的流形结构。因此，采用分部

的思想来处理混合流形聚类问题，它首先找出并处理混合结构的容易部分，然后

再重点解决混合结构的困难部分。具体地说，首先从整个数据中分离出不同的连

通或可分离子集，从而将由单一流形构成的纯粹子集和由相交流形构成的交叠子

集区分开来，然后进一步将相交的子集分割为相交区域和非相交区域，对容易出

错的相交部分设法将其拆开为不同的结构并去除不正确的近邻图连接关系得到

更可靠的无向近邻图，最后用谱聚类方法得到最后的聚类结果。该算法的基本流

程如图 9-4 所示，其具体过程如下： 
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图 9-4 分部处理混合流形聚类的基本流程 

（1）粗聚类 

混合模型通常可以被划分为不同的连通子集,其中一些是由单一流形构成的

纯粹子集,另一些是由相交流形构成的交叠子集。为分别处理这两类不同结构的

子集,我们采用谱聚类将整个数据集粗略地划分为不同的连通子集(称为粗聚类)。 

（2）确定连通子集的结构：在得到了不同的连通子集后，一个关键性的问

题是如何确定它们的结构，即该聚类子集是纯粹的还是交叠的。我们可以利用数

据点的本征维数来解决这个问题,它基于这样一个观测：如果聚类子集中的数据

点来自一个单一的流形，它们的本征维数应该相同,否则本征维数不同。 

（3）确定交叠子集的相交区域和非相交区域：如果一个连通子集是纯粹的,

那么我们实际上已经得到了一个流形聚类。然而,更困难的问题在于交叠子集,我

们需要进一步处理它以得到该子集中的不同流形聚类。这里的另一个关键点是如

何找出数据的相交区域和非相交区域。通常,相交区域的数据点由于有其它流形

结构上的数据点存在,其估计的维数会大于流形的真实维数。因此,我们将具有最

高估计维数的数据点作为相交区域中的点。 

（4）相交/非相交区域聚类：相交/非相交区域中的数据点可能是由很多更小

的子集组成的,即数据被划分成了很多不同的相交聚类和非相交聚类，同样需要

找出这些不同的子聚类并进行分别处理。 
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（5）细聚类：相交子聚类意味着其中的数据点是由不同流形上的数据点交

叠而成的,因此一个关键点就是如何把它们区分开来。尽管整个流形数据是非线

性的,然而每个相交子聚类只是一个局部区域,因此它可以看作是由非线性流形的

线性部分交叠而成的。另一方面,我们已经看到线性流形聚类方法能很好地拆开

交叠流形的不同部分。因此,我们可以利用 K-flats 方法来将每个相交子聚类中的

不同流形结构区分开来(找到的不同结构称为细聚类)。 

（6）最终聚类：由于传统谱聚类基于欧氏距离来构造近邻图,每个交叠子集

中所构造出的近邻图因此将不同的流形连接在了一起。因此根据上一小节的分析,

为利用谱聚类将不同的流形分割出来,需要将这些不正确的连接关系去除,同时保

持同一流形内部的连接关系。由于不正确的连接关系主要来自于流形相交区域不

同细聚类，因此我们将这些细聚类之间的连接关系去除同时将每个细聚类自身的

点都连接起来以保持流形结构,最后我们就得到了一个增强的更“忠实”于流形

结构的近邻图。随后可以利用谱聚类进一步来得到最后的聚类子集。 

第一步粗聚类将独立的子集分离出来，第二步将重叠部分提取出来单独进行

细聚类，剩余的点集又可以构成 N 个独立子集便于聚类，最后将两部分聚类结

果进行整合。 
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图 9-5 分部聚类的基本过程 

分部谱聚类算法对工件轮廓线分类结果如图 9-6 所示，最终可将其分为 10

类，包括 4 类直线和 6 类圆弧线。 

 

(a)原图                          （b）分类 

图 9-6 分部谱聚类算法分类结果图 
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10 总  结 

本文主要围绕数据聚类问题展开，从经典的谱聚类算法处理高维数据问题入

手，为了满足不同的应用需求，不断完善谱聚类算法的适用性，主要工作如下： 

1. 改进相似矩阵构造过程，采用共享近邻的自适应谱聚类模型完成对高维数据

的分类，克服了传统谱聚类算法依赖于参数的手工设置； 

2. 采用谱多流形聚类算法实现对交叉图形的有效分割，研究了算法中主要参数

对分类性能的影响，并分析了算法的复杂度； 

3. 解决了宽十字交叉的分割问题，验证了谱多流形聚类算法对于交叉区域的鲁

棒性；建立了基于最小矢量差的谱多流形聚类模型，完成了多帧图像运动特

征点的分割；最后，基于谱多流形聚类模型完成了对不同人脸图像的分割，

并提出了降低算法复杂度的有效办法； 

4. 最后，采用谱多流形聚类模型解决了立体圆台的多流形聚类问题，同时为了

解决工件的轮廓线分类问题，在现有模型的基础上，提出了提高正确率的改

进意见。 
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