
数据的多流形结构分析 

我们已经进入了一个信息爆炸的时代，海量的数据不断产生，迫切需要对这

些大数据进行有效的分析，以至数据的分析和处理方法成为了诸多问题成功解决

的关键，涌现出了大量的数据分析方法。几何结构分析是进行数据处理的重要基

础,已经被广泛应用在人脸识别、手写体数字识别、图像分类、等模式识别和数

据分类问题，以及图象分割、运动分割等计算机视觉问题（人脸识别、图像分类、

运动分割等实例见下文）中。更一般地，对于高维数据的相关性分析、聚类分析

等基本问题，结构分析也格外重要。 

文献[1]指出一个人在不同光照下的人脸图像可以被一个低维子空间近似，

由此产生大量的数据降维方法被用来挖掘数据集的低维线性子空间结构，这类方

法假设数据集采样于一个线性的欧氏空间。但是，在实际问题中很多数据具备更

加复杂的结构。例如，文献[2]中指出，运动分割（motion segmentation）中的

特征点数据具有多个混合子空间的结构，判断哪些特征点属于同一子空间是这个

问题能否有效解决的关键。 

针对单一子空间结构假设的后续讨论主要是两个方面，首先是从线性到非线

性的扩展，主要的代表性工作包括流形（流形是局部具有欧氏空间性质的空间，

欧氏空间就是流形最简单的实例）学习等。流形学习于 2000年在著名杂志

Science上被首次提出，之后逐渐成为了研究热点。基于数据均匀采样于一个高

维欧氏空间中的低维流形的假设，流形学习试图学习出高维数据样本空间中嵌入

的低维子流形，并求出相应的嵌入映射。流形学习的出现，很好地解决了具有非

线性结构的样本集的特征提取问题。然而流形学习方法通常计算复杂度较大，对

噪声和算法参数都比较敏感，并且存在所谓的样本溢出问题，例如，当增加新的

样本点时，不能快速地提取新特征。 

其次是流形或子空间从一个到多个的扩展，即假设数据集采样于多个欧氏空

间的混合。子空间聚类（又称为子空间分割，假设数据分布于若干个低维子空间

的并）是将数据按某种方式分类到其所属的子空间的过程。通过子空间聚类，可

以将来自同一子空间中的数据归为一类，由同类数据又可以提取对应子空间的相

关性质。根据综述[2]，子空间聚类的求解方法有代数方法、迭代方法、统计学

方法和基于谱聚类的方法。其中基于谱聚类的方法在近几年较为流行，这类方法
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首先定义一个关于样本点相互关系的图，然后利用 Normalized Cut[3]等谱聚类

方法（其输入是一个反应样本关系的相似度矩阵，矩阵的第 i行 j列的数值越大

说明第 i个样本和第 j个样本的关系越密切，如果能将同类样本的相似度构造的

较大，不同类的较小，这类方法一般都能得到正确的分类结果）得到分割结果。

代表性的基于谱聚类的子空间分割方法包括低秩表示[4]和稀疏表示[5]等，下面

对这两种方法的做个简单介绍。 

稀疏子空间聚类： 

稀疏子空间聚类方法，是对子空间表示系数进行稀疏约束的一类子空间聚类

方法。子空间聚类的最终结果是将同一子空间的数据归为一类。在子空间相互独

立的情况下，属于某一子空间的数据只由这个子空间的基的线性组合生成，而在

其他子空间中的表示系数为零。这样高维数据的表示系数就具有稀疏的特性。同

一子空间中的数据，因为都仅在这一子空间中有非零的表示系数，表现为相同的

稀疏特性，通过对表示系数稀疏约束的求解，突出了数据表示系数的这种稀疏特

性，进而为数据的正确聚类提供支持。 

低秩子空间聚类 

通过对子空间表示系数矩阵的研究，有些学者在求解子空间表示系数矩阵

时，引入核范数(一个矩阵的核范数是指矩阵的所有奇异值的加和)约束，希望通

过系数矩阵的低秩要求得到更好的数据的子空间表示。文章[4]给出了低秩表示

模型的闭解且理论上保证了当子空间独立且数据采样充分的情况时，低秩表示可

以得到块对角的解。这个结论基本保证了低秩表示方法在解决独立子空间分割问

题的有效性。 

有些实际问题的数据并不符合混合子空间结构的假设，例如图 3（a）中一

个圆台的点云，圆台的顶，底和侧面分别采样于不同流形。所以假设数据的结构

为混合多流形更具有一般性。由于混合流形不全是子空间的情况，数据往往具有

更复杂的结构，分析这种数据具有更大的挑战性。基于谱聚类的方法仍然是处理

该类问题的流行方法如文献[6]。虽然这类数据本身无法使用相互表示的方式，

但是数据的特征可相互线性表示且表示系数具有稀疏性或低秩性的特点。由此一

些学者通过提取数据的特征将低秩表示模型扩展用于处理图像分割[7]、图像的

显著性检测[8]等问题。 



本几何结构分析问题中假设数据分布在多个维数不等的流形上，其特殊情况

是数据分布在多个线性子空间上。请按照文献中的方法或以文献中的方法为基础

创新新的方法完成以下问题, 创新部分一定要讲清思路，要具有一般性（例如不

仅适应低维数据也适应高维数据）。回答方式：第 1题，第 3题的 b与 c请制作

一个表格输出样本的类别标签，每行 20个，其余题目请将分类结果画出： 

1.当子空间独立时，子空间聚类问题相对容易。附件一中 1.mat中有一组高

维数据（.mat所存矩阵的每列为一个数据点，以下各题均如此），它采样于两

个独立的子空间。请将该组数据分成两类。 

2.请处理附件二中四个低维空间中的子空间聚类问题和多流形聚类问题，如

图 1所示。图 1(a)为两条交点不在原点且互相垂直的两条直线，请将其分为两

类；图 1(b)为一个平面和两条直线，这是一个不满足独立子空间的关系的例子，

请将其分为三类。图 1(c)为两条不相交的二次曲线，请将其分为两类。图 1(d) 为

两条相交的螺旋线，请将其分为两类。 
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(c)                                 (d) 
图 1 

3. 请解决以下三个实际应用中的子空间聚类问题，数据见附件三 



（a）受实际条件的制约，在工业测量中往往需要非接触测量的方式，视觉

重建是一类重要的非接触测量方法。特征提取是视觉重建的一个关键环节，如图

2（a）所示，其中十字便是特征提取环节中处理得到的，十字上的点的位置信息

已经提取出来，为了确定十字的中心位置，一个可行的方法是先将十字中的点按

照 “横”和“竖”分两类。请使用适当的方法将图 2（a）中十字上的点分成两

类。 

（b）运动分割是将视频中有着不同运动的物体分开，是动态场景的理解和

重构中是不可缺少的一步。基于特征点轨迹的方法是重要的一类运动分割方法，

该方法首先利用标准的追踪方法提取视频中不同运动物体的特征点轨迹，之后把

场景中不同运动对应的不同特征点轨迹分割出来。已经有文献指出同一运动的特

征点轨迹在同一个线性流形上。图 2（b）显示了视频中的一帧，有三个不同运

动的特征点轨迹被提取出来保存在了 3b.mat文件中，请使用适当方法将这些特

征点轨迹分成三类。 

 
(a)                                 (b) 

图 2 

（c）3c.mat中的数据为两个人在不同光照下的人脸图像共 20幅（X变量的

每一列为拉成向量的一幅人脸图像），请将这 20幅图像分成两类。 

4. 请作答如下两个实际应用中的多流形聚类问题 

图 3(a)分别显示了圆台的点云，请将点按照其所在的面分开(即圆台按照圆

台的顶、底、侧面分成三类)。 

图 3(b)是机器工件外部边缘轮廓的图像，请将轮廓线中不同的直线和圆弧

分类，类数自定。 
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