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题 目   基于 S 型曲线的加减速优化控制与实例检验 

摘       要 

基于计算机的数控系统的工作原理，分析数控加工刀具运动的优化控制。具体问题

及方法如下： 

对于问题一，当加工型线为折线，在指定加工误差的条件下，当相邻两折线段夹角

为90°和135°时，讨论通过折线交点时对应各坐标运动速度的变化。首先将折线夹角

范围分为 0 ,60  、(60 ,120 ]  、(120 ,180 ]  三种情况，分别建立对应的高速高精度夹角

过渡模型，直接过渡模型和圆弧过渡模型。根据进给速度、加速度、误差、半径、插补

周期等约束条件，求出最终插补点的速度，即折线拐点速度大小。建立直角坐标系，根

据折线段上起始点、拐点、终点坐标，利用向量知识计算出交点前后各轴分量表达式。

结果发现当相邻两折线段夹角为90°和135°时，都将带来各运动轴的速度跳变，直接过渡

模型保证了转接点的合成速度大小不发生变化，但合成速度是个矢量，其方向将被动地

跳变为下一段的路径方向，这种方向的变化反应在各轴上即是速度的突变。此外还可对

该模型的可行性和精度进行实例检验。 

对于问题二，当加工型线是由直线段和圆弧段（相切或不相切）组成的连续曲线，

在满足加工误差的条件下，将直线与圆弧之间的过渡简化为直线与直线之间的过渡，根

据问题一中的模型，得到拐角速度与圆弧半径之间的关系表达式，可以发现：圆弧半径

越大，速度越高，算法效率越高。 

通过用Matlab进行编程（具体程序见附录），可得S型加减速控制曲线的速度、加

速度、加加速度随时间变化规律曲线，建立圆弧插补模型和S曲线加减速模型规划算法，

对加工路径示例进行模拟检验。由于不考虑瞬时启动加速度及瞬时启动速度，考虑到每

个路径节点的最大限制速度的不同，将加工路径分为两大类，直线段路径和圆弧路径。

利用圆弧插补算法先求出满足误差和分辨率的圆弧上的插补点和插补次数，再利用夹角

过渡模型求出满足精度的从直线到圆弧的过渡速度，算出过加工圆弧路径所用时间。利

用S型曲线规划算法，考虑已知给进速度和加速度的范围，利用软件Matlab编程，只需

输入起点速度 sv 、指令速度 v、终点速度 ev ，根据待插补曲线的位移 s 和各节点速度限

制，算出每个直线段路径所用时间，进而求出整个加工路径的所用时间为84.7252s。 
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对于问题三，考虑瞬时启动加速度及瞬时启动速度，利用问题二中的程序，只需重

新调整各节点的速度，节点1的速度为0.19m/min，节点11的速度为0.13m/min，期间要

求最大速度为1.26 m/min，节点2处最大速度限制为0.19m/min，重新输入各阶段起点速

度
sv 、指令速度 v、终点速度

ev ，算出每个直线段路径所用时间，而圆弧节点的过渡速

度与问题二中的相同，求出从节点1再到节点11所用总时间为84.3363s。 

对于问题四，分析S型曲线的加减速控制方法的优缺点。在高速加工过程中，S曲线

加减速模型，涉及参数较多，并且根据路径段长度有多种变化，算法实现较复杂，为此

本文提出一种三次多项式加减速控制模型。通过模型检验发现三次多项式加减速控制模

型始终能保证在高速运动过程中加速度曲线的连续，从而消除了进给过程的冲击，使机

床运行平稳。且该模型在变速过程中加加速度、加速度、速度和位移的计算只涉及次数

较少的四则运算，算法实现较简单。 
 

关键词：优化;夹角过渡模型;圆弧插补;S曲线加减速算法;三次多项式加减速控制 
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1. 研究背景与问题重述 

随着科学技术和社会的发展，机械产品的性能、精度日趋提高，结构更趋合理，

对机械产品的性能、质量、生产率和成本等提出了越来越高的要求，数控加工技术的

出现，在现代机械制造业中，发挥着重要的作用。为了实现数控加工技术的高速、高

效、高精度的目标，使得机床各运动轴都能够在极短的时间内达到高速运行状态并实

现高速准停，研究开发数控加工刀具运动满足高速、高精度要求的、有效柔性加减速

控制方法，已成为现代高性能数控系统研究的重点。 

基于计算机的数控系统的工作原理，假设不考虑刀具尺寸大小及刀具磨损，加工

刀具抽象为一点，本文主要研究以下几个问题： 

问题一：设加工型线为折线，在指定加工误差（指在加工型线的法线方向上加工

型线与刀具实际轨迹的差值的最大值）的条件下，建立实时加工优化控制算法，当相

邻两折线段夹角为 90°和 135°时，讨论通过折线交点时对应各坐标运动速度的变化； 

问题二：设加工型线是由直线段和圆弧段（相切或不相切）组成的连续曲线，在

指定加工误差的条件下，不考虑瞬时启动加速度及瞬时启动速度，建立实时加工优化

控制算法，讨论圆弧半径的变化对算法效率的影响；并应用所建立的模型对下面的加

工路径示例进行检验； 

问题三：在第 2 问基础上，考虑瞬时启动加速度及瞬时启动速度，建立相对应的

实时加工优化控制算法；并应用所建立的模型对下面的加工路径示例进行检验； 

问题四：结合前 3 问，分析 S 型曲线的加减速控制方法的优缺点，在满足精度和

速度要求的条件下，建立能提高机床运行平稳性的优化控制运动模型（如刀具在各坐

标轴方向上的运动满足加加速度连续变化等）。 

2. 问题分析 

本题的难点在于数控机床对加工刀具在三个坐标轴方向的运动实行的是分别控制，

但显然它们之间必须相互协调；加工刀具行走的路线一定是一系列首尾相接的直线段，

因此加工刀具的运动轨迹一般与工件几何形状之间肯定存在误差；每一机床都有对应的

分辨率，故加工刀具的运动方向受限制，并影响到加工刀具在三个坐标轴方向上的速度、

加速度。 

针对问题一,为了保证机床运动平稳，速度光滑、加速度连续，保证加工的高效率与

高精度，对于折线加工型线，在折线拐角处不能将速度降为 0，否则加工效率太低，而

且会引起机床较大振动，精度变低，所以要采用速度过渡方法。折线角度的大小对过渡

方法的合理选取影响很大，因此将折线夹角的大小划分成三种情况，在指定加工误差的

条件下，建立不同的高速平滑过渡模型，根据进给速度、加速、误差、过渡半径等约束

条件，求出过渡时速度，且过渡时速度大小不变，方向改变，速度在各个坐标方向的分

量大小和速度也会随着发生变化。通过建立直角坐标系，根据折线段上起始点、拐点、

终点坐标，利用向量知识分析计算通过拐点时对应各坐标运动分速度的变化。还可对该

模型的可行性和精度进行模拟检验。 

针对问题二，当加工型线是由直线段和圆弧段（相切或不相切）组成的连续曲线，
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取圆弧段的微小弧长，可将直线段与圆弧段的过渡转化为问题一中折线段的过渡模型，

通过算出拐角速度与圆弧半径之间的关系表达式，具体分析讨论圆弧半径的变化对算法

效率的影响。此外根据折线段的长度限制，以及过渡速度、加速度、分辨率、误差的约

束条件，对折线段速度进行前瞻插补预处理，讨论 S 曲线加减速的 7 个阶段规划问题，

并应用所建立的模型对给出的加工路径示例进行检验，由于给出的加工路径是对称的，

所以只需以其中一段直线和与其连接的圆弧为例进行检验。前提是不考虑瞬时启动加速

度及瞬时启动速度，先求出圆弧段上的插补点，再求出满足精度的从直线到圆弧的过渡

速度。最后根据过渡速度分析直线段包含 S 曲线加减速模型的哪几个阶段。 

针对问题三，在第 2 问基础上，考虑瞬时启动加速度及瞬时启动速度，在误差允许

的条件下，重新整理 S 曲线加减速的 7 个阶段规划问题，建立相对应的实时加工优化控

制算法；并应用 matlab 编程对给出的加工路径示例进行模拟检验。 

针对问题四，首先分析 S 型曲线的加减速控制方法的优缺点，即在高速加工过程中，

S 曲线加减速模型，涉及参数较多，并且根据路径段长度有多种变化，算法实现较复杂，

在满足精度和速度要求的条件下，考虑到简单样条曲线便于处理，根据曲线拟合法提出

一种三次多项式加减速控制模型，算法实现比较简单，建立能提高机床运行平稳性的优

化控制运动模型。 

3. 模型假设与约定 

假设不考虑刀具尺寸大小及刀具补偿，加工刀具抽象为一点。 

4. 符号说明及名词定义 

符号 意义 

1v  AB段上终点的速度 

2v  BC段上起点的速度 

θ 折线段夹角 

1l  直线段 0B B的长度 

2l  直线段 1BB 的长度 

3l  直线段 0 1B B 的长度 

v  工件程序的编程进给速度 

linkv  最终插补点速度，也是拐点过渡速度 

T  数控系统插补周期 

max  设定的最大误差 

  以最大速度通过折线段产生的形状误差 

a  进给法向加速度 
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r 加工段圆弧半径 

1  来自圆弧转接误差 

2  来自插补圆弧时产生的弓高误差 

cL  转接圆弧的弧长 

gl  过渡段长度 

sv  起点速度 

ev  终点速度 

N 插补点的个数 

maxa  机床最大加速度 

s  待插补曲线的位移 

maxj  最大加加速度 

accs  加速段位移 

decs  减速段位移 

it  S曲线中各个阶段所用的时间，
1,2,3,4,5,6,7i   

5. 模型建立 

5.1 坐标系的确定原则 

机床坐标系的规定：标准的机床坐标系是一个右手笛卡尔直角坐标系。 

如图 1 所示，在折线型加工过程中，当刀具运行轨迹绕过拐点 B，为确保进给过程

中运行平稳和高效，认为刀具将会以一定速度绕过拐点 B。给定折线中两段刀具轨迹 AB、

BC，假设在 AB 段上终点的速度为 1v ,在 BC 段上起点的速度为 2v ，为了保证速度平稳，

在拐点前后速度大小相等，即 1 2v v ，并且都不为 0，只是速度矢量的方向发生了变化。 



8 

 

 

图 1 折线在直角坐标系中的表示 

设 A 点坐标为  1 1 1, ,x y z ，B 点坐标为  2 2 2, ,x y z ，C 点坐标为  3 3 3, ,x y z ，则得 

2 1 2 1 2 1( , , )AB x x y y z z   


 

3 2 3 2 3 2( , , )BC x x y y z z   


2 1 3 2 2 1 3 2 2 1 3 2( )( ) ( )( ) ( )( )AB BC x x x x y y y y z z z z         
 

, 

2 2 2

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( )AB x x y y z z     


, 2 2 2

3 2 3 2 3 2( ) ( ) ( )BC x x y y z z     


 

设折线夹角为 θ，则 cos( )
AB BC

AB BC
 


 



 

  ，设直线 AB 与 x 轴、y 轴、z 轴的夹角分

别为 1 、 1 、 1 ，直线 BC 与 x 轴、y 轴、z 轴的夹角分别为 2 、 2 、 2 ，则 2 1
1cos

x x

AB



  ，

2 1
1cos

y y

AB



  ， 2 1

1cos
z z

AB



  ， 3 2

2cos
x x

BC



  ， 3 2

2cos
y y

BC



  ， 3 2

2cos
z z

BC



  ，则

拐角前各个方向的速度为 1 1 1cosxv v   ， 1 1 1cosyv v   ， 1 1 1coszv v   ，拐角后各个方

向的速度为 2 2 2cosxv v   ， 2 2 2cosyv v   ， 2 2 2coszv v   。 

5.2 模型 I：折线段夹角过渡模型 

为了减少由柔性冲击所造成的机械振动，使刀具轨迹能够高速平滑过渡，需要在指

定加工误差（指在加工型线的法线方向上加工型线与刀具实际轨迹的差值的最大值）的

条件下，对折线段速度进行前瞻插补预处理。它能有效地缩短加工时间，减小机床振动，
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保护刀具免受冲击，提高加工质量，是在保证运动平稳性基础上提高加工效率的重要途

径。前瞻处理的主要任务是获取路径信息，并根据速度、加速度和加加速度等机床运动

约束条件和选定的加减速规律进行速度规划。对拐点速度和加速度同时进行约束，获得

加工过程中的最优进给速度，最大限度地提高数控加工效率。 

限制拐角处过渡速度的因素有二个方面：1、相邻两线段夹角允许速度最大速度 2、

最大速度限制。最终拐角最优速度为两个限制条件所求速度的最小值。考虑到因素 1，

我们将折线段夹角 θ 划分为三类情况[3]，讨论如下： 

（1）当折线段夹角为
2

3


   时，其过渡模型如图 2 所示，从图中可知其折线角度

过渡相对较平缓。对于该类情况，如果需要其最终的插补路径通过线段终点 B，那么该

插补的最终插补点将超过终点 B。对于此种情况，不管从插补的精度还是效率来考虑，

该插补过渡方式都是没有必要的。因此，在该情况下需要提前过渡，其插补过程如下图

插补线段 0 1B B 所示。提前过渡，就是在前一条线段的最后一个插补点处，通过牺牲拐角

处的误差，利用插补最后的一个插补周期直接过渡到下一条线段。如图所示，设直线段

0B B的长度为 1l ，直线段 1BB 的长度为 2l ，直线段 0 1B B 的长度为 3l ，若 0B 点为 1l 线段的最

终插补点，那么在下一个插补周期内的插补长度的终点是线段 2l 的 1B 点，同时 1B 点也是

线段 2l 的插补起点，这样就可以较平稳的过渡到下一个插补线段，即直接过渡法。 

 

图 2 折线段夹角为
2

3


   的过渡示意图 

根据最大误差、折线段夹角和插补周期，能够计算折线拐点速度 linkv ，其具体求解

方法如下： 

已知工件程序的编程进给速度为 v，插补点 0B 点速度为 linkv ，折线段夹角为θ，数控

系统插补周期为T ，设定的最大误差为 max ，加工过程中折线段的长度通常不是加工步

长的整数倍，所以在折线段拐角处必然产生链接误差，设以最大速度通过折线段产生的

形状误差为 ，刀具通过连接点B处的实际运动路径为 0 1B B ，其产生的误差 为B点到插

补 线 段 0 1B B 的 距 离 BD 。 则 根 据 正 弦 定 理 ， 0 1B BB 的 面 积 可 以 表 示 为
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0 1 1 2 3

1 1
sin( )

2 2
B BBS l l l      ，根据三角形余弦定理可以得到 2 2

3 1 2 1 22 cosl l l l l    ，则

以连接速度通过拐角所产生的误差为 1 2

2 2

1 2 1 2

sin

2 cos

l l

l l l l







 
，当数控系统以编程速度通

过折线段拐角时，所产生的连接误差最大，所以可得
1 2l l v T   ，当且仅当

1 2
2

v T
l l


 

时，误差 取得最大值，即
sin( )

8(1 cos( ))

v T  


 

  


 
，为了满足系统加工的误差要求，数控

系统以动态连接速度通过拐角所产生的连接误差
max  ，即 max

sin

8(1 cos )

linkv T 




 



，所以

可得 max 8(1 cos )

sin
linkv

T

 







。 

（2）当折线段夹角为
2

3 3

 
  时，如果采用(1)中的模型算法，将产生较大的弓高误

差，而且也有可能出现跨段的情况，这是高精度加工所不允许的。基于以上考虑，我们

将增加一个插补周期，并将线段的终点强行作为最终插补点，通过理论证明（见文献[3]）

可知其过渡过程不但没有增大加速度变化所引起的冲击，还减小了其冲击，该过渡模型

图 3 所示。最终插补点即拐角速度为 max

2cos( / 2)
link

a T
v




 （见文献[3]），其中 maxa 为系统允

许的最大加速度，T 为插补周期。 

 

图 3 折线段夹角为
2

3 3

 
  的过渡示意图 

（3）当折线段夹角为0
3


  时，速度方向变化比较大，若采用(1)和(2)中的模型算法，

合成速度的加减速次数减少，但各运动轴速度随着分量系数的变化而产生不同程度的跳

变，在拐角处系统产生较大的误差并对机床产生较大的冲击。这不但影响机床的加工精

度而且使机床的磨损严重，从而影响机械系统和刀具的使用寿命。因此采用空间圆弧转
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接模型[7]，在折线段间加入相切的空间圆弧，圆弧代替夹角，模型如图 4 所示，则线段

间将被光滑地连接成整体，加工效率会进一步提高，各运动轴由于转接圆弧的存在而主

动调整速度以适应后续段的需要，速度跳变得以避免。过渡小圆弧只是用来限制拐角速

度、降低误差的，实际刀具路径并不变化。 

 

图 4 折线段夹角为0
3


  的圆弧过渡示意图 

设进给法向加速度a与进给速度v及过渡圆弧半径r之间的关系为
2v

a
r

 ，则最大允许

速度为 max maxv a r  ，其中 maxa 为最大允许进给法向加速度。 

插入空间圆弧后应当保证其轨迹精度在最大允许误差 max 范围内。在加工过程中，

其误差由两部分构成，一部分来自圆弧转接误差 1 ，另一部分来自插补圆弧时产生的弓

高误差 2 ，即要求 1 2 max    ，其中 2

2
2

linkv T
r r


   。应当有 2 max / 2  ，取近似，

则有 max2
link

r
v

T


 。同时，使圆弧过渡有效，根据 Nyquist 采样定理[5]，在圆周上至少

应有两个以上的插补点。由于相邻两线段夹角 [ 0 , ]  ，因此需要满足条件

1c

l i n k

L
N

v T
  ，其中 N 表示插补点的个数， cL 表示转接圆弧的弧长， ( )cL r    ，即

要求
( )

link

r
v

T

 
 ，可得插补点速度为

max

( )
min , ,link

r
v v v

T

  
  

 
，两直线段过渡圆弧
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的圆心在折线段夹角的对称轴上，设拐角点到圆弧的最短距离为 ，则有sin
2

r

r







，

即
sin( / 2)

1 sin( / 2)
r

 





，过渡段

tan( / 2)
g

r
l


 ，若

1gl l 或
2gl l ，则取

1 2min( , )gl l l ，其中 1l

为加工段 1 的长度， 2l 为加工段 2 的长度。则由 1l , 2l ,θ 可反求出 v，进而求出插补点速

度为
max

( )
min , ,link

r
v v v

T

  
  

 
。 

5.3 模型 II：直线段与圆弧间的圆弧过渡模型 

当加工型线是由直线段和圆弧段（相切或不相切）组成的连续曲线，在指定加工误

差的条件下，不考虑瞬时启动加速度及瞬时启动速度，我们采用圆弧过渡模型[8]。如图

5 所示： 

 

图 5 直线段与圆弧间的圆弧过渡 

由于精确的计算两运动矢量相切的过渡圆弧比较繁琐，故可将圆弧段上的微段弦长

gl 来近似的求过渡圆弧。在误差允许的情况下，这就将直线段与圆弧间的圆弧过渡变为

直线段与直线段间的圆弧过渡，此时，需要加工段的夹角 1 要大于实际的夹角 ，且满

足 1

1

arcsin( )
2

gl

r
   ，其中 1r 为圆弧段的半径。其具体求解方法和直线段与直线段间的

过渡圆弧的求取方法相同。 

5.4 模型 III：圆弧插补算法 

对于圆弧的插补处理方法，在弓高误差和分辨率允许的情况下，我们以弦线逼近圆

弧，对圆弧进行平均分割，找到圆弧上的插补点，并可以求出各插补点的位置[9]。此圆

弧插补法基于时间分割法，以弧长为进给量，以含方向的圆心角为增量，以其正负判断
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进给方向，计算出下一插补点的坐标。下面以平面圆弧插补为例详述该插补法原理。 

不失一般性，在 X-Y 平面上，目标曲线圆弧方程为
cos

sin

X R

Y R









，目标曲线始于点

( , )s sS X Y ，终止点 ( , )e eE X Y ，当前点是 ( , )i i iP X Y ，下一个插补点为 1 1 1( , )i i iP X Y   ，如图 6

所示 

 

图 6 圆弧插补示意图 

设当前的插补周期为 sT ，进给速度为 v，以圆弧 1i iPP 的弧长 L 为进给量可得：

sL FT  ，圆弧 1i iPP 对应的圆心角为
2

L

R





 ，根据圆弧参数方程有

cos

sin

i i

i i

X R

Y R









，

由图可知，下一插补点的参数方程为
1 1

1 1

cos cos( ) cos sin

sin sin( ) cos sin

i i i i i

i i i i i

X R R X Y

Y R R Y X

    

    

 

 

    


    
。 

为避免硬件计算精度限制带来的累积误差，确保插补点始终落在圆弧上，算法采用

如下计算规则来计算 1 1( , )i iX Y  。首先由 1 cos sini i iX X Y    计算出 Xi+1 ，则

2 2

1 1i iY R X    ，其正负可在算法中根据的值判断。 

各轴的位移量为
1

1

i i

i i i

X X X

Y Y Y





  

  

 

5.5 模型 IV：S型曲线加减速模型 

目前，数控加工对单个坐标运动的控制方法有多种，其中较有代表性的是基于 S 型

曲线的加减速控制方法。其特点是将加减速过程分为 7 个阶段（每一段对应的加加速度

为常量）：加加速段、匀加速段、减加速段、匀速段、加减速段、匀减速段、减减速段，
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从而渐变地控制各段的加速度使机床运动速度按 S 型曲线形式平滑变化，以保证速度光

顺，加速度连续，在一定程度上增强机床运行的平稳性。 

在基于 S 型曲线的运动过程中，对于速度和加速度都有一定的限制性要求，速度V

不大于机床最大速度 maxV ，加速度 a 不大于机床最大加速度 maxa ，加加速度为常量 constJ 。

图 7 中各个阶段的速度、加速度、加加速度和位移随时间的变化规律公式如附录一所示。 

S 型加减速控制曲线如图 7 所示。（Matlab 程序见附录二） 

 

图 7 S 型加减速控制曲线的速度、加速度、加加速度随时间变化规律 

5.6 模型 V：S 型曲线规划算法 

在 S 型曲线加减速的运动过程中，对于速度和加速度都有一定的限制性要求，速度

v 不大于机床最大速度 maxv ，加速度 a 不大于机床最大加速度 maxa ，加加速度为常量

constJ 。由前面的讨论，根据给定的起点速度 sv 、指令速度 v、终点速度 ev （即模型 I 中

所说的最终插补点速度 linkv ）以及待插补曲线的位移 s ， S 曲线加减速可能不完整包含

所有的 7 段过程：加加速段、匀加速段、减加速段、匀速段、加减速段、匀减速段、减

减速段。S 曲线可能不含匀速段、匀加速段或匀减速段等，由此归纳出可能出现的 S 曲

线加减速方式[10]。 

首先根据 sv 、v、 ev 规划 S 曲线中的加速段及减速段，通过比较加减速段的总位移 s

与待插补曲线的位移 s 的关系确定是否含有匀速段。如不含匀速段，则求解整个过程中

所能达到的实际最大速度 v，并以此重新规划加速段及减速段。 

（1）S 曲线加速段是否含有匀加速段，可由给定的起点速度 sv 、指令速度 v、机床允许

的最大加速度 maxa 以及最大加加速度 maxj 确定。由 S 曲线特性可知，加加速段和减加速

段对称。且在加速过程中，应尽量满足加速度 a可达到 maxa 。 
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若
2

max

max

s

a
v v

j
  ，则加速过程中存在匀加速段，加速过程中三段时间 1t 、 2t 和 3t 分别

为
max

1

max

a
t

j
 ， 2 1

max

sv v
t t

a


  ， 3 1t t ； 

若
2

max

max

s

a
v v

j
  ，则加速过程中无匀加速段，加速过程中三段时间 1t 、 2t 和 3t 分别为

1

max

sv v
t

j


 ， 2 0t  ， 3 1t t 。加速过程中达到的实际最大加速度为 max max( )sa v v j   ，

将得到的 1t 、 2t 和 3t 代入，若 2 0t  ，则用 maxa 代替 maxa ，求出加速段位移，记为 accs 。 

按照相同的思路可规划出减速段中加减速段、匀减速段和减减速段各自的时间 5t 、

6t 和 7t ，求出减速段位移，记为 decs 。 

（2）若 acc decs s s  ，则 S 曲线含有匀速段，匀速段时间为 4
acc decs s s

t
v

 
 ； 

若
acc decs s s  ，则 S 曲线无匀速段，即

4 0t  ； 

若
acc decs s s  ，则加速过程中实际能达到的最大速度

maxv v  ，需要重新确定。下

面说明
maxv 的求解过程。 

首先假设实际最大速度
2

max
max

max

max( , )s e

a
v v v

j
   。以 ev 较大为例求出 maxv 。 

因 e sv v ，所以加速段包含加加速段、匀加速段以及减加速段。求出 maxv 后，将加

减速过程总位移 maxs 与待插补位移 s 比较。 

若 maxs s  ，则求出的 maxv 即为规划出来的实际最大速度，即 max maxv v 。 

若 maxs s  ，则实际最大速度为

4 2 2 22
max max max max max maxmax

max

max max

2 [ ( ) ( ) 2 ]

2 2

s e s ea j a v v j v v a j sa
v

j j

    
     

若 maxs s  ，则 S 曲线规划中匀加速度段和匀减速段不同时存在，需重新求解 maxv  

此时假设实际最大速度
2

max
max

max

min( , )s e

a
v v v

j
   。以 ev 较大为例求出 maxv 。 
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因 e sv v ，所以减速段包含加减速段和减减速段。求出 maxv 后，将加减速过程总位

移 maxs 与待插补位移 s 比较。 

若 maxs s  ，则求出的 maxv 即为规划出来的实际最大速度，即 max maxv v 。 

若 maxs s  ，则 S 曲线只有匀加速段（若 e sv v ）或者匀减速段（ e sv v ），需重新求

解 maxv 。 

若 maxs s  ，则 S 曲线不含匀加速段及匀减速段，需重新求解 maxv 。 

对于 maxs s  及 maxs s  这两种情况，可通过二分法迭代求解 maxv 。由于在某个确定的

速度 maxv 下，加减速过程的总位移 maxs 是 maxv 的单调增函数，因此迭代一定次数可最终求

出 maxv 。求出 maxv 后，将其代入变速段速度规划，即可最终完成 S 曲线规划，确定各阶

段的时间。 

6. 模型求解 

6.1 问题一：通过折线交点时对应各坐标运动速度的变化 

由 5.1 知，通过折线交点前各个方向的速度为 

1 1 1cosxv v   ； 

1 1 1cosyv v   ； 

1 1 1coszv v   ； 

通过后各个方向的速度为 2 2 2cosxv v   ， 2 2 2cosyv v   ， 2 2 2coszv v    

当折线段夹角为 135°时，采用模型 I（1）中的算法，当折线段夹角为 90°时，采用

模型 I（2）中的算法，都将带来各运动轴的速度跳变。直接过渡法保证了转接点的合成

速度大小不发生变化，但合成速度是个矢量，其方向将被动地跳变为下一段的路径方向，

这种方向的变化反应在各轴上即是速度的突变。 

6.2 问题二：圆弧半径的变化对算法效率的影响及示例检验 

（1）讨论圆弧半径 1r 的变化对算法效率的影响 
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当加工型线是由直线段和圆弧段（相切或不相切）组成的连续曲线，在指定加工误

差的条件下，不考虑瞬时启动加速度及瞬时启动速度，我们采用模型 II 中的圆弧过渡模

型。在误差允许的情况下，这就将直线段与圆弧间的圆弧过渡变为直线段与直线段间的

圆弧过渡，此时，需要加工段的夹角 1 要大于等于实际的夹角  ，且满足

1

1

arcsin( )
2

gl

r
   ，其中 1r 为圆弧段的半径。然后根据模型 I 中直线段与直线段间的圆

弧过渡求出的过渡速度表达式 1
max

( )
min , ,link

r
v v a r

T

  
  

 
，则可以看出，

1r 越大，

1 越小， linkv 越大，算法效率越高。 

（2）加工路径示例检验 

 

图 8 加工路径示意图 

如图 8 所示，因为不考虑瞬时启动加速度及瞬时启动速度，考虑到每个路径节点的

最大限制速度的不同，将加工路径分为以下五类：(1)圆弧路径：节点 3-4,5-6,7-8,9-10。

(2)直线段路径：节点 4-5,6-7,8-9。(3)直线段路径：节点 1-2。(4) 直线段路径：节点 2-3。

(5) 直线段路径：节点 10-11。 

步骤一：利用圆弧插补算法先求出满足误差和分辨率的圆弧上的插补点，再利用夹

角过渡模型求出满足精度的从直线到圆弧的过渡速度，并用 Matlab 编程算出过圆弧所

用时间（具体程序见附录四），过程与结果如下： 
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图 9 圆弧插补点示意图 

将加工路径中的圆弧处放大，如图 9 所示。利用圆弧插补算法，根据误差要求和几

何关系知， cos
2

r

r

 
 ， 0 1

sin
2 2

B B

r


 ，并且要求弦长 0 1B B 的长度是分辨率的整数倍，

即 0 1

0 80
B B

N


 
  
 

，其中是分辨率，取下整是为了满足误差条件，根据 r 和 求出

和 0 1B B ，取下整之后根据调整后的 0 1B B ，再反求出 ，将圆弧分成
2

n



 等份，也就

是圆弧插补次数，又因为    ，将圆弧
0 1B B 过渡看做折线段 0 1B BB 过渡，根据夹角

过渡模型，求出 0B 点的过渡速度 0 . 0 1 5 8 /l i n kv m s ，则加工圆弧所用时间为

0 0.0496
2 link

r
t s

v


  。 

步骤二：利用 S 型曲线规划算法，算出每类直线段路径所用时间。由步骤一知，节

点 3,4,5,6,7,8,9,10 处的速度大小为 linkv ，节点 1 处速度为 0，节点 2 处最大速度限制为

0.19m/min，节点 11 处最大速度限制为 0.13m/min，考虑已知给进速度和加速度的范围，

利用软件 Matlab 编程[6]，只需输入起点速度 sv 、指令速度 v、终点速度 ev ，根据待插补

曲线的位移 s 和节点速度限制，即可求出每个直线段路径所用时间，结果如下： 

1-2 段： 0 /sv m s ， 0.19 / 60 0.0032 /ev m s  ，则经过加加速段、减加速段、匀速

段，每个阶段所用时间为 1 3 0.1027T T s  ， 4 7.1352T s ，则从节点 1 到节点 2 所用时

间为 12 1 3 4 7.3406t T T T s    。 

2-3 段： 0.0032 /sv m s  ， 0.0158 /ev m s  ，则经过加加速段、减加速段、匀速段、
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减加速段、减减速段，每个阶段所用时间 1 3 0.2438T T s   ， 5 7 0.1314T T s   ，

4 17.4452T s  ，则从节点 2 到节点 3 所用时间为 23 1 3 4 5 7 18.1957t T T T T T s      。 

4-5 段，6-7 段，8-9 段： 0.0158 /sv m s ， 0.00158 /ev m s ，则经过加加速段、减

加速段、匀速段、加减速段、减减速段，每个阶段所用时间为 1 3 5 7 0.1314T T T T s    ， 

4 18.5868T s ， 则 从 节 点 1 到 节 点 2 所 用 时 间 为

45 67 89 1 3 4 5 7 19.1125t t t T T T T T s        。 

10-11 段： 0.0158 /sv m s ， 0 /ev m s ，则经过加加速段、减加速段、匀速段、减

加速段、减减速段，每个阶段所用时间 1 3 0.1314T T s   ， 5 7 0.2646T T s   ，

4 0.8610T s  ，则从节点 2 到节点 3 所用时间为 1011 1 3 4 5 7 1.653t T T T T T s      。 

根 据 步 骤 一 二 ， 算 出 从 节 点 1 再 回 到 节 点 11 所 用 总 时 间 为

11 12 23 45 1011 03 4 84.7252t t t t t t s      。 

6.3 问题三：加工路径示例检验 

考虑瞬时启动加速度及瞬时启动速度，利用问题二中检验方法，只需重新调整各节

点的速度，节点 1 的速度为 0.13m/min，节点 11 的速度为 0.13m/min，期间要求最大速

度为 1.26 m/min，节点 2 处最大速度限制为 0.19m/min，而圆弧节点的过渡速度仍为 linkv 。

计算结果如下： 

1-2 段： 0.13/ 60 0.0022 /sv m s  ， 0.19 / 60 0.0032 /ev m s  ，则经过加加速段、

减加速段、匀速段，每个阶段所用时间为 1 3 0.0577T T s  ， 4 7.1407T s ，则从节点 1

到节点 2 所用时间为 12 1 3 4 7.2561t T T T s    。 

10-11 段： 0.0158 /sv m s ， 0.0022 /ev m s ，则经过加加速段、减加速段、匀速段、

减加速段、减减速段，每个阶段所用时间 1 3 0.1314T T s   ， 5 7 0.2506T T s   ，

4 0.5846T s  ，则从节点 2 到节点 3 所用时间为 1011 1 3 4 5 7 1.3486t T T T T T s      。 
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求出从节点 1 再回到节点 1 所用总时间为 11 12 23 45 1011 03 4 84.3363t t t t t t s       

6.4 问题四：三次多项式加减速控制模型 [12] 

在高速加工过程中，S 曲线加减速模型，涉及参数较多，并且根据路径段长度有多

种变化，算法实现较复杂，为此，本文提出一种三次多项式加减速控制模型。 

为满足高速加工的要求，构造的加减速曲线必须满足速度变化平稳、加速度连续的

条件。由于绝对位移可通过平移得到，所以满足的边界条件为起始位移为 0，起始和终

止速度须与要求速度一致，而其始终点加速度为 0。由于速度、加速度和加加速度满足

导数关系，因此可以通过速度曲线的逐次求导获得其他特性曲线。速度曲线的三次多项

式构造函数可写成如下形式 2 3

1 2 3 4( ) ( 2 3 4 ) / mv u a a u a u a u t    ，式中 / mu t t ， mt 为加

速或减速过程所需的时间， [0, ]mt t ，可得加速度、加加速度曲线函数关系式为

2 2

2 3 4( ) (2 6 12 ) / ma u a a u a u t   ， 3

3 4( ) (6 24 ) / mj u a a u t  ，对速度公式积分可得位移曲线

函数为 2 3 4

0 1 2 3 4( )s u a a u a u a u a u     ，满足的边界条件为 (0) 0s  ， (0) sv v ， (1) ev v ，

(0) (1) 0a a  ，将边界条件代入上述表达式，可得三次多项式加减速控制模型的加加速

度、加速度、速度和位移曲线函数为 

2( ) 6( )(1 2 ) /e s mj u v v u t    

2( ) 6( )( ) /e s ma u v v u u t    

2 3( ) 3( ) 2( )s e s s ev u v v v u v v u      

3 4( ) ( ) 0.5( )m s e s m s e ms u t v u v v t u v v t u      

7. 模型分析与检验 

7.1 夹角过渡模型的检验[5] 

在折线段高速加工中，加工效率主要取决于满足精度条件下的过渡点许可速度即转

接 速 度 ， 考 虑 到 精 度 限 制 时 ， 直 接 过 渡 法 的 转 接 速 度 为

m a x m a x2
m i n ( , )

c o s ( / 2 ) 2 c o s ( / 2 )
t r a n s

a T
v

T



 



。以典型的加工过程为例，分别取加工条件 I（最大

速度 max 60 / minv m ，最大加速度 2

max /a m s=10 ，插补周期 1T ms ，允许插补误差

max 0.5um  ）和加工条件 II（ max 15 / minv m ， 2

max /a m s=1 ， 1T ms ， max 1um  ），
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对折线夹角
8

[0, ]
9


  进行转接速度计算。为进一步反映两种方法的关系，同时算出直

接 过 渡 法 的 许 可 速 度 mod 1elv 和 空 间 圆 弧 转 接 法 的 许 可 速 度 mod 2elv 的 比 值

m o d 1 m o d 2/e l e lv v  。结果参考文献[5],可以看出，基于空间圆弧转接的插补方法比直接过

渡法在转接点处可获得更高的进给速度，尤其在折线夹角范围 0, / 3 有更明显的优势。

由此说明夹角过渡模型（3）中空间圆弧过渡法效率提升优势明显。而当折线夹角范围

比较大时，直接过渡法就可以达到理想的效果，效率比较高，容易操作。 

7.2 三次多项式加减速控制模型检验 

对于三次多项式加减速控制模型，当 0.5u  时，加速度达到最大值，由此可得始速

度 sv 减 速 至 末 速 度 ev 所 需 时 间 m a x3 ( ) / 2m s et v v a  ， 则 最 大 理 论 减 速 距 离

2 2

m max0.5( ) 3( ) / 4d s e s es v v t v v a    ，三次多项式加减速控制模型速度 v、加速度 a 、加

加速度 j 的关系如图 10 所示（Matlab 程序见附录三）： 

 

图 10 三次多项式加减速控制模型关系图 

可见，三次多项式加减速控制模型始终能保证在高速运动过程中加速度曲线的连

续，从而消除了进给过程的冲击，使机床运行平稳。且该模型在变速过程中加加速度、

加速度、速度和位移的计算只涉及次数较少的四则运算，算法实现较简单。 

8. 模型评价 

8.1 模型的优点 

（1）本文中用到的夹角过渡模型，合理利用直接过渡法和圆弧过渡模型的优点，根据

夹角范围有不同的算法分析，有利于提高数控精度和加工效率。 
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（2）S 型曲线加减速算法，通过对启动阶段即高速阶段的加速度衰减，可实现加速度的

连续变化，来保证电动机性能的充分发挥和减小启动冲击，兼顾了运动效率和平

稳性，提高工件的表面质量。 

（3）三次多项式加减速控制模型始终能保证在高速运动过程中加速度曲线的连续，从

而消除了进给过程的冲击，使机床运行平稳。且该模型在变速过程中加加速度、

加速度、速度和位移的计算只涉及次数较少的四则运算，算法实现较简单。 

8.2 模型的不足 

（1）S型曲线加减速的模型是个分段连续函数，且随着运动参数的不同，函数的表达形

式将发生较大的变化，将给计算尤其是前瞻处理带来较大不便，特别对于一些变

化复杂的曲线，频繁地加减速会加大系统的计算量。 
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10．附录 

附录一：图 7中各个阶段速度、加速度、加加速度以及累计位移随时间的变化规律 

附录二：S型加减速控制曲线 Matlab 程序 

附录三：三次多项式加减速控制模型 Matlab 程序 

附录四：加工路径示例检验 Matlab 程序 

 


