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1 问题重述

1.1 问题背景

人体的每条染色体携带一个 DNA 分子，人的遗传密码由人体中的 DNA 携带。
DNA是由分别带有 A，T，C，G四种碱基的脱氧核苷酸链接组成的双螺旋长链分子。
在这条双螺旋的长链中，共有约 30亿个碱基对，而基因则是 DNA长链中有遗传效应
的一些片段。在组成 DNA的数量浩瀚的碱基对（或对应的脱氧核苷酸）中，有一些特
定位置的单个核苷酸经常发生变异引起 DNA的多态性，我们称之为位点。在 DNA长
链中，位点个数约为碱基对个数的 1/1000。由于位点在 DNA长链中出现频繁，多态性
丰富，近年来成为人们研究 DNA遗传信息的重要载体，被称为人类研究遗传学的第三
类遗传标记。大量研究表明，人体的许多表型性状差异以及对药物和疾病的易感性等
都可能与某些位点相关联，或和包含有多个位点的基因相关联。因此，定位与性状或疾
病相关联的位点在染色体或基因中的位置，能帮助研究人员了解性状和一些疾病的遗
传机理，也能使人们对致病位点加以干预，防止一些遗传病的发生。

近年来，研究人员大都采用全基因组的方法来确定致病位点或致病基因，具体做
法是：招募大量志愿者（样本），包括具有某种遗传病的人和健康的人，通常用 1表示
病人，0表示健康者。对每个样本，采用碱基（A，T，C，G）的编码方式来获取每个
位点的信息（因为染色体具有双螺旋结构，所以用两个碱基的组合表示一个位点的信
息）；例如本题中在位点 rs100015位置，不同样本的编码都是 T和 C的组合，有三种不
同编码方式 TT，TC和 CC。类似地其他的位点虽然碱基的组合不同，但也只有三种不
同编码。研究人员可以通过对样本的健康状况和位点编码的对比分析来确定致病位点，
从而发现遗传病或性状的遗传机理。

1.2 问题分析

为了通过全基因组的方法来确定致病位点或致病基因，本题提出了下面四个问题，
下面我们对问题进行重述，并简要叙述解决方案。

问题一、请用适当的方法，把 genotype.dat中每个位点的碱基（A，T，C，G）编
码方式转化成数值编码方式，便于进行数据分析。

解决方案：通过对每个位点所在列进行观察，我们发现每一列只有三种编码方式，
因此我们可以采用 0/1/2的方式对每一个位点进行编码，编码时我们考虑到了次脱氧核
苷酸（编码为 0）和主脱氧核苷酸（编码为 2）的问题，为后面的分析提供了方便。
问题二、根据附录中 1000个样本在某条有可能致病的染色体片段上的 9445个位

点的编码信息 (见 genotype.dat)和样本患有遗传疾病 A的信息（见 phenotype.txt文件）。
设计或采用一个方法，找出某种疾病最有可能的一个或几个致病位点，并给出相关的
理论依据。

解决方案：这里我们通过构造假设检验的方式来找出可能的致病位点，特别的为
了保证所得结果的可靠性，我们采用费舍尔精确检验、Cochran-Armitage trend 检验、
logistics回归中 β 是否为 0，这三种检验得到的 p值进行分析，同时我们也考虑到了多
重假设检验所带来的问题，对所得的 p值进行了修正。

问题三、同上题中的样本患有遗传疾病 A的信息（phenotype.txt文件）。现有 300
个基因，每个基因所包含的位点名称见文件夹 geneinfo中的 300个 dat文件，每个 dat
文件列出了对应基因所包含的位点 (位点信息见文件 genotype.dat)。由于可以把基因理
解为若干个位点组成的集合，遗传疾病与基因的关联性可以由基因中包含的位点的全
集或其子集合表现出来请找出与疾病最有可能相关的一个或几个基因，并说明理由。

解决方案：因为每个基因含有多个位点，为了充分利用每一个位点的信息，我们通
过费舍尔方法，分别对第二问中三种假设检验得到的 p值进行融合，通过融合后得到的
检验统计量对每一个基因与疾病的关联性进行假设检验，找出可能的致病基因。
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问题四、在问题二中，已知 9445个位点，其编码信息见 genotype.dat文件。在实际
的研究中，科研人员往往把相关的性状或疾病看成一个整体，然后来探寻与它们相关
的位点或基因。试根据 multiphenos.txt文件给出的 1000个样本的 10个相关联性状的信
息及其 9445个位点的编码信息 (见 genotype.dat)，找出与 multiphenos.txt中 10个性状有
关联的位点。

解决方案：我们使用了惩罚典型相关分析，并且通过最优缩放将位点的离散
数值编码转换为连续变量，便于进行关联计算。结果显示“rs351617”位点的致病
可能性最大，“rs7538876”位点和“rs4949516”位点致病可能性次之，“rs780983”位
点、“rs12746773”位点、“rs406985”位点和“rs716325”位点也有致病的可能性。
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2 模型假设与符号说明

2.1 符号说明

表 1 符号说明

I 样本数量
J 位点数量
D1 主脱氧核苷酸
D2 次脱氧核苷酸
sij 第 i个样本第 j 个位点的数值编码

P-value 假定值
pj 位点 j 的假定值
X2

k 自由度为 k服从 X2的假设检验
gjk 第 k个基因是否包含第 j 个位点
tj 第 j 个位点的自然底数值的二倍
χ2
m 自由度为m的卡方分布
σ2 第 k个基因对应的位点协方差之和
Ω t的协方差矩阵
ωT
i 第 i个特征的权重向量

ρu,v u和 v的 Pearson相关系数
Σij 第 i个向量与第 j 个向量的协方差
λ 拉格朗日系数
θ 拉格朗日系数
âk 第 k次迭代所估计的 X的权重向量
b̂k 第 k次迭代所估计的 Y的权重向量
x∗ 转换后得到的连续型变量
J 转换函数
Gj 指示矩阵
cj 变量 j 的分类量化结果
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3 问题一模型建立与求解

DNA即脱氧核糖核酸，是一种生物大分子，可组成遗传指令，引导生物发育与生
命机能运作。主要功能是信息储存，可比喻为“蓝图”或“食谱”。其中包含的指令，
是建构细胞内其他的化合物，如蛋白质与核糖核酸所需。带有蛋白质编码的 DNA片段
称为基因。DNA是一种长链聚合物，组成单位为四种脱氧核苷酸，即：腺嘌呤脱氧核
苷酸 (A)、胸腺嘧啶脱氧核苷酸 (T)、胞嘧啶脱氧核苷酸 (C)、鸟嘌呤脱氧核苷酸 (G)。
四种碱基两两配对，即（A-T，C-G相互作用）形成 DNA单体以及编码遗传信息的化
学结构。

在组成 DNA的数量浩瀚的碱基对（或对应的脱氧核苷酸）中，有一些特定位置的
单个核苷酸经常发生变异引起 DNA的多态性，我们称之为位点。在 DNA长链中，位
点个数约为碱基对个数的 1/1000。由于位点在 DNA长链中出现频繁，多态性丰富，近
年来成为人们研究 DNA遗传信息的重要载体，被称为人类研究遗传学的第三类遗传标
记。

通过对 1000个样本的位点信息的数据分析，我们可知，每个位点都包含两个碱基
对，即可用两个脱氧核苷酸表示，并且其编码方式有三种，即两个碱基对的排列方式
为 2*2-1。如位点“rs3094315”可用 C与 T的组合方式表示，其三种编码为 CC、TT与
TC。通过对每一个位点 1000个样本的两种脱氧核苷酸的数量进行统计，我们可得到该
位点的主脱氧核苷酸（数量多的脱氧核苷酸）与次脱氧核苷酸（数量少的脱氧核苷酸）。
再如“rs3094315”位点，1000个样本中，TT有 664个，TC有 293个，CC有 43个，
因此 T的数量为 1621个，C的数量为 379个，所以在该位点中 T为主脱氧核苷酸，C
为次脱氧核苷酸。文献 [1]中对基因型的编码方式，本文对位点碱基编码方式进行如下
的数值编码方式的转换。

假定数据为从 I 个个体中采集的 J个位点的信息，并且 J 远远大于 I，即 J ≫ I，
本文中，I = 1000，J = 9445。假设第 j 个位点包含的两种碱基分别为 D1，D2，其中
D1 为主脱氧核苷酸，D2 为次脱氧核苷酸。则第 i个个体的第 j 个位点的数值 sij 如公
式（1）所示

sij =


0, if D2D2

1, if D1D2or D2D1

2, if D1D1.

(1)

也即如果该位点包含两个主脱氧核苷酸则该位点编码为 2，如果该位点为杂合的（包含
一个主脱氧核苷酸和一个次脱氧核苷酸），该位点编码为 1，如果该位点包含两个次脱
氧核苷酸，该位点编码为 0。因此所有位点均为 0，1，2三种数值码。一段数值编码的
示意图如图 1所示。

图 1 数值编码示意图
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图 2 多重检验各类情况图列联表

4 问题二模型建立与求解

我们收集到了 1000个样本中患 A病的情况，其中 500人为 A病患组，另 500人为
对照组。本题要根据 1000个样本的患病情况以及与其对应的 9445个位点信息确定一个
或几个可能致病的位点。为解决此问题，本文采用了几种基于假设检验 p值的方法，这
里首先介绍一些假设检验的基本知识。

4.1 假设检验概述

设有M 个假设检验，H1, H2, ..., HM，相应的 p值为 p1, p2, ..., pM，通常情况下，如
果 p值小于 0.05，我们称这个假设检验是显著的。然而此处我们的问题是多重假设检验
问题以 0.05作为 p值的比较阈值是不合适的。具体原因如下：以 0.05为阈值时，对于
M 个假设检验，所有检验都正确的概率是 (1 − 0.05)M，即我们至少犯一个错误的概率
为 1− (1− 0.05)M，当M变大时该概率会很大，在我们的问题中M为 9445，该值近似
为 1。另一方面，由大数定律可知，在M = 9445阈值为 0.05条件下，平均意义下应该
有 9445 ∗ 0.05 ≈ 472个检验被拒绝。
因此我们应对 p值进行修正，一种方法采用比较常用的方法的 Bonferroni修正，即

将阈值改为 0.05/M = 0.05/9445 ≈ 5.3× 10−6. 另一种是控制错误发现率 FDR,{
E(V /R), if R > 0

0, if R = 0.
(2)

其中 V,R分别为M 个假设检验中被错误拒绝的检验的个数和拒绝的总个数，如图 2所
示：我们可以通过 Benjamini-Hochberg过程来达到控制 FDR的目的：

• 固定错误发现率，如 α = 0.05,对 p值排序 p(1) ≤ p(2) ≤ ... ≤ p(M)

•

L = max{j : p(j) < α
j

M
}

• 拒绝所有满足 p(j) ≤ p(L)的 Hj .

通过上面两种修正，我们便可以解决多重假设检验的问题。下面我们将分别采用费舍
尔精确检验、Cochran-Armitage trend检验、logistics回归中 β 是否为 0，这三种检验得
到的 p值进行分析。

4.2 费舍尔精确检验

费舍尔精确检验 [2]是一种通过分析列联表来判断统计显著性的检验方法。尽管经
常在样本数量较小的情况下应用，但它在任意样本数量下都是有效的。它是以它的发
明者 Ronald Fisher命名的，是精确检验方法的一种。之所以被称为精确检验是因为原
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表 2 某一统计量的示例列联表
Class1 Class2 Row Total

Case a b a+b
Control c d c+d

Column Total a+c b+d a+b+c+d=n

表 3 示例 2×3列联表
Class1 Class2 Class3 Row Total

Case a b c a+b+c
Control d e f d+e+f

Column Total a+d b+e c+f a+b+c+d+e+f=n

假设的偏差显著性（P-value）能够被准确计算出而不像其他统计实验方法依赖于样本
量的增大来近似给出假定值。
费舍尔检验多数情况下被用作对 2×2的列联表的检验。如果表的边缘分布（每类

的总数）是确定的，P-value能够从该检验中计算得到。当样本量比较大的时候，卡方
检验可以被用来处理 P-value估计，然而它给出的仅是 P-value的估计值。因为用来计
算检验的样本分布仅是理论卡方分布的近似，当样本量较小或者表中元素相差较大时，
这种近似是不准确的。

假设某一统计量的列联表如表2所示，其中行表示病例与对照。其 P-value是由公
式（3）的超几何分布给出。

p =

(
a+ b
a

)(
c+ d
c

)
(

n
a+ c

) =
(a+ b)!(c+ d)!(a+ c)!(b+ d)!

a!b!c!d!n!
(3)

其中
(

n
k

)
为二项式系数。

4.3 基于费舍尔精确检验的致病位点分析

如前文所述，费舍尔精确检验主要解决 2×2列联表的检验问题。而本文所研究的
问题为 2×3列联表的假设检验问题，为此，本文采用针对 2×3列联表的假设检验问题。
具体的对于此问题我们检验的原假设为：列联表的行中有病和无病两种情况关于列联
表的列中三种碱基编码方式的分布是相同的。此检验是合理的，因为原假设成立说明
有病无病不对对应位点碱基编码分布造成影响。

若某一采样的列联表如表3所示，则其 P-value由公式（4）给出。

p =
(a+ d)!(b+ e)!(c+ f)!(a+ d+ c)!(d+ e+ f)!

a!b!c!d!e!f !n!
(4)

这里我们以“rs3094315”位点为例来说明每个点位的P-value计算过程，“rs3094315”
位点的列连表如表4所示，其中列分类的“0”、“1”、“2”表示问题一中的数值编码。由
公式（4）可得“rs3094315”位点的 P-value如公式（5）所示。

prs3094315 =
43!× 293!× 664!× 500!× 500!

26!× 147!× 327!× 17!× 146!× 337!× 1000!
= 0.396 (5)

因此可知“rs3094315”位点的 P-value为 0.396，若以 0.05为为假设检验的接受概
10



表 4 “rs3094315”点位列联表
0 1 2 Row Total

Health 26 147 327 500
Disease 17 146 337 500

Column Total 43 293 664 1000

率，则该位点显然应该被拒绝，即该位点不是致病位点。这与我们的经验分析或直观感
受是吻合的。从表4中可以看出，无论从数量还是变化趋势来看，“rs3094315”位点的
健康与基本样本的“0”、“1”、“2”编码都比较相似，表明该位点在两类人群中并没有
明显的区别，因此该位点并不是致病位点。“rs3094315”位点的健康与疾病人群的编码
分布直方图如图 3所示，从该图中也可看出“rs3094315”位点的健康与疾病人群的编
码分布基本一致。

图 3 “rs3094315”位点的健康与疾病人群的编码分布直方图

对所有的 9445 个位点都做以上的分析，便可得到这 9445 个位点的 P-value。在
Bonferroni 修正下，阈值为 0.05/9445 ≈ 5.3 × 10−6，比此阈值小的 p 值只有一个
5.474047× 10−7，即选出的致病位点只有一个，为“rs2273298”位点，该位点的分布表
如表5所示，该位点的分布直方图如图 4所示。相比于“rs3094315”位点，“rs2273298”
位点的健康与疾病人群的编码分布差异较大。本文中也分别给出了选取了阈值为
1.0 × 10−3 与 1.0 × 10−4 时的结果，它们选出的致病位点的数量分别为 76 与 9 个。
不同阈值与它们选出的位点如表6所示。由此我们可得出结论，“rs2273298”位点的
致病嫌疑最大，“rs2250358”位点致病嫌疑次之，“rs12036216”位点、“rs4391636”
位点、“rs7368252”位点、“rs932372”位点、“rs7543405”位点、“rs9426306”位点与
“rs12145450”位点也有一定的致病嫌疑。进一步的我们采用控制 FDR在 0.05水平下的
方法进行 BH修正，修正后最小的 p值为 0.005170237为“rs2273298”位点，第二小的
p值即为 0.336419006，故只有“rs2273298”位点的检验是显著的，得到与 Bonferroni
修正一样的结论，故不对其他位点详细分析。

4.4 Cochran-Armitage trend检验

Cochran-Armitage trend也常被称为趋势卡方检验，该方法是检验基因型的 2× 3列
联表中一种常用方法，采用该方法的一个好处是可以充分利用第一问的编码方式，那里
我们把主脱氧核苷酸对编码为 2，次脱氧核苷酸对编码为 0。而 Cochran-Armitage trend
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表 5 “rs2273298”点位列联表
0 1 2 Row Total

Health 34 161 305 500
Disease 60 218 222 500

Column Total 94 379 527 1000

图 4 “rs2273298”位点的健康与疾病人群的编码分布直方图

检验恰好适用于这种编码是有序的情况。具体的对于我们的问题，原假设为列联表的
行中有病和无病两种情况关于列联表的列中三种碱基编码的有序趋势是相同的。此检
验是合理的，因为原假设成立说明有病无病不对对应位点碱基编码有序趋势造成影响。
下面给出该检验的检验统计量及其满足的分布，对于第 j 个位点 trend检验统计量

可以写成如下形式：

Tj =
n1 + 2n2 − p(N1 + 2N2)√

p(1− p)(N0N1 +N1N2 + 4N0N2)/I
, j = 1, ..., J (6)

其中:

p =

∑I
i=1 yi
I

, yi = 0, 1 (7)

na =
I∑

i=1

yiδ(sij = a), a = 1, 2; (8)

表 6 费舍尔精确检验得到的不同接受值与其选出的致病位点
阈值 位点数量 位点名称

1.0× 10−4 9
“rs12036216”、“rs4391636”、“rs7368252”
“rs2250358”、“rs2273298”、“rs932372”
“rs7543405”、“rs9426306”、“rs12145450”

1.0× 10−5 2 “rs2250358”、“rs2273298”
1.0× 10−6 1 “rs2273298”
1.0× 10−7 1 “rs2273298”

12



表 7 Cochran-Armitage trend检验得到的不同接受值与其选出的致病位点
阈值 位点数量 位点名称

1.0× 10−4 4 “rs12036216”、“rs2273298”、“rs932372”、“rs7543405”
1.0× 10−5 2 “rs2273298”
1.0× 10−6 1 “rs2273298”

表 8 logistic回归得到的不同接受值与其选出的致病位点
阈值 位点数量 位点名称

1.0× 10−4 3 “rs7368252”、“rs2273298”、“rs932372”
1.0× 10−5 2 “rs2273298”
1.0× 10−6 1 “rs2273298”

Nb =
I∑

i=1

δ(sij = b), a = 1, 2; (9)

上面的 δ(.)为示性函数，当括号内式子成立时取值为 1否则取值为 0。
原假设成立的条件下该统计量服从正态分布，我们可以由此计算出 genotype.dat中

每一列，即每一个位点相应得 p值，具体计算采用了R语言的 coin包中的 independencetest
函数，算得 p值，下面表给出比较显著的几个位点并加以分析：
对所有的 9445 个位点都做以上的分析，便可得到这 9445 个位点的 P-value。在

Bonferroni 修正下，阈值为 0.05/9445 ≈ 5.3 × 10−6，比此阈值小的 p 值只有一个
1.672333 × 10−7 即选出的致病位点只有一个，为“rs2273298”位点，与上面基于费
舍尔精确检验得到的位点一致。同样上表中也给出了以 1.0× 10−4作为阈值所得到的位
点：“rs12036216”、“rs2273298”、“rs932372”、“rs7543405”，对比费舍尔精确检验中
得到的位点，发现他们都出现在了费舍尔精确检验所得到的位点中。由此可以进一步
确定“rs2273298”的致病性，以及“rs12036216”、“rs932372”、“rs7543405”的可能致
病性。进一步的我们采用控制 FDR在 0.05水平下的方法进行 B-H修正，修正后最小
的 p值为 0.001579518为“rs2273298”位点，第二小的 p值即为 0.252081234，故只有
“rs2273298”位点的检验是显著的，得到与 Bonferroni修正一样的结论，故不对其他位
点详细分析。

4.5 基于 logistic回归给出的检验

logistic回归与线性回归类似，只是因变量不再是连续变量而是 0/1的变量。我么可
以把 logistic回归应用于该问题的每一个位点。具体的：对于样本中的第 i个观测，因
变量 Yi取值为 phenotype.txt中的 0/1，自变量 Xi为 genotype.dat中每列编码后的 0/1/2。
相应的有 logistic回归模型如下：

logit(Pi) = β0 + β1Xi (10)

其中 Pi = E(Yi|Xi),logit(Pi) = log Pi

1−Pi
. 我们可以对 logistic回归中的 β1 是否为 0进行

假设检验，这样检验对于我们的问题是合理的，因为若原假设成立即 β1 = 0，则说明
Pi = E(Yi|Xi)的值不受位点碱基编码的取值 Xi的影响。检验 β1是否为 0的方法很多，
我们这里直接使用 R语言中 glm模型所输出的检验 p值，下表中给出 p值比较显著的
几个位点并加以分析：

对所有的 9445 个位点都做以上的分析，便可得到这 9445 个位点的 P-value。在
Bonferroni 修正下，阈值为 0.05/9445 ≈ 5.3 × 10−6，比此阈值小的 p 值只有一个
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2.265398 × 10−7 即选出的致病位点只有一个，为“rs2273298”位点，与上面基于费
舍尔精确检验，Cochran-Armitage trend检验得到的位点一致。同样上表中也给出了以
1.0× 10−4作为阈值所得到的位点：“rs7368252”、“rs2273298”、“rs932372”，对比费舍
尔精确检验中得到的位点，发现他们都出现在了费舍尔精确检验所得到的位点中，并且
与 Cochran-Armitage trend检验得到的位点也只有一个是不同的。由此可以进一步确定
“rs2273298”的致病性，以及“rs7368252”、“rs932372”的可能致病性进一步的我们采
用控制 FDR在 0.05水平下的方法进行 B-H修正，修正后最小的 p值为 0.002139668为
“rs2273298”位点，第二小的 p值即为 0.301113036，故只有“rs2273298”位点的检验
是显著的，得到与 Bonferroni修正一样的结论，故不对其他位点详细分析。

4.6 本章小结

上面我们分别采用费舍尔精确检验、Cochran-Armitage trend 检验、logistics 回归
中 β 是否为 0，这三种检验对 9445 个位点分别进行了分析，根据每个位点 P-value
值的大小来判定该位点是否为致病位点, 特别的我们考虑了多重检验问题，并采
用了 Bonferroni 修正和 B-H 过程对 p 值进行了修正。三种检验下都选出了的致病
位点为”rs2273298”，如图 5 所示： 图中横坐标为 9445 个位点在 genotype.dat 中顺

图 5 9445个位点 P-value以 10为底的对数图

序，纵坐标为费舍尔精确检验中 p 值得变换 −log10(p), 蓝线为纵坐标 5，与阈值中
10−5 对应，可以明显的看到，阈值以上的只有标注出来的“rs2273298”这一个位
点。除了“rs2273298”位点以外，“rs932372”位点在三种方法下都是相对显著的，
“rs12036216”、“rs7543405”、“rs7368252”都在两种方法下相对显著，因此我们有足够
的理由相信这四个位点可能为致病位点。最后“rs4391636”、“rs7368252”、“s2250358”、
“rs9426306”、“rs12145450”在费舍尔精确检验下相对显著，它们也值得进一步研究。
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5 问题三模型建立与求解

现有 300个基因并且已知它们所包含的位点，利用问题二得到的每个位点与致病性
之间的关系，需要找出 300个基因中可能的致病基因。这里我们基于问题二中三种检验
方法得到的每个位点的 P-value，通过费舍尔方法对相应 p值进行融合，找出致病概率
较大的基因。

5.1 费舍尔方法

统计学中，费舍尔方法 (Fisher’s method)[3, 4]，也被称作费舍尔联合概率检验是一
种用来做数据融合或元分析 (meta-analysis)的方法。可以利用该方法将同一原假设 H0

的多次独立检验结果结合到一起，对多次检验进行整体的检验。
费舍尔方法结合每次检验的 P-value，把它们以公式（11）统一到一个检验统计

（X2）中。

X2
2k ∼ −2

k∑
i=1

ln(pi) (11)

其中 pi为第 i次假设检验的 P-value。当 P-value较小时，检验统计 X2较大，表明对于
每一次检验原假设都被拒绝。当所有的原假设都为真并且 pi（或者它们对应的检验统
计）是独立的，X2是以 2k为自由度的卡方分布，其中 k为被联合的检验次数。这一性
质能够被用来决定 X2的 P-value。

下面解释下为什么检验统计量 X2 的分布是卡方分布。对于第 i次检验在原假设成
立的条件下，P-value pi 服从 [0, 1]上的均匀分布。均匀分布的负自然对数服从指数分
布，指数分布乘以 2后服从自由度为 2的卡方分布。最后，k个自由度为 2的独立卡方
分布的和服从自由度为 2k的卡方分布。有了该检验统计量的分布，我们便可以基于它
进行假设检验。

5.2 基于费舍尔方法的致病基因定位

首先定义一个指示函数 gjk，其定义如公式（12）所示。并且自由度为 2的卡方分
布为 tj = −2 ln pj。基于费舍尔方法，每一个基因的显著性可有公式（13）计算得到

gjk =

{
1, if the jth SNP is in the ith gene

0, otherwise.
(12)

9445∑
j=1

gjktj ∼ χ2
m (13)

其中 m = 2
∑9445

j=1 gjk。得到每个位点的显著性信息之后，我们用卡方分布对其进行检
验。

首先，给出融合费舍尔精确检验得到的 p值，其结果如图 6，为了便于观察，我们
对 p进行− log10 p变换，并且纵坐标以 4为界画线。由图中可知，该方法选择的可能致
病的基因为 102、217、265与 293。其中第 102号基因中包含 10个位点，且其中有问
题二中选出的致病位点“rs2273298”，而其他位点基因包含的位点较多，第 217号基因
包含 20个位点，第 265与第 293号基因分别包含 56与 60个位点，且这三个基因中都
不包含“rs2273298”位点。因此，本文考虑第 102号是最有可能致病的基因。接下来
我们融合 Cochran-Armitage trend检验的到的 p值，结果如图 7所示，所选出来的四个
致病基因分别为 55、102、217、293，与费舍尔精确检验得到的 P-value计算出来的致
病基因基本吻合。
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图 6 费舍尔精确检验得到的 300个基因的 −10 log p

图 7 Cochran-Armitage trend检验方法得到的 300个基因的 −10 log p

此外，本文也采用了用 logistic回归方法进行了 p值计算，并把它们用上述的费舍
尔方法计算统计重要性，结果如图 8所示，所选出来的四个致病基因分别为 55、102、
217、293，与费舍尔精确检验得到的 P-value计算出来的致病基因基本吻合。

5.3 基于布朗近似的致病基因的定位

尽管费舍尔方法非常简洁，并且 Little与 Folks[5]证明在检验的数量增加的情况下，
费舍尔方法是渐进 Bahadur最优的。然而位点间的独立假设并不能被保证，因此基于独
立假设的基因重要性分析的效果会大打折扣，出现 false positive结果。因此本文中尝试
了布朗近似（Brown’s approximation）方法 [6]，如公式（14）所示。

2m
∑9445

j=1 gjktj

σ2
∼ χ2

2m2/σ2 (14)
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图 8 以 logstic方法得到的 P-value计算的 300个基因的 −10 log p

其中 σ2 = gTjkΩgjk，Ω为 t = [t1, t2, . . . , t300]的协方差矩阵。Brown在他的文章中指出
在 tj 不是高度负相关时，布朗近似可取得较好效果。因为此处协方差矩阵 Ω是未知的，
我们需要对它进行估计。我们选择对 1000个样本的健康与否的二值进行洗牌的方式估
计 t的协方差矩阵，本文中洗牌的次数为 100次。用布朗近似得到的图如图 9所示，从
图中可知，该方法得到的致病基因为 102。

图 9 以布朗近似方法得到的 P-value计算的 300个基因的 −10 log p

5.4 本章小结

本文采用费舍尔方法对致病基因进行估计，分别对由费舍尔精确检验得到的 P-
value与 logistic回归方法得到的 P-value进行重要性分析，二者均得到四个致病基因，
且其中有三个是重合的。由于费舍尔方法没有考虑位点之间的依赖关系，我们又采用
了布朗近似对数据进行了分析，得到的致病基因与费舍尔方法得到的大体一致，但可
减小 false positive rate。最终我们得到 102号基因致病几率最大，55、217、265、293号
基因也有致病嫌疑。
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6 问题四模型建立与求解

在实际的研究中，科研人员往往把相关的性状或疾病看成一个整体，然后来探寻与
它们相关的位点或基因。现已知 10种相关联的疾病的 1000个样本的位点信息，根据这
些信息确定可能的致病位点。为此本文采用改进的典型关联分析（canonical correlation
analysis）方法对 10种疾病与 9445个位点这两组数据进行关联分析。

6.1 典型关联分析

在线性回归中，我们使用直线来拟合样本点，寻找 n维特征向量X和输出结果（或
者叫做 label）Y之间的线性关系。其中 X ∈ Rn，Y ∈ R。然而当 Y也是多维时，或者
说 Y也有多个特征时，我们希望分析出 X和 Y的关系。当然我们仍然可以使用回归的
方法来分析，做法如下：假设 X ∈ Rn，Y ∈ Rm，那么可以建立等式（15）。

y1
y2
...
ym

 =


w11 w12 · · · w1n

w21 w22 · · · w2n
... ... ... ...

wm1 wm2 · · · wmn



x1

x2
...
xn

 (15)

其中 yi = wT
i x，形式和线性回归一样，需要训练 m次得到 m个 wi。这样做的一个缺点

是，Y中的每个特征都与 X的所有特征关联，Y中的特征之间没有什么联系。我们想
换一种思路来看这个问题，如果将 X和 Y都看成整体，考察这两个整体之间的关系。
我们将整体表示成 X和 Y各自特征间的线性组合，也就是考察 aTx和 bTy之间的关系。
这样的应用其实很多，举个简单的例子。我们想考察一个人解题能力 X（解题速度 x1，
解题正确率 x2）与他/她的阅读能力 Y（阅读速度 y1，理解程度 y2）之间的关系，那么
形式化为 u = a1x1 + a2x2 和 v = b1y1 + b2y2，然后利用 Pearson相关系数（16）来度量
u和 v的关系。

ρu,v = corr(u, v) =
cov(u, v)

σuσv

=
E[(u− µu)(v − µv)]

σuσv

(16)

我们期望寻求一组最优的解 a和 b，使得 Corr(u, v)最大，这样得到的 a和 b就是使得
u和 v就有最大关联的权重。求解 a、b为一个优化问题，构造如公式（6.1）的优化问
题

max aTΣ12b

Subject to aTΣ11a = 1 (17)
bTΣ22b = 1

其中，Σ11 与 Σ22 分别为 X与 Y的方差，Σ12 是它们之间的协方差。求解方法是构造
Lagrangian等式（18）。

L = aTΣ12b−
λ

2
(aTΣ11a− 1)− θ

2
(bTΣ22b− 1) (18)

由于篇幅限制，我们在这里不做求解的推导。
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6.2 基于改进关联分析的致病位点研究

我们的目标是根据给出的 1000个样本的 10种疾病性状从 9445个位点中找出致病
位点，位点之间是有相互关联的，而且 10 种疾病之间也是有相互关联的，这种关联
不一定是线性关联，而且我们的位点编码方式为 0、1、2三个整数值所承载的信息有
限。基于 [7]，我们在这里利用带惩罚的 CCA并用使用最优缩放来解决这一问题。惩罚
CCA[8]的算法6.1：

算法 6.1 惩罚关联分析

1. 标准化 Y和 X.

2. 设置 k← 0.

3. 任意设置初始值 û1 与 v̂1。例如设置 û1 ← xr， v̂1 ← ys，使得 |cor(xr, ys)| =
max(|cor(xj, yi)|)，其中 r ∈ (1, . . . , n)，s ∈ (1, . . . ,m)，j = 1, . . . , n与 i = 1, . . . ,m。

4. 如下迭代计算 u，v，a，b：

Repeat

(a) k ← k + 1

(b) ûk ← Y âk−1，v̂k ← Xb̂k−1（其中 v̂1与 û1由第三步给出）。

(c)最小化 ûk 与 X 之间的距离得到变换矩阵 X∗

c̃j = (GT
j Gj)

−1GT
j (û

k)

其中 Gj 是以变量 j 和 gj 为自变量的 n × gj 的指示矩阵，gj 为变量 j 的种类。限定 c̃j
得到 c∗j。因此 x∗

j = Gjc
∗
j，标准化 X∗。

(d)利用 UST计算 âk 和 b̂k。

âki = (|v̂kTyi| −
λY

2
)+sign(v̂

kTyi)

b̂kj = (|ûkTx∗
j | −

λX

2
)+sign(û

kx∗
j)

(e)标准化 âk 和 b̂k 直到 âk 和 b̂k 收敛。

算法6.1中的 x∗
j 是通过最优缩放得到的。通过最优缩放可将离散型的位点数值编码

转换成连续型的变量。换言之，数值编码 xj 通过一种满足位点性质的变换（公式19）
转换成连续型变量 x∗

j

x∗
j = Jj[xj] (19)

其中 Jj 是 j 的测量转换，并且受到测量尺度的约束。
每个位点有三种编码方式：（1）两个主脱氧核苷酸 2，（2）一个主脱氧核苷酸一个

次脱氧核苷酸，（3）两个次脱氧核苷酸 0。这些编码方式会有附加的、决定性的、隐性
的或者无效的。这个信息决定了相应的转换变量的顺序：

Jj : (xaj < xbj < xcj)←

{
(x∗

aj ≤ x∗
bj ≤ x∗

cj), or

x∗
aj ≥ x∗

bj ≥ x∗
cj, .

(20)
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其中 a : 2，b : 1，c : 0。公式（20）表明杂合形式的位点效果介于其他二者之间。可能
的变换如下：

• 附加效果

{
(x∗

aj < x∗
bj < x∗

cj), or

(x∗
aj > x∗

bj > x∗
cj), .

• 隐性效果

{
(x∗

aj > x∗
bj = x∗

cj), or

(x∗
aj = x∗

bj < x∗
cj), .

• 决定效果

{
(x∗

aj < x∗
bj = x∗

cj), or

(x∗
aj = x∗

bj > x∗
cj), .

• 恒定效果 (x∗
aj = x∗

bj = x∗
cj)

有了这些约束，CCA中的最优缩放计算方法如下。一个 n × q 矩阵 X，包含 q 个
位点信息，这些样本信息是从 n个个体采集而来的并且其响应变量为 û。令 Gj 为变量
j的 n× gj 的指示矩阵。其中 gj 为变量 j的种类总数。cj 是变量 j的分类量化结果。进
而最优缩放如算法（6.2）所示。

算法 6.2 最优缩放

1. 标准化数据，使得平均值 (Gjcj) = 0，cTj G
T
j Gjcj = n。并且平均值 (û) = 0，ûT û = n。

2. 设置初始值 vj = cor(û, xj)，z =
∑q

j=1 vjGjcj。

3. 将 X 转换为 X∗:

For j = 1, . . . , q

(a)从 z中移除变量 j：zj = z − vjGjcj

(b)计算 cj 的非约束变换：c̃j = (GT
j Gj)

−1GT
j (û− zj)

(c)约束并标准化 c̃j 得到 c∗j

(d)更新 vj：v∗j = n−1c̃Tj (G
T
j Gj)c

∗
j

(e)更新 z：z = zj + v∗jGjc
∗
j

直到 v收敛。

基于惩罚 CCA，我们得到了权重向量，并把权重向量进行归一化，以 10为权重
的最大值，得到的权重图如图 10 所示。由图可知，“rs351617”位点的致病可能性最
大，“rs7538876”位点和“rs4949516”位点致病可能次之，“rs780983”位点、“rs12746773”
位点、“rs406985”位点和“rs716325”位点也有致病的可能。

6.3 本章小结

针对多性状多位点的相互关联问题，我们采用改进关联分析方法对两个集合的关
联性进行了分析。传统的关联分析只能解决线性关联。为此我们使用了惩罚典型相关
分析，并且通过最优缩放将位点的离散数值编码转换为连续变量，便于进行关联计算。
结果显示有 7个位点治病可能性较大，另外有 23个位点也有致病的可能性。
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图 10 各位点的权重图
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7 总结

本文主要研究了三个问题。在对位点类型进行 0、1、2数值编码的基础上，我们首
先对致病位点进行了研究。采用的方法为假设检验的方法，并用三种不同的检验方法分
别对数据进行了处理，即费舍尔精确检验、logistic回归检验和 Cochran-Armitage trend
检验。三种方法得到的结果基本一致，即“rs2273298”位点的致病可能性最大。在对
三百个含不同位点的基因进行致病性研究的时候，我们首先采用了费舍尔方法对每个
基因的致病概率进行分析。由于费舍尔方法假定位点间是相互独立的，这就使得位点
间可能存在相互依赖关系被忽略了，可能会造成结果的不准确。为此，我们又采用了布
朗方法定位致病基因，结果显示布朗方法与费舍尔方法得到的结果非常相近。而且我
们也分别用上一问题的三种检验方法得到的 P-value来进行布朗方法与费舍尔方法的计
算，结果也趋于一致。结果表明 102号基因的致病概率最大。

在对 10种相关联的疾病的致病位点定位问题中，我们使用典型关联分析（CCA）
方法。由于传统 CCA方法只能处理线性关联，而且由于位点的数值编码仅为 0、1、2
三个数值，信息量较少，直接采用基本的 CCA方法会带来较大误差甚至找到不正确的
位点（即 false positive）。因此本文中使用了带最优缩放的惩罚 CCA方法，最优缩放可
将位点的数值编码转换为连续变量，惩罚 CCA考虑了每个变量集合内部不同元素之间
的非线性相关关系。结果表明“rs351617”位点的致病可能性最大。由于本文的模型都
是基于假设检验以及关联分析这两种统计学方法的，因此结果给出的都是位点或基因
的致病概率，使用不同的接受值得到的致病位点或基因的数量可能有所不同。而且由
于目前还没有一个统一的、公认的最优接受值，因此模型所给出的结果具有一定的不
确定性。在将来的工作及研究中，我们考虑首先根据已知信息进行数据分析，这可加强
问题的约束。增加更多的紧约束，可降低结果的不确定性。
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