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数数学学建建模模竞竞赛赛 

 
题 目       军事行动避空侦察的时机和路线选择 

摘       要： 
大型国防工程施工、武器装备实验或部队大规模移动的隐蔽性关系到国家安

全以及战争胜败，因此研究卫星的运行规律以及采取合理的手段对付卫星侦察显

得尤为重要。本文在此背景下，研究了 1）三种卫星（Q，L 和 K）的运行规律，

根据此规律预测卫星在未来时刻的过顶信息，监测薄弱环节，并提出规避时间或

应对措施；2）部队大规模转移时为应对卫星侦测所采取的策略；以及 3）利用

移动导弹发射装置规避卫星侦察的可行性、条件和方式。本文主要以星下点轨迹

为切入点，对卫星的运行规律做了详尽的研究。 
对于问题一，我们首先根据卫星的特点，建立了卫星方位角与经纬度的转换

模型以及近圆轨道卫星星下点轨迹的数学模型。利用附件 1 提供的 Q 型和 L 型

卫星的参数描绘出各自的一条星下点轨迹，根据已经观测到的数据，验证星下点

轨迹的平移特性。为了更好地反映运动规律，本文对星下点轨迹的平移经度做了

修正，以提高预测精度。经预测，Q 型卫星在 D3 和 D5 天分别有 3 次和 2 次的

过顶时刻，该卫星在 D3 和 D5 天能够侦测到施工区域的时刻分别有 4 次和 4 次，

施工时应避开这些时段。对于 L 型卫星，由于它们是双星网组，我们在分别分

析和验证了单独的运行规律后，专门研究了两颗卫星的相位差，约为 180°。双

星组合的侦测能力大大地提高，每天路过施工区域的高达 8 次之多，且由于其周

期接近，相位相差 180°，两个卫星的侦测时段能比较均匀地分布在一天之内，

威胁性较强。我们预测了 8 月 23 日两个卫星的过顶信息 8 次和确保安全的施工

应避开的时段 11 次。对于 K 型卫星，我们研究了观察站观测时差和卫星运行周

期的关系，结合 Q 型卫星和 L 型卫星的运行特点，首先拟合了过观测区域的升

星下点轨迹和降星下点轨迹。其次，为了精确计算出星下点轨迹的平移周期，我

们提出利用最小误差法将一个模糊周期确定到精确值的算法。结合算法的特点，

我们得出结论：该卫星已经被连续观察最少 3 次才能够确定下次被观测到的情

况，且观察次数越多，预报精度越高。详细数据请参考附件。 
对于问题二，我们首先研究了新疆地区的高速公路信息，并获取相关经纬度

数据。基于总行车时间最短的原则，我们选取了从阿勒泰经喀什到和田的行车路

径。结合 Q 型卫星和 L1 型卫星的运行规律和侦测区域大小，研究这两颗卫星扫

掠行车路径的时间和部队当前的位置。往返过程中均需两次停车休息，去程大约

花费 53 小时 37 分钟，回程大约花费 46 小时 20 分钟。行车路程中需要规避 Q
和 L1 型卫星侦测的具体数据见附件。 
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对于问题三，我们利用卫星相邻经过目标区域的时间差来躲避侦察。特别对

于相邻两次进入目标区域上升和下降方向不同时，两次的时间相差比较大，可以

使移动导弹装置利用这个时间差，尽量朝与下一个区域相会时间短的方向移动，

对于避无可避的情况，主要采取一些伪装的方式来掩护。 
 
关键词：避空侦察，星下点轨迹，最小误差法，应对策略 
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1 问题重述 

1.1 问题背景 
卫星侦察是利用卫星搭载光电遥感器、雷达或者无线电接收机等侦察设备，

从卫星运行轨道上对地面、海洋或空中目标实施侦察、监视或跟踪，以获取目标

辐射、反射或发射的光或电磁波等信息，从中提取军事情报的一种侦察方式。 

大型国防工程施工、武器装备实验或部队大规模移动的隐蔽性关系到国家安

全以及战争胜败，通常采用“避、变、骗、反”四种手段对付卫星侦察。“避”，

就是掌握卫星运行规律，避开卫星过顶的时间段组织行动；“变”，就是针对侦

察卫星的特点，相应地改变地面部队的活动规律，减弱卫星侦察的效果；“骗”，

就是将军事目标伪装成非军事目标；“反”，就是利用各种武器摧毁卫星上的设

备或卫星载体。无论哪种方式，都必须准确掌握卫星的运行规律。 

1.2 问题分析 
卫星轨道的形状和大小是由长轴和短轴决定的，而交点角 Ω、近地点幅角 ω

和轨道倾角 i 则决定了轨道在空间的方位，如图 1 所示，这五个参数称为卫星轨

道要素或者根数。有时还加上过近地点时刻 t0，合称为六要素。有了这六要素，

就可知道任何时刻卫星在空间的位置。因此，对军事卫星以及其它对国家利益产

生重大影响的卫星，其根数被作为国家机密严格保密。 
 

 
图 1 卫星轨道图 

 
卫星与地球中心连线在地球表面的交点称为星下点。卫星运动和地球自转使

星下点在地面移动所画出的轨迹称为星下点轨迹。不同的运行轨道会产生不同的

星下点轨迹；并且，由于地球不停地自转，卫星沿轨道运行时，其后一圈的星下

点轨迹一般不再重复前一圈的星下点轨迹。本题的主要关注点在于准确判断卫星

的星下点轨迹何时经过给定地域。 
卫星在太空中运行时，会实时地向地面发射出“信标信号”，用于地面站对

卫星的自动跟踪（其它功能与本题无关），保证卫星不会失控。这是一个频率和

幅度都固定的信号，各星不同且不会改变。当地面观察站的天线对准卫星时，就
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会接收到这组信号，据此可以判断卫星的位置，从而实现对卫星的追踪。尽管卫

星的侦察范围很大，但仅在星下点处侦察效果最好。为简单计，本题约定，对区

域目标，卫星星下点进、出给定区域的时间区间称为卫星的过顶时间。 
具体需通过数学建模，解决以下问题： 
问题一：某地域（地图坐标：北纬 31.90～32.25 度；东经 118.02～118.91

度）内拟建设一大型国防工程，计划利用境外卫星过顶的间隙组织施工。该地域

长期受 Q 型、L 型卫星（有关数据见附件 1）监视。附件 2-1、附件 2-2、附件

2-3 是 Q 型、L 型、K 型卫星被配置在该区域内某观察站（北纬：32.0209 度；

东经: 118.7681 度）观测到的情况，请你们据此完成以下任务（注：附件中数据

不是附件 4 中定义的“过顶时间”，而是观察站本次最早观察到卫星的时刻、卫

星与观察站距离最近的时刻和本次观察结束的时刻，但它们之间可以换算）： 
1. 附件 2-1 给出了 D0、D1、D2 日 Q 型卫星被该观察站观测到的情况，请

预测此后一天（D3）、此后三天（D5）的卫星被观测到的情况及过顶情况，并

结合 Q 型卫星的侦察范围给出 D3、D5 两天内确保安全施工的时段。 
2. L 型卫星是双星（L-1、L-2）协作工作。附件 2-2 给出了 L-1、L-2 卫星在

8 月 16 日-21 日被该观察站观测到的情况，请你们研究两星之间的相对位置的变

化情况，由于 L 型卫星是雷达成像照相侦察卫星，能全天候、全天时进行侦察，

并有一定的穿透能力，因而威胁比较大，请给出 8 月 23 日 L-1、L-2 卫星被观测

到的情况及过顶情况和确保安全施工的时段（不考虑 Q 型卫星），并进一步寻

找它们在侦察方面的薄弱环节。 
3. 附件 2-3 是某卫星（记为 K 型）十次被该观察站观测到的情况，除此对

其一无所知。请你们预测其未来三次的被观测到的情况，并说明该卫星已经被连

续观察最少 n 次才能够确定下次被观测到的情况所需要的 n，以及观察次数对预

报精度的影响。 
问题二：某部需要从新疆的阿勒泰隐蔽地经喀什运动到和田并在和田执行某

任务，24 小时后再隐蔽地返回阿勒泰（不必经喀什），部队可以按需要选择在

高速公路（最大速度 100 公里/小时）或普速公路（除高速之外的其他公路，最

大速度 50 公里）上行进，假设部队出发时（2016 年 11 月 1 日凌晨 5 时整）Q
型卫星、L-1 卫星（它们的轨道要素见附件 1，其他 L 型卫星都不考虑）均位于

各自轨道的近地点。行车时车队最大长度 2 千米，部队每开进 10~12 小时可选择

途经的县级以上（含县级）城市休息 10 小时以上（即连续开进时间不少于 10
小时，不多于 12 小时），请你们根据附件 3 给出的地图（必要时可借助因特网

获取有关地理信息），设计合理的行军时机、路线和宿营地，避开 L-1 卫星侦察，

并预测 Q 型卫星的过顶时刻，以便及时做好隐蔽工作，尽可能快地安全到达目

的地。 
问题三：研究导弹发射装置的战时隐蔽问题。有专家提出，运动方式可能是

移动发射装置规避卫星侦察的有效方案。请你们研究以下问题：假设某移动发射

装置可在某一指定区域内自由运动，分别研究针对 Q 型、L 型（包括 L-1、L-2）、

K 型卫星的侦察能够规避的可行性、条件（区域大小、形状、路网状况及其他你

们认为需要的条件）和方式。欢迎进一步针对两种或三种卫星的组合侦察能够规

避的可行性、条件和方式。并考虑卫星参数变化对方案的影响。 
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2 模型假设 
(1)假设在没有地球自转的情况下，卫星轨道平面随太阳转动角度与地球随

太阳转动角度是完全相同的，即在计算卫星轨道的时候只需要考虑地球自转引起

的变化，忽略其公转带来的微小差异； 
(2)假设卫星周边环境稳定，不存在其他未知因素影响卫星轨道； 
(3)假设在一定精度范围内，卫星轨道为圆轨道； 
(4)只考虑地球形状摄动对卫星轨道的影响，即地球扁率因素引起的一阶摄

动，忽略地球引力位系数中量级小于 10-6 的项数。 

3 符号说明 

eω   地球平均自转角速度 e  卫星轨道的偏心率 
Ω   升交点赤经变化率 i   卫星轨道的倾角 

ea   地球赤道半径 
sω  卫星平均运动角速度 

f  地球扁率 T 卫星轨道周期 
µ   地心引力常数 φ  大地纬度 

2J   二阶引力位系数 λ   大地经度 
A   卫星天线方位角 'ϕ   地心纬度 
E   卫星天线仰角 'λ   地心经度 

'eω   升交点相对经度零点的西退速率 λ∆   经度差 
a   卫星轨道的长半径 t∆   卫星运动时间 
h 卫星到地球表面的最短距离 TQ Q 卫星的周期 
θ  卫星可侦察区域的角度 Ts 卫星的周期 
R 地球的半径   

4 问题一模型建立与求解 

4.1 问题描述及分析 
某地域（地图坐标：北纬 31.90～32.25 度；东经 118.02～118.91 度）内拟建

设一大型国防工程，计划利用境外卫星过顶的间隙组织施工。该地域长期受 Q
型、L 型卫星监视，附件 1 中已给出卫星成像参数和轨道参数。附件 2-1、附件

2-2、附件 2-3 是 Q 型、L 型、K 型卫星被配置在该区域内某观察站（北纬：32.0209
度；东经: 118.7681 度）观测到的情况。 

根据附件数据，可以得知卫星的根数，包含倾斜角、升交点赤径、偏心率、

周期、长半轴等要素，由此可以计算出卫星轨道以及卫星成像单景面积大小等特

征。 
对问题一中三小问分别进行具体分析如下：  
第一小问中附件给出 D0、D1、D2 日 Q 型卫星被该观察站观测到的情况，

需要预测此后一天（D3）、此后三天（D5）的卫星被观测到的情况及过顶情况，

并结合 Q 型卫星的侦察范围给出 D3、D5 两天内确保安全施工的时段。通过附

件 2-1 数据可以知道，当卫星距离观测站约 1675km 的时候可以被观测站监测到，

将此数据转换成在卫星星下点的经纬度范围，由此可以确定最先和最后观察到卫

星的时间。根据 Q 型卫星侦测范围判定卫星的侦查范围和过顶情况。所以本题

的关键在于分析计算出地球自转情况下 Q 型卫星的卫星轨道或星下点轨迹[1]，建



8 

立合适的模型拟合卫星的运动，从而可以预测 D3、D5 两天内卫星的运动轨迹和

过顶情况[2]，判别卫星能够被观察站监测的时间、经过施工区域的请况以及能够

确保安全施工的时段。 
第二小问中的 L 型卫星是双星协作工作，给出了 L-1、L-2 卫星在 8 月 16

日-21 日被该观察站观测到的情况，需要研究两星之间的相对位置的变化情况以

及 8 月 23 日 L-1、L-2 卫星被观测到的情况及过顶情况和确保安全施工的时段，

并进一步寻找它们在侦察方面的薄弱环节。通过附件 2-2 数据可以知道，L-1 和

L-2 卫星被观察到的时间有交叉，可采用同上题同样的方法，计算出两颗卫星的

星下点轨迹。根据附件 1 卫星资料可知 L 型两颗卫星升交点相差约 180°，结合

其星下点轨迹和各自的周期等信息可总结出两颗的相对位置情况。本题的关键在

于分析计算出地球自转情况下 L 型卫星的卫星轨道或星下点轨迹，建立合适的

模型拟合卫星的运动，从而可以预测 8 月 23 日 L-1、L-2 卫星被观测到的情况及

过顶情况和确保安全施工的时段。 
第三小问仅提供了 K 型卫星十次被该观察站观测到的情况，需预测其未来

三次的被观测到的情况，并说明该卫星已经被连续观察最少 n 次才能够确定下次

被观测到的情况所需要的 n，以及观察次数对预报精度的影响。通过提供的数据，

我们可以描绘出 K 型卫星在观测站周围的情况并总结出相邻两次被监测到的时

间差。通过对星下点轨迹的分析总结，找出时间差与星下点轨迹周期的关系，摸

索星下点轨迹的移动周期，拟合 10 组数据。n 的个数和卫星运动模式有关，找

出星下点轨迹移动规律后可确定 n 的个数。 

4.2 卫星在地球上的信息 

4.2.1 星下点轨迹 
人造地球卫星在地面的投影点（或卫星和地心连线与地面的交点）称星下点，

用地理经、纬度表示。卫星运动和地球自转使星下点在地球表面移动，形成星下

点轨迹。对于位于星下点处的地面观察者来说，卫星就在天顶。卫星经过升交点

时，星下点在赤道上。将星下点轨迹画在地图上便是星下点轨迹图。在星下点轨

迹图上可以看出某一个时间卫星在某地的天顶附近。在麦卡托投影地图上，近地

卫星的星下点轨迹像一条正弦曲线，如图 2 所示。在轨道设计中，常用星下点轨

迹图来表示卫星飞经的区域。 
 

 
图 2 麦卡托投影下某星下点轨迹图 
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通过绘制星下点轨迹，可以计算出任意时刻卫星的位置，了解卫星经过特定

区域的过顶情况，星下点轨迹的具体计算过程已有文献[3-4]，其分析过程如下。

已有Ω为升交点赤经变化率、 eω 为地球平均自转角速度，有 
52 7.2722 10 ( / )

24 60 60e rad sπω −= = ×
× ×  

2
2

7
2 22

cos3= ( / )
2 (1 )

ea iJ rad s
a e

µΩ −
−  

上式中， a、 e、 i为卫星轨道的长半径、偏心率和倾角； ea 为地球赤道半

径； µ为地心引力常数； 2J 为二阶引力位系数；各值可分别取为 
6378137ea m=  

14 3 2=3.986005 10 /m sµ ×  
3

2 1.083 10J −= ×  
卫星升交点相对于经度零点的西退速率 

Ω−= ee ωω '  
卫星平均运动角速度可表示为 

s

s
T

πω 2
=

 
图 3 所示, X 轴指向国际时间局定义的经度零点。设卫星经过升交点 0W  的

时刻为 0t  , 经度为 0λ 。可以看出经过 0t t t∆ = − 时间后升交点西退至W , 卫星到

达 S  , 其中 0 'eWW tω= ∆ ,WS n t
∩

= ∆  , 'DS φ
∩

= , 'φ 为 t 时刻卫星的地心纬度，

而卫星相对于 0W  的经差 0W Dλ
∩

∆ = 。 

   
图 3 卫星在地球坐标系中的位置 

 
在球面直角三角形 WSD∆ 中, S D i∠ Ω = , i为已知的轨道倾角,所以有 

   sin SD sin S sin i
∩ ∩

= Ω ⋅   
即 
                       itn sinsinsin ' ⋅∆=φ                 （1） 
所以 
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'  arcsin(sin  )n t sin iφ = ∆ ⋅   
而由地心纬度 'φ 转换为大地纬度φ的公式为 

                      '

2

' tan
1

1
tan φφ

f−
=                    （2） 

式中, 1/ 298.257f = 为地球扁率。令 

0  W S l
∩

= ， 0SW D ψ∠ =  

那么,在球面三角形 0WSW∆  中,根据边的余弦定理及五元素公式,有 

    cos  cos ' cosel t n tω= ∆ ⋅ ∆ +  ' sin cos  sin cosesin t n t i lω ψ∆ ⋅ ∆ ⋅ − ⋅  
 sin ' cos cos ' sin cose et n t t n t iω ω= ∆ ⋅ ∆ − ∆ ⋅ ∆ ⋅              （3） 

在球面直角三角形 0DSW∆  中,有 
cos  cos cos 'l λ φ= ∆ ⋅  

sin cos  sin cos 'l ψ λ φ⋅ = ∆ ⋅  
因此 

sin cos '  -sin ' cos cos ' sin cose et n t t n t iλ φ ω ω∆ ⋅ = ∆ ⋅ ∆ + ∆ ⋅ ∆ ⋅  
cos cos '  cos ' cos sin ' sin cose et n t t n t iλ φ ω ω∆ ⋅ = ∆ ⋅ ∆ + ∆ ⋅ ∆ ⋅  

于是 
tan  (-sin ' cos cos ' sin cos ) / (cos ' cos sin ' sin cos )e e e et n t t n t i t n t t n t iλ ω ω ω ω∆ = ∆ ⋅ ∆ + ∆ ⋅ ∆ ⋅ ∆ ⋅ ∆ + ∆ ⋅ ∆ ⋅

    t时刻卫星经度λ为 
0λ λ λ= + ∆  

这里地心经度与大地经度等同,无须转换。 

由于在上述推导中, 忽略了卫星运动速率的非均匀性和轨道近动率的非线

形, 因此为了保证计算精度,星下点轨迹从赤道起算外推不得超过 1/4 圈,也就

是说,在公式（1）和（3） 中, t∆  应满足 
/ 4 / 4T t T− < ∆ <  

式中, T 为轨道平周期。这样每次需先从升交点开始向北、向南各外推 1/4
圈后再转到从降交点开始向南、向北各外推 1/4 圈，然后再从下一圈的升交点开

始向北、向南各外推 1/4 圈。如此一圈一圈地计算星下点轨迹。 
当降交点开始逆卫星飞行方向向北外推时，这时星下点地心纬度公式改为 

' arcsin( sin sin )n t iφ = − ∆ ⋅  
地心经度的计算公式不变。地心纬度转换为大地纬度的公式由(2) 式给出。

如此可以计算出卫星每秒一点的星下点大地经、纬度。 
在计算卫星星下点轨迹的时候，我们还需要考虑卫星的运动方向。根据卫星

轨道平面相对于地球赤道平面的位置，可以将卫星轨道分为顺行轨道和逆行轨

道，卫星的运行分别如图 4 所示。顺行轨道的特点是轨道倾角即轨道平面与地球

赤道平面的夹角小于 90°，在这种轨道上运行的卫星,绝大多数离地面较近,高

度仅为数百公里,故又将其称为近地轨道。逆行轨道的特征是轨道倾角大于

90°，欲把卫星送入这种轨道运行,运载火箭需要朝西南方向发射，不仅无法利

用地球自转的部分速度,而且还要付出额外能量克服地球自转。因此,除了太阳同

步轨道外,一般都不利用这类轨道。 
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 顺行轨道                 逆行轨道 

图4 卫星运行轨道 

4.2.2 卫星的侦察范围 
卫星相对于地球的位置如图 5 所示，其中地球的半径为 R，卫星到地球表面

的最短距离为 h，则卫星可侦察到的范围为从卫星到地球的两条切线。侦察角度
θ根据式(4)计算。 

)(cos 1-

hR

R

+
=θ                      （4） 

计算可得，Q 卫星的侦察范围约为 21.4°，L 卫星的侦测范围约为 25.0°。

为了安全起见，我们约定当卫星能够侦察到的地方都具有危险性。确定安全施工

时段时均按照这一假设进行计算。 

 
图 5 卫星侦察范围 

 

4.3 Q 卫星轨道分析 

4.3.1 卫星方位角与经纬度的转换 
根据附件 2 中的天线方位角度（Azm），天线仰角（Elv）和卫星与观测者

距离（Range）以及观测站的经纬度（北纬：32.0209°；东经: 18.7681°）把

卫星的星下点经纬度计算出来，计算过程如下： 
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图 6 方位角与经纬度转换示意图 

 

如图 6 所示，地球上方有一卫星，观测点位置的经纬度为 0 0( , )λ φ  ，卫星天

线的方位角和仰角分别为 A E、  ，地球半径为 R  ，则可以近似求得卫星经纬度

与观测点经纬度之差为 

0 0

cos( )sin( )atan( )

cos( )sin( )a tan( )=a tan( )
cos cos

d E A
R

x d E A
R R

φ

λ
φ φ

∆ =

∆ =
 

卫星的经纬度为 
-1

0

1
0

0

cos( )sin( )tan ( )

cos( )sin( )tan ( )
cos

d E A
R

d E A
R

φ φ

λ λ
φ

−

= +

= +
 

根据上式即可求得卫星的经度、纬度 λ、φ。 

4.3.2 星下点运动轨迹 
根据 4.2.1 节的分析，Q 卫星的参数如下： 
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min37.94

063.318

418.97

6866000

0

=

°=
°=

=

QT

i

ma

λ

 
结合 4.2.1 节给出的已知参数，绘制出 Q 卫星的一条间隔 1 秒的星下点轨迹，

如图 7 所示。升交点为 λ0=318.063°，卫星的运动方向如图所示，该方向标识 Q
卫星的倾斜角大于 90°，如果卫星在 λ0 处升空过赤道，则下一次经过赤道则为

下降的时刻，它们的时间差是 TQ/2，再下一次经过赤道为上升的时刻，时间差是

又一个 TQ/2。在图中一并画出了观测站的经纬度以及 9 组观测点的卫星经纬度，

放大图见图 8 所示，红色点为 9 组观测点的经纬度位置，蓝色圈为拟合的一个范

围，能最大程度上包络这 9 组数据。根据已有的 9 组点确定的范围，以观测站为

原点，17°为半径画圆。卫星的星下点轨迹落入这个圆内则认为蓝色圆内的点都

能被观测到。 
 

 
图 7 Q 型卫星的一条星下点线轨迹图 

 

0λ  

卫星在 9 组观

测点的经纬度

位置 

卫星运动方向 
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图 8 观测站位置和 9 组观测点的卫星经纬度 

从图 7 中可以看出，该条轨迹与蓝色的范围，有相交的地方，但是不与 9
组观测点的任何一组匹配，由于卫星的角速度、运动方向与地球本身的自转角速

度和方向都存在差异，升交点的经度并不是一成不变的，而是像图 2 所示一直在

向西移动。为了确定 Q 卫星的运动规律，必须将星下点轨迹与 9 组数据匹配起

来。我们将图 7 中的星下点轨迹移动一个角度后（196°），可与第一组的三个

点（1，2，3）最大限度匹配，如图 9 所示。以此时第一组第 1 个观察点的时间

作为起点。 

 
图 9 移动星下点轨迹至初始点 

 
为了验证该星下点轨迹的正确性，将图 9 中的绿色初始曲线向左平移，每次

移动的经度为 ωe
’TQ，则经过若干次平移后，卫星的星下点轨迹必然能覆盖所有

9 组数据。值得注意的是，如果对移动的角度做细微调整，数据会拟合的更加准

确。 

0λ   

196° 

初始位置 
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图 10 星下点轨迹平移图 

经修正后（ωe
’TQ+0.1），平移星下点轨迹的结果如图 10 所示，图中过滤掉

了无关组，只显示可以覆盖的曲线，吻合度较高。如果考虑地球自转，以地球球

心建立直角坐标系，卫星运行轨道应该是一个固定的圆，如图 11 所示。这里假

设地球是标准的球形，其半径 R 为 6371km，不考虑其各处半径差异。绿色点为

卫星运行轨迹，相对于地心来说，这条轨迹是不变的，地球的自西向东旋转使观

测站和卫星在不同的时刻相遇。 

 
图 11 卫星运行轨道 

第一组 

第二组 

第三组 

第四组 

第五组 

第六组 

第七组 

第八组 

第九组 
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表 1 星下点轨迹推移次数与时间差的关系 

组数 平移次数 时间差/周期 
1   2 7 7.3  
3 1 1.0  
4 7 6.7  
5 8 8.3  
6 7 6.7  
7 1 1.0  
8 7 7.3  
9 7 6.7  

 
在平移星下点轨迹的时候，每向左平移一次，时间花费是一个周期 TQ，但

图中的数据只有三个点，不能完全相互覆盖，说明卫星每次进入蓝色圆区域的时

间差不正好是周期的整数倍。此外，有的组是从上往下进入蓝色圆区域，有的组

是从下往上进入蓝色区域，可以推测，他们之间的时间差应该在周期的整数倍再

加上半个周期左右。表 1 是星下点轨迹平移次数与每次时间差的关系，该数据证

实了我们的设想。 

4.3.3 Q 型卫星轨迹预测 
以上分析证实了星下点轨迹的方法预测卫星运动轨迹的准确性，验算程序见

附件 D11.m。下面就采用相同的方法预测在以后的时间里卫星的运动规律以及被

观测到的情况。图 12 是把原始的星下点轨迹平移到已给出的最后一组数据，以

第 25 次观察的时间作为起点，预测接下来的时间里卫星被观测的情况，算法过

程如图 13 所示。 
 

 
图 12 将星下点轨迹图与最后一组观测数据匹配 

 
 
 

0λ   

178.8° 
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图 13 预测卫星运动规律算法 
 

题目中只需预测 D3 和 D5 两天的数据，从 D3~D5 跨度为 3 天。Q 卫星的周

期为 TQ=94.37min。因此需要平移的次数 k=3*24*60/94.37=45.8，取 k=50。算法

执行过程及结果为： 
（1）运行 D11.m，获取从图 12 绿线位置平移 50 次的经纬度及距离信息，

结果如图 14 所示； 
（2）按照图 13 的说明，过滤 50 组 Q 卫星经纬度及距离信息，并把有效信

息限定在侦测范围（17°）内，结果如图 15 中的红色部分所示； 
（3）计算进出观测范围的第一个点和最后一个点，并统计相对于初始时刻

（第 25 次观察的时间）的时间； 
（4）储存进出观测区域的经纬度信息，对应程序为 D11_guoding； 
（5）若是获取卫星侦察地面的时间及经纬度信息，重新设定侦察区域为

21.4°，重复 2~4 步，对应程序为 D11_duobi。 
 

 
图 14 平移 50 次的所有经纬度信息 

 

移动轨迹 
k 次 

存 储 移 动 后 的经 纬 度

jingdu(k,:)，weidu(k,:)  
 

计算每点到监测位置的 
经纬度距离 d(k,:)  

 

d(k,:)<thetaQ  
 

提取每行落在 thetaQ 
内的首个点位置 

A(i)和点的个数 B(i) 
 

落在范围内的 
首个点的时间

tin=k*TQ+A(i)-TQ/4 
 

tout=tin+B(i) 保存相关的所有信息 丢弃无效行 

否 

是 
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图 15 过滤后限定在观测区域和侦察区域的经纬度信息 

图 15 的黑色部分（含内部的红色部分）为卫星可以侦察的区域。具体含义

为，地面上的观测站可以观测到卫星的范围是内圈区域，卫星对观测站周围的侦

察区域为外圈区域。由于它们是包含关系，必然有重叠区域。 
最终获取的 Q 卫星在 D3~D5 天的过顶情况和躲避监视的施工时间如表 2 和

表 3 所示，除了表 3 中列出的时间段，其他时间施工都是安全的。 
 

表 2 问题一 Q 型卫星 D3D5 过顶情况 
日期 序号 时间 经度 纬度 

D3 

1 
0:31:42 112.4  16.3  
0:35:16 108.1  30.5  
0:38:50 105.8  43.2  

2 
12:03:07 129.1  45.4  
12:07:07 126.8  29.6  
12:11:07 121.5  15.3  

3 
13:38:50 103.9  40.3  
13:39:55 102.6  35.2  
13:41:00 101.7  32.2  

D5 

1 
12:47:32 117.9  49.0  
12:51:42 113.8  32.8  
12:55:51 109.6  17.6  

2 
23:18:45 128.7  18.3  
23:22:49 124.4  34.2  
23:26:53 120.6  49.0  

 
 
 
 
 
 
 
 

观测区域 

侦察区域 
（含红色部分） 
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表 3 问题一 Q 型卫星 D3D5 避免施工的时段 
时间 序号 时间 经度 纬度 

D3 

1 0:30:18 113.5 11.0 
0:40:10 104.1 48.2 

2 12:01:52 130.7 50.1 
12:12:25 120.5 10.3 

3 13:36:07 107.3 50.5 
13:43:41 99.3 22.1 

4 22:35:23 139.5 25.9 
22:41:17 133.3 48.1 

D5 

1 1:19:30 98.0 25.5 
1:20:25 97.2 28.9 

2 11:15:26 138.7 40.5 
11:22:05 132.7 15.4 

3 12:46:16 119.8 53.7 
12:57:09 108.6 12.7 

4 23:17:26 129.8 13.4 
23:28:11 118.6 53.8 
 

4.4 L 卫星轨道分析 

4.4.1 L 卫星方位角与经纬度的转换 
方法同 4.3.1。 

4.4.2 星下点运动轨迹 
L 型卫星属双星组网，首先按照 4.3.2 节介绍的方法，描绘出 L1 卫星和 L2

卫星的星下点轨迹。L1 卫星和 L2 卫星的参数如表 4 所示： 
 

表 4 L1 和 L2 卫星的基本参数 
L1 卫星 L2 卫星 

97.60minT

114.016

67.987

0007022

L1

0

=

°=
°=

=

λ
i

ma

 
0

L2

7035000
57.009

296.321
T 97.87min

a m
i
λ

=
= °
= °
=

 

 
计算出的 L1 和 L2 卫星的星下点轨迹如图 16 所示，L1、L2 卫星的升交点

分别为 114.016°、296.321°，其相位差为 182.3°，从星下点轨迹图中也可看

出。L1、L2 卫星的倾斜角均小于 90°，根据上文可以知道该情况下卫星轨道为

顺行轨道，其运动方向如图 16 所示。由于 L1 和 L2 卫星的周期不完全相等，TL1

略小于 TL2。所以 L1 卫星跑得更快，如果没有外界条件干预，它们的相位差会

发生变化[5]。在实际中，通常采取一定的措施来维持它们之间的相位差[6]。 
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图 16 L1、L2 卫星的一条星下点轨迹图 

 
首先，将 L1 和 L2 的行下线轨迹分别平移到各自的第一组初始位置，在验

证 L1 卫星和 L2 卫星的同时，还要兼顾他们两个之间的相位差。图 17 显示的是

验算 L1 和 L2 的前三组数据，其中 L1-T1 指 L1 卫星的第一组，其他命名方法相

同。剩余数据未显示出来，会影响观察，结果显示数据吻合度较高。 
 

 
图 17 L1 和 L2 前三组数据验证 

 
图 18 是 L1 和 L2 卫星的初始状态示意图。通过移动各自的星下点轨迹图，

将 L1 的轨迹图（黑色）与其第一组拟合，如图 18 中的 B 切入点，将 L2 的轨迹

图（绿色）与其第一组拟合，如图 18 中的 A 切入点。时间发生的先后顺序是 L2
卫星在 04：18 分从 A 点切入，而后过了约 1 个小时，05：17 分时 L1 卫星从 B
点切入。将 B 点往回推 1 个小时，大约到 C 的位置，补全 C 点所在的完整星下

点轨迹，即可得到 L1 和 L2 的同步曲线，如图 18 所示，两者相位差为 221.3°。 

L2 L1 

182.3° 

L1 上升方向 

L2 上升方向 

L1-T1 

L1-T2 
L1-T3 

L2-T1 
L2-T2 

L2-T3 
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图 18 L1 和 L2 卫星在起始位置的相位差 

4.4.3 L 型卫星轨迹预测 
采用与 4.3.3 同样的方法，分别把 L1 和 L2 的星下点轨迹平移到各自的最后

一组数据。并采用图 13 所示的算法，预测未来三天的卫星运动轨迹。根据两颗

卫星的周期，确定平移次数为 k=50 次。与 Q 卫星不同的是，L1 和 L2 卫星的侦

察区域比 Q 卫星的范围更广(25°)。L1 和 L2 卫星的侦察区域和过顶情况如图

19 所示。 
 

 
图 19L1 和 L2 卫星的侦察区域和过顶情况 

 
根据预测，8 月 23 日 L1 和 L2 的过顶情况表 5 所示，结合 L1 和 L2 卫星的

侦察范围，施工的安全时间应该避免表 6 中的时间段。 
 

4.4.4 针对 L 型卫星的分析 
双星组合的侦察能力大大地提高，每天路过施工区域的高达 8 次之多，且由

于其周期接近，相位相差 180°，两个卫星的侦察时段能比较均匀地分布在一天

之内，威胁性较强。但通过数据分析发现，L1 和 L2 卫星的起始位置相位差就差

了 220 多度，并不是严格意义上的 180°左右，如果不采取有效措施，L1 和 L2
之间的相位差还会继续扩大。  

 
 

A 

C 

B 

同步曲线 

221.3° 
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表 5 L1 和 L2 在 8 月 23 日的过顶情况 
卫星 序号 时间 经度 纬度 

L1 

1 
3:02:49 114.6  50.5  
3:07:33 126.5  34.2  
3:12:18 133.2  19.8  

2 
4:44:40 100.4  37.2  
4:48:01 105.4  27.5  
4:51:21 110.5  14.8  

3 
17:11:35 115.7  13.3  
17:16:27 122.8  30.5  
17:21:20 132.1  45.5  

4 
18:55:17 99.8  33.8  
18:57:44 108.7  46.6  
19:00:12 111.0  49.4  

  4:10:56 116.2  13.2  

    L2 

      1 4:15:20 127.1  27.3  
4:19:43 136.5  38.6  

2 
5:53:17 100.5  26.5  
5:57:36 112.8  39.6  
6:01:55 127.5  48.9  

3 
12:47:50 109.4  48.6  
12:52:15 125.2  38.1  
12:56:40 136.6  25.6  

4 
14:30:10 100.6  37.9  
14:34:27 113.5  23.2  
14:38:44 120.2  13.1  

 
表 6 避免在以下时段施工 

日期 序号 起始时间 终止时间 

8月 23日 

1 3:01:15 3:14:08 

2 4:42:46 4:53:28 

3 17:09:54 17:22:47 

4 18:52:16 19:02:50 

1 4:09:08 4:21:14 

2 5:51:20 6:03:21 

3 7:38:47 7:44:19 

4 9:24:46 9:25:04 

5 11:05:26 11:11:17 

6 12:46:25 12:58:34 

7 14:28:37 14:40:34 

 

4.5 K 型卫星轨道分析 

4.5.1 K 型卫星轨道预测 
第三小问给出了 K 型卫星十次被观测站观测到的情况，根据这些数据预测

未来三次被观测到的情况。通过 4.3.2 节对 Q 型卫星星下点平移次数和移动时间

差的关系可以设想：1）如果相邻两次同向经过观测站，则这两次的时间差应该
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是大约 1 个周期；如果两次是反向经过观测站，则这两次的时间差大约是周期的

整数倍加上半个周期。2）观测到的每组数据的中间数据距离观测站最近，则他

们的经度差可近似等于星下点轨迹平移经度的整数倍。 
首先，我们描绘出这十次观测数据，如图 20 所示。从图中可以读出，第一

组（1，2，3）到第二组（4，5，6）属于连续两次同向通过该区域，属于这种情

况的还有（10，11，12）和（13，14，15），（16，17，18）和（19，20，21），

以及（25，26，27）和（28，29，30）。根据以上对 Q 型卫星和 L 型卫星的分

析，每组点之间的差异必然是整数个卫星周期，首先根据式（5）计算出大概的

推移经度， 
)2629,1720,1114,22(tuiyi ttttttttaverage −−−−=λ     （5） 

同时，我们计算出这些点的时间差值在 97 分钟左右，即 min97≈KT .观察

前三组数据的变化，第一组到第二组经历了约 97 分钟，即一个周期，而从第二

组到第三组经历了 708 分钟，大约 7.4 个周期，根据表 1 的统计规律，可以知道

第二组数据到第三组数据需要移动 7 个周期。每组相邻数据的时间差与周期比见

表 7。 
 

表 7 K 卫星相邻数据时间差与周期比 
1 7.4 6.7 1 6.4 1 6.7 7.4 1 

 

按照上述推理，将（7，8，9）的经纬度后推 8 个 tuiyiλ 到与（1，2，3）在

同一条星下点轨迹，作为整条星下点轨迹的另一半补充完整。由于只有三个点，

我们仅采用线性插值的方法分别对(1，2，3)和（7，8，9）的数据进行插值，插

值后如图 21 的绿色点群所示。 

 
图 20 10 次观测数据的经纬度信息 
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图 21 原始过第一组数据的点 

 

以 tuiyiλ 为经度差，向左平移若干次，并统计与其靠近的经度的误差均方根

)(ierror ，其中 i 为数据的组数，完成数据搜索之后计算出∑ )(ierror
。把 tuiyiλ

增加 λ∆ ，继续重复搜索计算∑ )(ierror
。在所有∑ )(ierror

中，找出误差最

小的一项，并把 tuiyiλ 校准成 λλ ∆+ ktuiyi 。最后求得在 λλ ∆+ ktuiyi =25.9862 时，

数据拟合度最高。 
同样参考 4.3.3 对卫星运动轨迹的预测方法，预测 K 型卫星在下三次进入该

区域的情况，预测情况如图 22 所示，黑色部分为前 10 次的过顶情况，红色的三

条线为未来三次的过顶情况，具体如表 8 所示。 
 

（7，8，9）后退 8 个

周期所到达的位置 
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图 22 K 型卫星过顶情况预测 

 
表 8 K 型卫星未来三次被观测到的情况 

日期 序号 时间 经度 纬度 
第 4 天 1 7:49:25 125.2 14.1 

  7:53:40 118.5 31.2 
    7:57:52 112.8 51.6 

 2 19:40:27 133.7 47.2 

  19:43:59 128.8 28.7 

  19:47:32 124.5 13.6 
  3 21:17:48 108.2 48.6 

  21:20:48 105.1 35.3 
    21:23:51 101.3 23.2 

4.5.2 预测卫星运动轨迹所需最少的观测次数 
由以上对 K 型卫星的轨迹预测可知，如果想完成对该卫星的预测，至少知

道大概的推移经度，这就需要连续两次观察到同时上升或同时下降的情况，除此

之外，还需要提供一次与前两次反方向的过顶信息。那么 n 至少等于 3. 
当 n=3 时，只有一组数据可供计算误差，当 n=4 时，就会多出一组，随着 n

的增加，∑ )(ierror
中 i 的个数也在增加，会增加数据拟合的精度。 

因此，该卫星已经被连续观察最少 3 次才能够确定下次被观测到的情况，且

观察次数越多，预报精度越高。 
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5 问题二模型建立与求解 

5.1 问题描述及分析 
某部需要从新疆的阿勒泰隐蔽地经喀什运动到和田并在和田执行某任务，24

小时后再隐蔽地返回阿勒泰（不必经喀什），要求尽可能快地安全到达目的地。

根据问题及数据可知，部队在移动过程中要考虑到对 Q 型卫星、L-1 卫星的躲避

情况以及车队长度和行军时间的影响。通过分析附件 3 的地图我们可以得到途径

主要路径中节点（节点处可换其他路径）的经纬度坐标，同时，我们借助因特网

查阅到从阿勒泰行军到喀什和喀什到和田的最短时间，还有连续行军 10~12 小时

可到达地点，再结合附件 1 中给出的 Q 型卫星和 L-1 卫星的相关数据，便可画

出在行军路线上的星下点轨迹，进而预测出卫星的过顶时间，找到合理的行军时

机、路线和宿营地，避开 L-1 卫星侦察，以便及时做好隐蔽工作，尽可能快地安

全到达目的地。 

5.2 出发行军路线确定 

5.2.1 最短时间路径选择 
根据所给附件 3 的地图信息和问题可知，从出发地阿泰勒途径喀什，到达目

的地和田的路径有很多，我们从地图中找出一些主要的交通地点和一些可换路径

的节点如下表所示，表 9 列出途径中所要经过的地点和它的经度、纬度。该路径

是最主要的行车路径。 
表 9  路线一 

序号 地区 经度 纬度 

1 阿勒泰市 88.13  47.85 

2 北屯市 87.8 47.35 

3 富蕴 89.44  47.05  

4 五彩湾 88.87  44.77  

5 阜康 87.98  44.15  

6 乌鲁木齐市 87.68  43.77  

7 呼图壁县 86.9 44.18 

8 玛纳斯县 86.22 44.28 

9 石河子市 86.03  44.3 

10 沙湾县 85.56 44.29 

11 奎屯市 84.9 44.42 

12 若羌县 88.17 39.02 

13 库车 82.97 41.68 

14 阿克苏 80.29 41.15 

15 柯坪 79.05 40.51 

16 巴楚 78.59 39.78 

17 阿图什 76.12 39.73 

18 喀什 75.98 39.47 

19 英吉沙 76.17 38.91 

20 莎车 77.25 38.45 

21 叶城 77.42 37.89 

22 皮山 78.29 37.06 

23 和田 79.94 37.12 
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表 10 是在北屯市节点可换路线二到达乌鲁木齐市，表 11 是可在奎屯市节点

换路线三到达库车，表 12 是可从乌鲁木齐市节点换路线四到达库尔勒，以及各

途径地的经纬度。 
表 10  路线二 

序号 地区 经度 纬度 

2 北屯市 87.8 47.35 

3 福海县 87.5 47.12 

4 乌尔禾区 85.68 46.08 

5 克拉玛依市 84.87 45.6 

6 奎屯市 84.9 44.42 

7 沙湾县 85.56 44.29 

8 石河子市 86.03  44.3 

9 玛纳斯县 86.22 44.28 

10 呼图壁县 86.9 44.18 

11 乌鲁木齐市 87.68 43.77 

 
表 11  路线三 

序号 地区 经度 纬度 

6 奎屯市 84.9 44.42 

7 若羌县 88.17 39.02 

8 库车 82.97 41.68 

 
表 12  路线四 

序号 地区 经度 纬度 

11 乌鲁木齐市 87.68 43.77 

12 库尔勒 86.06 41.68 

  
根据以上表格数据，在 MATLAB 中画出各点的坐标，并拟合成所有可能行

驶线路，如图 23 所示。 
 

 
图 23 阿勒泰经喀什到和田路线图 
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由图 23，我们可以看出在出发点，阿勒泰和目的地之间是有几个重要节点，

节点到下一个途径地之间可能有好几种行车路径，因此，我们首先可根据最短时

间路径原则，参照 GIS 的路径选择模型和因特网寻找出发的最短时间路径所经

过地点的集合。 
 

表 13 最佳路线 

序号 地区 经度 纬度 

1 阿勒泰市 88.13  47.85 

2 北屯市 87.8 47.35 

3 福海县 87.5 47.12 

4 乌尔禾区 85.68 46.08 

5 克拉玛依市 84.87 45.6 

6 奎屯市 84.9 44.42 

7 沙湾县 85.56 44.29 

8 石河子市 86.03  44.3 

9 玛纳斯县 86.22 44.28 

10 呼图壁县 86.9 44.18 

11 乌鲁木齐市 87.68 43.77 

12 达坂城区 88.30  43.35 

13 托克逊 88.63 42.77 

14 和硕 86.84 42.23 

15 库尔勒 86.06 41.68 

16 轮台 84.25 41.77 

17 库车 82.97 41.68 

18 阿克苏 80.29 41.15 

19 柯坪 79.05 40.51 

20 巴楚 78.59 39.78 

21 阿图什 76.12 39.73 

22 喀什 75.98 39.47 

23 英吉沙 76.17 38.91 

24 莎车 77.25 38.45 

25 叶城 77.42 37.89 

26 皮山 78.29 37.06 

27 和田 79.94 37.12 

5.2.2 行军路线安排 
根据最短时间行车路线和星下点轨迹图，可推测出每次卫星扫描区域经过行

军路线时的时刻，从而可以安排行军状态。 
如图 24 和 25，黑色线条为卫星星下点轨迹蓝色圆圈为星下点出卫星可覆盖

区域，红色线路为最短时间线路。 
图 26 和 27 为 Q 型卫星和 L1 卫星在最短时间路径上的覆盖情况。 
根据问题要求设置起点，终点和出发时间，生成起点至终点距离最短时间的

路径，绘制卫星在此时间段内的覆盖带，求得最短路径与覆盖面的交点，并返回

交点经纬度坐标值和到达时间。根据进入覆盖带的瞬时时刻，判断卫星的位置，

根据卫星的位置，生成在覆盖带内的行驶策略，确定规避点位置和规避时间如表

14~16 所示。 
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图 24星下点轨迹的覆盖路径图 

 
图 25星下点轨迹的覆盖路径放大图  

图 26卫星星下点轨迹和最短时间路径图 
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图 27卫星星下点轨迹和最短时间路径放大图 

 
表 14 11 月 1 日卫星躲避情况 

序号 卫星 时间 地点  状态 

1 L1 6:18:36 福海 躲避 

  6:27:01  行军 

2 L1 7:56:54  躲避 

  8:09:20  行军 

3 Q 8:15:30  躲避 

  8:27:55  行军 

4 L1 9:42:13  躲避 

  9:49:28  行军 

5 Q 9:49:38  躲避 

  9:58:02  行军 

6 L1 14:48:47  躲避 

  14:55:07  行军 

7 L1 16:28:49   

  
20:35:25 托克逊 休息 

 
表 15 11 月 2 日卫星躲避情况 

序号 卫星 时间 地点 状态 

1 L1 6:42:02 库尔勒 躲避 

  6:53:11  行军 

2 Q 7:28:53  躲避 

  7:38:18  行军 

3 L1 8:22:41  躲避 

  8:34:22  行军 

4 Q 9:00:08  躲避 

  9:12:30  行军 

5 L1 10:10:22  躲避 

  10:14:08  行军 
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6 L1 13:34:23   

  13:35:03   

   柯坪 休息 

     

表 16 11 月 3 日卫星躲避情况 
序号 卫星 时间 地点 状态 

1 L1 5:31:29 莎车 躲避 

  5:33:50  行军 

2 L1 7:06:25  躲避 

  7:18:43  行军 

3 Q 7:28:53  躲避 

  7:38:18  行军 

4 L1 8:49:27  躲避 

  8:59:15  行军 

5 Q 9:00:08  躲避 

  9:12:30  行军 

6 L1 10:37:32   

  10:38:29 和田  

 
部队在 2016 年 11 月 1 日凌晨 5 时从阿勒泰出发，在 16：28：49 途径托克

逊，并在此停留休息 10 小时；在 11 月 2 日 13：34：23 途径柯坪并停留休息 10
小时；最后在 11 月 3 日 10：37：32 到达和田；每段路线行车时间分别为 10 小

时 14 分钟、11 小时 9 分钟、10 小时 51 分钟。 
 

表 17 返回路线 

序号 地区 经度 纬度 

1 和田 79.94 37.12 

2 阿拉尔市 81.28 40.54 

3 沙雅 82.9 41.25 

4 库车 82.97 41.68 

5 轮台 84.25 41.77 

6 库尔勒 86.06 41.68 

7 和硕 86.84 42.23 

8 托克逊 88.63 42.77 

9 达坂城区 88.3 43.35 

10 乌鲁木齐市 87.68 43.77 

11 呼图壁县 86.9 44.18 

12 玛纳斯县 86.22 44.28 

13 石河子市 86.03 44.3 

14 沙湾县 85.56 44.29 

15 奎屯市 84.9 44.42 

16 克拉玛依市 84.87 45.6 

17 乌尔禾区 85.68 46.08 

18 福海县 87.5 47.12 

19 北屯市 87.8 47.35 

20 阿勒泰市 88.13 47.85 
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5.3 返回行军路径 
同理，确定最短返回时间路线，分析方法及过程同上，得到最佳行军路线，

如表 17 所示。返回的过程中卫星过顶情况见表 18~表 20。 
表 18 11 月 4 日卫星过顶情况 

序号 卫星 时间 地点 状态 

1 L1 14:23:18 阿拉尔 躲避 

  14:30:18  行军 

2 L1 16:03:25  躲避 

  16:15:49  行军 

3 L1 17:45:37  躲避 

  17:54:19  行军 

4 Q 19:12:02  躲避 

  19:24:14  行军 

5 Q 20:45:47   

    20:55:48 轮台 休息 

 
表 19 11 月 5 日卫星躲避情况 

序号 卫星 时间 地点 状态 

1 L1 7:57:30 轮台 躲避 

  
8:08:56  行军 

2 Q 8:12:29  躲避 

  
8:24:21  行军 

3 L1 9:45:24  躲避 

  
9:48:38  行军 

4 Q 9:45:27  躲避 

  
9:56:02  行军 

5 L1 13:08:44  躲避 

  
13:10:01  行军 

6 L1 14:48:04  躲避 

  
14:58:07  行军 

7 L1 16:28:40  躲避 

  
16:40:53  行军 

8 Q 18:48:58 石河子 休息 

  18:59:45   
 

表 20 11 月 6 日卫星躲避情况 
序号 卫星 时间 地点 状态 

1 L1 5:04:52 克拉玛依 躲避 

  5:09:29  行军 

2 L1 6:40:58  躲避 

  6:53:21  行军 

3 Q 7:49:14  躲避 

  7:59:27  行军 

4 L1 8:24:28  躲避 

  8:33:47  行军 

5 Q 9:20:54 阿勒泰  

  9:33:02   
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部队在 2016 年 11 月 4 日 11 时从和田出发，在 20：45：47 途径轮台，并在

此停留休息 10 小时；在 11 月 5 日 18:48:58 途径石河子并停留休息 10 小时；最

后在 11 月 6 日 9：20：54 到达阿勒泰；每段路线行车时间分别为 10 小时 7 分，

10 小时 20 分，6 小时 43 分。 
表 14~16 和表 18~20 预测了 Q 卫星和 L1 卫星在整个行军路线中可能侦测到

的时段，平均每天约有 6 次，每次时长在 10 分钟左右。被侦测到的时候，并不

是要求停止行军，而是部队在被侦测到之前，提前做好伪装，可采用分散、变速

或者向空中释放障碍等方式来躲避侦测，待警报接触后可按原计划和阵型行军。 

6 问题三模型建立与求解 
6.1 问题描述及分析 

研究导弹发射装置的战时隐蔽问题。有专家提出，运动方式可能是移动发射

装置规避卫星侦察的有效方案。现假设在某移动发射装置可在某一指定区域内自

由运动，分别研究针对 Q 型、L 型（包括 L-1、L-2）、K 型卫星的侦察能够规

避的可行性、条件（区域大小、形状、路网状况及其他你们认为需要的条件）和

方式。对于可移动目标，由于卫星的参数是固定的，因此，我们可以通过问题一

模型，在其星下点轨迹基础上判断规避卫星侦察的可行性；区域大小可通过各类

型卫星探测覆盖面积确定；路网状况我们可根据星下点轨迹移动方向和卫星转动

周期选择合适线路和时机；规避 方式我们还是考虑题目中所说将隐蔽和运动两种

方式相结合；从而 成功规避不同类型卫星的扫描侦察。对于多种卫星的组合侦察，

所用模型和思路同上，不同之处在于要同时考虑多种星型不同周期，侦察范围以

及他们之间的运动方向之间的关系。卫星参数变化会影响到卫星转动周期和侦察

范围以及转动方向等因素。卫星成像参数变化影响目标移动区域大小；轨道参数

变化影响卫星星下点轨迹及其进动方向等，从而影响目标移动方向和路径。 
以 Q 型卫星为例做分析。 
首先，我们根据问题一模型，以及附件 1 参数，画出 Q 型卫星的星下点轨

迹图和卫星可覆盖区域并标出进动方向，同时根据卫星可侦察面积确定活动区域

大小，分析 Q 型卫星在第一次可侦察到该区域的时间和侦查不到时刻，然后根

据卫星进动方向和转动周期，便可对可移动导弹路径方向做出预测。 
首先，通过隐蔽和运动方式，我们可知能够规避侦察是可行；因为在某一时

刻，当运动方式不足以规避侦察时，我们可以选择隐蔽的方式规避侦察。同时由

附件 1 知 Q 型星运动周期 94.37s，通过它的星下点轨迹图可预测卫星经过某指

定区域的时间，以及下次或下几次卫星经过的时间，对可移动发射装置选择运动

方式规避侦察。根据卫星覆盖大小，需要可移动区域面积至少大于卫星静止时能

覆盖到面积，形状为圆形，路网状况为每移动点应至少有两个方向可供选择，并

且该指定区域天气最好为多雾条件，附近有高山林立等。 
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图 28 卫星星下点轨迹移动及目标躲避示意图 

 

由 Q 型星轨道参数可知，每一定时间间隔星下点轨迹会西进一定角度，因

此移动发射装置在预测到其下一次覆盖时间时，应该向相反方向运动，使卫星在

下一次无法监测到，如图 28 所示。 
L 型卫星，K 型卫星的分析同上。 
暂时未考虑卫星组合的情况。 

 
 

总结 
根据题设要求以及所提供的原始数据，我们完成三个问题的建模、解算及讨

论，针对各问题给出了相应的解答和说明，并提供相应附件。解题的关键在于根

据卫星根数正确地绘制卫星的星下点轨迹图和初始位置的拟合，通过不断平移轨

迹图即可得到卫星以后时刻的位置，从而预报卫星的过顶情况，为地面的规避卫

星侦察提供时机和选择路线的依据。 
在绘制星下点轨迹图的过程中需要将给出的卫星信息转换为卫星的经纬度，

不管是已有的坐标系转换的方式或者根据相对位置分析所得的计算公式都存在

一定误差，必然不能在平面中精确地绘制出星下点轨迹图。此外，利用监测得到

的卫星出入时间和过顶时间以及星下点轨迹图来拟合星下点轨迹图的初始位置，

没有完全准确的方法实现拟合。我们在建模最初采用不断平移卫星轨迹图以减小

和实际轨迹的距离来进行拟合，这是较为粗略的拟合方式。在不断建模的过程中，

我们发现可以采用最小二乘等方法以求得误差最小化来拟合轨迹，虽然依旧会有

误差，但是相比观察距离会精确得多。拟合轨迹图初始位置造成的误差经过多次

平移后，会造成较大的累积误差，所以在以后的研究中还需要不断改进星下点轨

迹图的拟合方式以减小误差[7]。 
由于时间仓促，本文对第三问的尚处于初步阶段，有望通过算法[8]进对对本

题进行更深入的探讨。 
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附件列表 
 
附件分为两个部分，程序和运行结果，说明如下： 
 
程序： 
D11.m %%问题一第一问 Q 卫星星下点轨迹描画及平移 

执行时需要和’D.xls’放在一个文件夹； 
D11_guoding.m %% 问题一第一问 Q 卫星过顶情况预测 
                  执行时需要和’Q卫星信息.mat’放在一个文件夹； 
D11_duobi.m %% 问题一第一问躲避 Q 卫星侦察情况预测 
                  执行时需要和’Q卫星信息.mat’放在一个文件夹； 
T11.m %%问题一第一问Q卫星绕地球旋转+地球自转 
         执行时需要和’Q卫星过顶信息.mat’放在一个文件夹； 
D12L1.m %%问题一第二问 L1 卫星星下点轨迹描画及平移 

执行时需要和’D.xls’放在一个文件夹； 
D12L1_guoding.m %% 问题一第二问 L1 卫星过顶情况预测 
                  执行时需要和’L1卫星信息.mat’放在一个文件夹； 
D12L1_duobi.m %% 问题一第二问躲避 L1 卫星侦察情况预测 
                  执行时需要和’L1卫星信息.mat’放在一个文件夹； 
D12L2.m %%问题一第二问 L2 卫星星下点轨迹描画及平移 

执行时需要和’D.xls’放在一个文件夹； 
D12L2_guoding.m %% 问题一第二问 L2 卫星过顶情况预测 
                  执行时需要和’L2卫星信息.mat’放在一个文件夹； 
D12L2_duobi.m %% 问题一第二问躲避 L2 卫星侦察情况预测 
                  执行时需要和’L2卫星信息.mat’放在一个文件夹； 
D132.m %%问题一第三问K卫星星下点轨迹拟合及平移 

执行时需要和’D.xls’放在一个文件夹； 
D13_guoding.m %%问题一第三问 K 卫星未来三次过顶情况预测 
         执行时需要和’K 卫星信息.mat’和’D.xls’放在一个文件夹； 
D2L1.m %%问题二 L1 卫星平移经纬度计算 
         执行时需要和’新疆公路.xlsx’放在一个文件夹 
D2L1_100_duobi.m %%问题二 L1 卫星在接下来 7 天内的侦察情况 
         执行时需要和’L1 卫星新疆 2.mat’放在一个文件夹； 
D2Q.m %%问题二 Q 卫星平移经纬度计算 
         不需其它文件 
D2Q100_duobi.m%%问题二 Q 卫星在接下来 7 天内的侦察情况 

执行时需要和’Q 卫星新疆 2.mat’放在一个文件夹； 
 
 
 
结果： 
 
所有计算结果均放置在文件‘D.xls’文件 sheet‘答案’里。 
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