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2017年中国研究生数学建模竞赛 B题（华为公司命题） 

面向下一代光通信的 VCSEL 激光器仿真模型 

友情提示：阅读本题附录 3有助于理解本题的相关概念与方法。 

 

随着互联网技术的快速发展，家庭固定网络速度从原来的 2Mbps、10Mbps，

快速发展到了今天的百兆（100Mbps），甚至千兆（1000Mbps）光纤宽带入户。“光

纤宽带入户”，顾名思义，就是采用光纤来传输信号。光纤中传输的激光信号具有

远高于电信号传输速率的特点(激光信号传输带宽远大于电信号传输带宽)，更适合

于未来高速率的传输网络。工程师们在光纤通信传输系统设计前，往往会通过计算

机仿真的方式研究系统设计的指标，以便快速找到最适合的解决方案。因此在进行

系统仿真时，需要准确掌握系统中各个器件的特性以保证仿真模型的精度。激光器

作为光纤通信系统的核心器件是系统仿真中需要考虑的一个重要因素。 

与我们生活息息相关的激光器种类繁多，其中的垂直腔面发射激光器（VCSEL: 

Vertical Cavity Surface Emitting Laser）具有使用简单，功耗较低等特点，一般 VCSEL

的工作电流在 6mA~8mA。本题的主要任务，就是得到能准确反映 VCSEL 激光器

特性的数学模型。 

激光器输出的光功率强度与器件的温度相关，当器件温度（受激光器自身发热

和环境温度的共同影响）改变后，激光器输出的光功率强度也会相应发生变化。在

进行建模时，我们既要准确反映 VCSEL 激光器特性，还要考虑： 

1. 激光器输出的功率强度与温度的关系——即该激光器可以在多大的外界

环境温度范围内使用； 

2. 如何设计激光器参数可以使激光器具有更大的传输带宽（即 S21 曲线上纵

坐标-10dB 位置对应的横坐标频率值更大）——即可以实现更快的传输速

率。 

1 问题 1：VCSEL 的 L-I 模型 
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L-I 模型，即激光器的工作电流与输出光功率强度关系模型（L：light，表示光

功率强度，也可以表示为 P；I：Intensity of current，表示工作电流）。激光器是将

电能转换成光能的半导体器件，能量转换的过程，也是电子的电能转换为光子的光

能的过程，在转换过程中，伴随着电子的运动，半导体器件会产生一定的热量。从

能量守恒的角度看，转化为热能的能量越多（发热导致能量浪费了），器件温度越

高，那么转化为光能的能量越少（输出光功率越低），可以利用的能量就越少。 

    国际上很多研究机构对 VCSEL 的 L-I 建模问题做了大量研究，目前有一个 L-

I 经验公式获得了大多数人的认可。附录 1 给出了该公式及其一种参数化表达，请

你们根据附件提供的文件名为“L-I-20C.mat”的 L-I 实测数据（数据在室温 20℃

下采集，载入 matlab 后将获得 4 个变量：P:光功率，I:实测驱动电流，U：实测电

压，Ta：实测温度）和附录 1 中的表 1 给出的一组经验值，完成如下工作： 

a) 确定模型参数 ( )0 0 1 2 3 4, , , , , ,,th thI R a a a a aη ，根据模型画出 10℃，20℃，

30℃，……，90℃等温度下的 L-I 曲线（横坐标是电流强度，纵坐标是光

功率）。 

b) 假定当电信机房里 VCSEL 激光器在直流输入时输出的平均光功率低于

2mW 时，用户的光猫无法检测到信号。那么，根据建立的 L-I 模型推测：

电信机房里 VCSEL 激光器工作的环境温度最多不能高于多少摄氏度，才

能保证用户可以正常使用网络？ 

2 问题 2：L-I 模型的改进 

 分析问题 1 中模型的精度和误差产生的原因，提出你们的改进，根据改进模

型画出 10℃，20℃，30℃，……，90℃等温度下的 L-I 曲线，并与问题 1 中 L-I 曲

线进行比较。你们也可以采用完全不同的方法得到更好的 L-I 模型。 

3 问题 3：VCSEL 的带宽模型（小信号响应模型） 

VCSEL 的传输带宽越宽，用户上网的网速也就越快。为了适应未来的高速传

输网络需求，期望设计出具有更宽带宽的激光器。带宽模型，通常也称为小信号响
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应模型，就是给器件输入不同频率的幅度非常小的信号（注意与 L-I 模型不同，这

里幅度小，而且含多个频率，对应 S21 曲线横坐标是频率，纵坐标是光功率幅度），

获得对应频率点输出信号的幅度（功率）；这里“不同频率”是从 0 频到指定频率

按一定步长进行扫描，例如从 0 开始以 0.5GHz 为步长，扫描到 30GHz。在无线通

信中，器件带宽通常采用幅度 3dB 衰减位置的信号带宽来衡量——即 3dB 带宽。

在光纤通信中，由于系统可用幅度衰减范围更大，通常采用幅度 10dB 衰减位置的

信号带宽进行衡量——10dB 带宽。附件中名为“S21_5.mat”的文件给出了一组

VCSEL 激光器小信号幅频响应曲线数据和相应的驱动电流、输出光功率数据，将

数据载入 MATLAB 将获得 4 个变量：I_b=7.5，表示偏置电流为 7.5mA；Ta=20 表

示测试的环境温度是 20℃；f 表示 S21 曲线的频率，单位为 Hz；S21 表示 S21 曲

线的幅度，单位为 dB，请你们： 

a) 建立恰当的激光器小信号幅频响应参数模型，给出参数构成及其确定方法，

画出不同环境温度和不同偏置电流下的带宽响应曲线（即 S21 曲线），其

中一条必须是 20℃下 7.5mA 偏置电流的仿真输出曲线。 

b) 利用你们的带宽模型，分析激光器的温度和激光器的偏置电流对器件带宽

曲线的影响。 

c) 假定激光器工作环境温度可以采用某些措施让它固定在 20℃（例如，通信

设备商通常的做法是将激光器放到精密的恒温箱中进行测试。若将激光器

放在室内环境测试，随着测试时间的变成，激光器本身会发热导致激光器

表面及其周边环境温度升高，而恒温箱则可以保证其表面和周边环境温度

恒定不变），偏置电流固定在 7.5mA，那么，如果要获得更宽带宽的激光器

设计方案，还可以通过什么手段实现？ 

d) 改变激光器的某些参数可以发现一些有趣的问题，比如激光器在 3dB 范围

内的部分频率处幅度可能会高于 0 频位置。请问，改变哪些参数会有这种

现象？在实际应用中，我们希望这部分带宽曲线越平坦越好，那么如何设

计这些参数可以实现我们的目的？ 

附录 2 给出了一种基于速率方程的建模方法，你们可以在确认其推导正确的

基础上提出参数估计方法并根据题目提供的数据确定合适的参数以完善模型。你

们还可以对推导过程进行完善或者改进，以得到更为精确的模型。 
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图1 某激光器 S21 曲线 

对于 S21 曲线的一些基本说明：假定图 1 是实验室在不同条件下（不同测试

环境温度，不同偏置电流）测试到某型号激光器的三条 S21 曲线（幅频响应曲线）。

图中横坐标为频率，纵坐标为不同频率对应的幅度，-10dB 幅度位置的虚线表示所

关注的对应的频率大小（带宽）。从图中可以看到，①号曲线对应的横坐标频率（带

宽）约 13GHz，②号曲线对应的横坐标频率（带宽）约 22GHz，③号曲线对应的

横坐标频率（带宽）大于 25GHz。即三条 S21 曲线中，③号曲线的-10dB 带宽最

大。 

4 问题 4：VCSEL 带宽模型的改进 

开放性探索问题：是否有更好的带宽模型建模方式，使得模型运算速度更快？

或者在相同的温度和偏置电流下，可以获得更宽的 3dB（或 10dB）带宽? 

如果有，请给出建模方案，包括可能的数学公式，不同温度和偏置电流下的带

宽响应曲线，并与问题 3 的模型进行比较。 
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1 附录 1：激光器 L-I 模型 

   一般认为，VCSEL 的各参数间满足如下规律： 

( ) ( )( )0 ,thT IP I N Tη −=                       （1） 

其中： 

   0P  ：激光器输出的光功率，在 L-I 中光功率也用 L 来表示，即 L-I 也可

以写成 P-I 

       I  ：注入到激光器的外部驱动电流，包含外部加载的偏置电流 Ib 和信号

电流，在无信号时为偏置电流 Ib 

      ( )Tη  ：L-I 曲线的斜率，从能量转换角度看，斜率对应于转换效率(L-I 曲

线横坐标是电流 I，纵坐标是出光功率 P，斜率越高，相同电流 I 对应的输出光功

率越高，相同电能转换为的光能越多，即转换效率越高)；与温度相关 

      ( ),thI N T  ：阈值电流；激光器电流超过该值则激光发光；与载流子数和

温度相关 

     N  ：载流子数 

假设： 

1. 转换效率 ( )Tη 受温度影响较小，即 ( )Tη 近似于常数η  ； 

2. ( ) ( )0,th th offI N T I I T= +  

  其中 0thI 为常数， ( )offI T 是与温度相关的经验热偏置电流（即激光器内部的

偏置电流，随激光器温度的变化而变化，有别于外部人为加载的激光器偏置电流

Ib）。 

这样（1）式可以简化为 

 ( )( )0 0th offP I TI Iη= − −       （2） 

将 ( )offI T 表示为： 

 ( )
0

n
off n

n
I TT a

∞

=

=∑   （3） 
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式(4)中的温度T 受外界环境温度 0T 和自身的温度影响，自身的温度与器件产

生的瞬时功率VI 相关，即受 V-I 特性（电压-电流特性）影响： 

 ( )0 0 th th
dTIV P RT

t
T

d
τ+= − −   （5） 

thR  ：VCSEL 热阻抗 

|thτ  ：热时间常数 

0T  ：环境温度 

I  ：偏置电流 Ib （输入电流） 

V  ：输入电压 

式（2）-（5）就是 VCSEL 的一种经验模型，其中的参数需要根据实验数据确

定，表 1 给出的仅是一组（并非最佳）参考初值： 

表1  L-I 模型初值设置即模型参数提取 

参数 参考初值 单位 

η   0.5 - 

0thI   0.3E-3 A 

thR   2.6E3 ℃/W 

0a   1.246E-3 A 

1a   -2.545E-5 A/K 

2a   2.908E-7 A/K2 

3a   -2.531E-10 A/K3 

4a   1.022E-12 A/K4 

 

 

2 附录 2：基于速率方程的带宽模型推导 
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将偏置电流和注入激光器的外部驱动电流代入激光器速率方程，得到： 

 

( )( ) ( )

( )

0 00

0 0

1

1

i th off

n

p n

GdN NI I I T N N S
dt q S

GdS N N S
S

S N
dt

ετ

ε

η

β
τ τ

− − −


+


−
 +

=

= − + +


− −
  （6） 

VCSEL 输出的光功率与光子数成正比，假定比例因子为 k   

 0P kS=                            （7） 

VCSEL 的小信号响应建模的思路为： 

1. 求出稳态下的电流 sI 、载流子数 sN 、光子数 sS ；稳态，即无驱动信号情况

下，激光器中的电流为直流信号，此时电流是稳定的，载流子数、光子数也都是稳

定的； 

2. 加载小信号（小信号为信号幅度非常小的信号，不同频率处的信号幅度不

同，因此小信号是与频率相关的小幅度信号），可以假定小信号引入了与频率相关

的电流、载流子数、光子数，数学表达可以写成： ( )i f  ， ( )n f  ， ( )s f   

3. 给 VCSEL 加载上小信号后，原来速率方程中的电流、载流子数、光子数则

表示为稳态下的值与小信号下引入信号变化的值的和。 

N ：载流子数 
t ： 时间 

iη ：注入效率；或转换效率； 
q ：物理常量，电子电量，1.6×10-19 库伦 

0N ：透明载流子数，当载流子数 N 大于透明载流子数的时候，激光器有源区发生粒

子束反转，满足产生激光的其中一个条件 
I：注入的外部驱动电流； 
Ioff(T)：与温度相关的偏置电流  

nτ  ：载流子复合寿命 

pτ  ：光子寿命（p: Photon, 光子） 

0G  ：增益系数，激光产生的阈值条件，增益大于总损耗； 

S  ：光子数 
β  ：受激辐射耦合系数 
ε  ：增益压缩因子 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

j ft
s

j ft
s

j ft
s

I t I i f e

N t N f e

S t S

n

fs e

π

π

π

+

+

= +

=

=

  （8） 

其中， ( )i f  ， ( )n f  ， ( )s f 足够小。 
可以根据前面所有材料提到的数学表达式（主要为等式(6)和等式(7)）推导出

VCSEL 的小信号响应模型数学表达式。 

【下面是小信号响应数学表达式推导的过程】 

当外部驱动电流保持恒定，载流子数 N 与光子数 S 将在一段时间的瞬态后达

到稳定状态，此时 N 和 S 对时间求导为 0（稳态下，载流子和光子数变化为 0），

那么等式(6)可以写为 

 
( )( ) ( )0 0 0 =0

1
i th off

n

GNI I I T N N S
q S

η

τ ε

−
−

+
−

− −
  （9） 

 ( )0 0 0
1

=
p n

NGS N N S
S

β
τ τ ε

−
−

+
+ +               （10） 

现在研究在已知输出光功率 0P 情况下激光器中载流子的浓度问题。 将 oP kS=  

关系式带入等式(10)，此时求出的 N 为稳态下载流子浓度，记为 sN  ，等式(10)中

的第二个等式得到 
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其中， 0P  为通过仪器测量到的激光器的实测出光功率，( )0 0, , , ,, ,p n G Nk τ τ ε β  

为参数。根据实测光功率和参数值，从等式(11)可以计算出激光器中载流子浓度

sN  。 

根据计算出来的载流子浓度 sN 可以进一步计算激光器中用于转换成光能的激

光器驱动电流 curI  和激光器中稳态下理论上可计算处的光子数 sS  。 

将 oP kS= 和等式(11)计算出的载流子浓度 sN   带入等式(9)中，求出的电流 I  

即为根据速率方程从理论上所计算出的激光器发光的驱动电流 curI  

 

( )( ) ( )

( ) ( )

0 00 0

0

0
0

0

0 0

=0i cur th off ss

n

ss
cur th off

i n

I I I T N N P
q k P

N N P
I I I T

G

GN
k P

q

N
ε

η

τ

η ετ
 

= + 

−
− −

+ +


− −
+

−
+ 

  （12） 

根据计算出的稳态下载流子浓度 sN ，从等式(9)可以计算稳态下理论上的光子

数 sS   

 
( )( ) ( )0 0 0 =0

1
i th off s ss

n s

I I I T N N S
q

G
S

Nη

τ ε
−

+

−
− −

−
  （13） 
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在通常的 VCSEL 激光器中， 1sSε  ，根据等式(13)得到理论计算出的激光器

稳态工作时的光子数 

 

( )( ) ( )

( )( )
( )

0
0

0 0

0

0

/ /

i th off s
s s

n

i th off s n
s

s

N G
I I I T

N N S
q

I I I T q N
NG

S
N

η

τ

η τ

−
−

−−

−
=

−

−
=

−

  （14） 

值得考虑的问题是：此处如果不做简化，是否可以得到更准确的计算结果？ 

根据前面介绍知道，激光器输出光功率与光子数成正比，比例因子为 k  ，那

么根据理论计算出的光子数 sS  可以计算出理论上的出光功率 

 od sP kS=                             
（15） 

至此，我们已经计算出了激光器理论的出光功率和理论上的驱动电流的值

( );od curP I  ，而通过仪器可以测量出激光器的出光功率，驱动电流，电压为 ( )0; ;P I V  。 

重 新 梳 理 一 次 上 述 信 息 ， 根 据 实 测 激 光 器 光 功 率 0P 值 和 参 数

( )0 0, , , ,, ,p n G Nk τ τ ε β ，我们可以计算出载流子浓度 sN  ；将计算出的载流子浓度 sN

带入等式(12)，可以得到理论上的驱动电流 curI ，该理论值与实测驱动电流值相减

可以得到第 1 个误差约束关系。再将计算出的载流子浓度 sN 带入等式(14)和等式

(15)，可以得到理论上的激光器出光功率，将该理论光功率值与实测激光器光功率

0P  相减可以得到第 2 个误差约束；第 3 个误差约束将由理论计算出的小信号响应

与测试的小信号响应值给出。 

现在进一步考虑加载小信号的情况以获得小信号响应的理论表达式。将等式

(8)带入速率方程等式(6)， 

 
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

2 2 2 22
0

2

2

0

2 22
0

2

0

2
0

1

1

j ft j ft j ft j ftj ft
s i s th off s ss

j ft
n s

j ft j ft j ft j ftj ft
s s s ss

j ft
p n s

d n G n sn
dt s

d s n G n ss
d

N f e I i f e I I T N f e N S f eN f e
q S f e

S f e N f e N f e N S f
t s

eS f e
S f e

π π π ππ

π

π π π ππ

π

ε

ε

η

τ

β

τ τ

+ − + ++
= − −

+

+ + + ++
= −

+ − −

+

−

++
+ +

 

 （16） 

稳态方程(9)，(10)中载流子浓度和光子数均为稳态理论值 sN  和 sS 时，等式重
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写为下面的形式 

 
( )( ) ( )0 0 0

1
=0i s th off s ss

n s

I I I T N N S
q

G
S

Nη

τ ε
−

+

−
− −

−
  （17） 

 ( )0 0

1
=0s ss s

p n s

NGS N N S
S

β
τ τ ε

−
+

− + +   （18） 

将等式(17)和等式(18)带入等式(16)的第一个式子进行等式化解： 

 
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 22
0

2

2 2
02

2 22

0

0
0

2

0

0

2

1

+

j ft j ft j ft j ftj ft
s i s th off s ss

j ft
n s

j ft j ft
i s th off ij ft s

n n

j fj ft j ft
s s s s

d n G n sn
dt s

n
j f n

N f e I i f e I I T N f e N S f eN f e
q S f e

I I I T i f e f eNf e
q q

N N S S f e N N f e f fn s n es
G

π π π ππ

π

π π
π

ππ π

η

τ

η η
π

τ τ

ε

+ − −

+

−
=

−

+ − + ++
= − −

+

−
− + −

−
−

⋅
+ +

( )
( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0

0

2

0
2

2 2

2

2 2 2 2

2
0 0 0

1

1

1

1

t

j ft
s

i s th off s ss
j ft

n s

j f t

j ft
s

j ft j ft j ft j ft
i s s

j ft
n s

S f e

I I I T N N SN
q S f e

f f e
S f e

i f e f e S f e N N f

s

G
s

G n s

e
q S f e

s

n G n G s
s

π

π

π

π

π π π π

π

ε ε

ε ε

ε ε

ε ε

η

τ

η
τ

+ +

− −
+ +

+ +

+ −
+

−
= − −

−

+
+

− −

（19） 

增益压缩因子本身较小，它与小信号的乘积 ( )fsε 值较小，现考虑在等式(19)

中假定可以忽略其影响，即 ( ) 0s fε → ；再考虑等式(19)中第四项，该项中包含的

( )2 2j f te π
相比其他项为 2 倍频高次项，高频信号在系统响应中不在考虑范围内，可

忽略不考虑。由此，等式(19)可简化为 

 

( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

02

2 2 2

0 0

0 0
2

0

2
1

1 1

i s th off s sj ft s

n s
j ft j ft j ft j ft

i s s

n s s

I I I T N N SNf e
q S

i f e f e S f e N N f

G
j f n

n G n e
q S S

G s

π

π π π π

η
π

τ

η

ε

ετ ε

− −−
= − −

+ − −

+

−
+ +

−

 

 （20） 

根据等式(17)，等式(20)的前三项为 0，在略掉因子 2j fte π 后，等式(20)化简为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 02
1 1

i s s

n s s

n G ni f f S f N N f
f

q S
G s

j
S

f n
ε

π
ε

η
τ

= − − −
−

+ +
  （21） 

用同样的方法，等式(16)的第二个式子可以化简为 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 02
1 1
s s

p n s s

s f G N sn f N S n
f

S
f G f

j s f
S

β
π

τ τ ε ε
= + +−

+
−

+
+

  （22） 

由等式(22)得到 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )0 0

0

2 / 11/
/ / 1

p s s

n s s

f G N Sj N
n f s f

G S S
π τ ε

β τ ε
+

=
+

+ − −

+
  （23） 

根据前面的描述，信号的响应等于对应频率处输出与输入信号的比值，假定小

信号响应为线性频率响应 ( )h f   ，按照定义表示为小信号带来的输出信号 ( )p f  

与输入信号 ( )i f  的比值 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

p f
h f

i f i f
s f

k= =   （24） 

将等式(23)带入等式(21)，并化简为等式(24)的形式 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0 0 0

0 0
0

1/ 2 1
1

2 / 1 / 1
/ 1

/
/ 1

/

i

p s s n s s
s s

n s s

f N S j f G

s f
h f k

i f
k
q j G S S

G N N S
S

N
G S

η
π τ ε π τ ε

ε
β τ ε

=


= ⋅

+ − ⋅ + +− + + 
+ +

  + − +

 

 （25） 

通常，我们在通信系统里面的信号响应有如下形式 

 ( )
( ) ( )22 2

X
f

h f
Yfj j Zπ π+

=
+

  （26） 

将等式(25)写成等式(26)的形式，那么， 

 ( )0 00

1
1

1
1 ss

np s s

G NGY
NS

S Sτ τ ε ε
−

−
+

+
+

+=   （27） 

 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

0 0 0 00 0

0 00

1 1 1 1
1 1

1 1
1 1

s ss s

p s n s n s s

ss

p n p s n s

N NS SG N G NG GZ

G N

S S S S

NS
S S

G

β
τ ε τ ε τ ε ε

β
τ τ τ ε τ ε

 
=  

+ + + +  
−

− −   
− ⋅ + + + ⋅   

  

−
= +

+



+
−

  （28） 

将 s sP kS=  带入等式(27)和等式(28)，将稳态下的光子数 sS  用光功率 sP  表示 

 ( )0 001 1 ss

p n s s

kG NG PY
P

N
k k Pτ τ ε ε

−
−

+
+

+
+=   （29） 

 
( )

( ) ( )
( )

0 001 1 ss

p n p s n s

k G NGZ
k

P
k

N
P P

β
τ τ τ ε τ ε

−
+ −

−
=

+ +
  （30） 
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等式(21)和等式(22)是忽略了 ( )s fε  项得到的，为了进一步提高精度，假定只

忽略高阶项，而不忽略 ( )s fε  项，则可以得到 

 ( )
( )

0 00
21 /

1 1 ss

p n s s

G NG P
P

N
Y

k kPτ τ ε ε

−

+
+ +

+
−=   （31） 

 
( )

( ) ( )
( )

0 00
2

1
1 /

1 ss

p n p s n s

G NG PZ
Pk k

N
P

β
τ τ τ ε τ ε

−
=

+ +

−
+ −   （32） 

最后，响应函数需要进行归一化处理，因此不必关心刚才等式里面的 X 表达

式是什么，在归一化处理时 X 被抵消掉了。归一化小信号响应为 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )20 2 2

h f ZH
h j Y Zf

f
fjπ π

=
+

≡
+

  （33） 

将上述的 Y 和 Z 带入等式(33)，即可获得 VCSEL 的小信号响应数学表达式。

在该表达式中存在许多的参数，需要采用非线性最优化获取最佳的参数值，使得在

相同的温度和偏置电流影响下，按照等式(33)输出的响应 ( )H f   与实测的响应输

出一致。 

 
表 2 提供了某些参数的可能（未必合适）初值，仅供参考： 

表2 小信号模型初值设置的参考值 

参数 参考初值 单位 
iη   0.7 - 
β   1E-5 - 

nτ   9.6E-9 s 
k   1.5E-8 W 

0G   1.8E6 s-1 

0N   4.97E5 - 

pτ   3.8E-12 s 
ε   4.7E-8 - 
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3 附录 3：选做本题所需的基础知识 

信息时代，信息的传输和处理在理论、技术和工程上都具有非常重要的地位和

作用。信息必须通过信号来携带通过系统进行传输和处理。信号、系统、信号通过

系统因而成为信息科学领域必须研究的三大基本对象。 

1. 信号 

物理或工程上的信号是变化着的物理量，最常用的是电压、电流、磁通量、光

通量等，数学上可统一地用随机过程来表示，但在对基本概念和基本理论的介绍时，

将随机过程用确定性的时间函数 f(t)来代替，即信号就是函数，在下面的叙述中，

信号和函数是完全相同的两个名词，不同的地方用不同的说法仅仅取决于作者的

行文习惯。 

经典的信号分析方法以傅里叶级数为基础： 

满足狄利克雷条件的周期信号 ( )x t 可以展开成傅里叶级数： 

0 0 0
1

( ) ( cos sin )n n
n

x t a a n t b n tω ω
∞

=

= + +∑  

0a 、 na 、 nb 分别表示为： 

0

0

0

0

0

0

/2

0 /2
0

/2

0/2
0

/2

0/2
0

1
( )

2
( ) cos

2
( ) sin

T

T

T

n T

T

n T

a x t dt
T

a x t n tdt
T

b x t n tdt
T

ω

ω

−

−

−

=

=

=











∫

∫

∫

 

式中： 0T 为信号的周期； 0ω 为信号的基频，即角频率， 0 02 / Tω π= ， 1, 2,3...n = 。 

合并同频项： 

0 0
1

( ) cos( )n n
n

x t a A n tω θ
∞

=

= + +∑  

式中：信号的幅值 nA 和相位 nθ 分别为 

2 2

arctan( / )
n n n

n n n

A a b

b aθ

= +

= −
 

这个表达式可以这样解读： 
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周期信号可以分解成一组频率 0ωn 、幅度 nA 、相位 nθ 的正弦信号

)cos( 0 nn nA θω + （写成余弦，但习惯上称为正弦）的叠加。这样一组参数

∞
=00},,{ nnn nA ωθ 和一个周期函数是一一对应的（就是可以互相确定），因此，对满足

狄里赫利条件的周期函数，也可以表示成
∞
=00},,{ nnn nA ωθ ，与周期信号原来的表示

相对比，这种表示方法的好处是：它将一般的周期信号分解成正弦信号（再给它一

个帅气的名字：频率分量）的叠加，由于正弦信号被认为是物理上最简单的信号，

因而就实现了数学上用简单表示复杂的思想。 

下面的做法无论在理论上还是在实际上都是具有重大意义的创新： 

为了能够在平面坐标系中直观地表示
∞
=00},,{ nnn nA ωθ ，将它分开为两组： 

∞
=00},,{ nnn nA ωθ    →   ∞

=00},{ nn nA ω , ∞
=00},{ nn nωθ  

现在我们就可以很容易地建立起信号频谱的概念： 

（1）信号的频谱（三角频谱）：构成信号的各频率分量的集合，表征信号的幅

值和相位随频率的变化关系，即信号的结构，是 nA ω− 和 nθ ω− 的统称； 

（2）信号的幅度谱：周期信号幅值 nA 随ω的变化关系，用 nA ω− 表示； 

（3）信号的相频谱：周期信号相位 nθ 随ω的变化关系，用 nθ ω− 表示； 

信号的频率也用 f 表示，二者之间的关系是 fπω 2= 。 

为了在形式上更简单，应用欧拉公式 

cos sin ( 1)j te t j t jω ω ω± = ± = − ，

1cos ( )
2
1sin j( )
2

j t j t

j t j t

t e e

t e e

ω ω

ω ω

ω

ω

−

−

= +

= −
 

傅里叶级数三角函数表达式 ( )0 0 0
1

( ) cos sinn n
n

x t a a n t b n tω ω
∞

=

= + +∑ 可改写成 

0( )       0, 1, 2,jn t
n

n
x t C e nω

∞

=−∞

= = ± ± ⋅ ⋅ ⋅∑  

0
0

0

/2

/2
0

1 ( )
T jn t

n T
C x t e dt

T
ω−

−
= ∫  

这就是周期信号的傅里叶复指数形式的表达式。 

实际的信号往往并不是周期信号，这样上面的方法就不能直接使用了，不过没

有关系，回忆在概率论课程中，尽管连续型随机变量没有了概率分布的概念，但我
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们可以引入概率密度，类似的做法导致了频谱密度概念的产生，详细过程因为没有

概念上的障碍，所以就不写了，直接给出结果： 

  对函数 ( )x t ，令 ( ) ( ) j tX j x t e dtωω
∞ −

−∞
= ∫ 称为信号 ( )x t 的傅里叶变换，它反映了

( )x t 中各个频率分量 tωcos 的“密度”的分布情况，也称为频谱密度函数，简称“频

谱函数”，尽管和前面的频谱函数名字一样，但在不同的场合其内涵是不一样的，

用的时候能够区分就可以了。 

2. 系统 

信号由 ( )x t 变为 )(ty （可以是地理位置的改变，也可以是形式上的改变）通常

被理解为是因为受到了系统的作用，比如打电话时，我在北京说出来的声音是 ( )x t ，

你在海南听到的是 )(ty ，中间环节就统称为通信系统。 

满足线性时不变（系统的功能不随时间变化）特性的系统被建模为线性常系数

微分方程： 

)()()(')()( 01
)1(

1
)( txtyatyatyaty n

n
n =++++ −

−   

)(tx 称为输入或激励， )(ty 称为输出或响应。之所以会有俩名完全是不同专业

习惯的原因。 

通常这一模型是通过研究系统的组成元素、组成方式，按照其所遵从的物理规

律得到的，就是我们所称的机理分析法。将系统分解成结构（表现为微分方程的阶

数）和参数（方程系数）两大要素，也可以在假设结构已知的前提下，通过输入和

其对应的输出，采用数学方法求解参数，这对应于我们所称的数据分析法。 

这一模型反映的是输入输出函数之间整体上的对应关系。利用傅里叶变换的

性质，方程两边同时取傅里叶变换，得到： 

)()()( ωωω jXjHjY =  

)(),( ωω jYjX 是输入、输出的频谱， )( ωjH 是系统的频域模型－你猜的没错，右边

就是普通的乘积运算（看看傅里叶变换有多厉害！） 

3. 信号通过系统 

在线性时不变假设下，从频域的观点看，系统对输入信号的作用就是将其频谱

乘以 )( ωjH ，这个 )( ωjH 反映的是系统的全部功能，因而也被称为系统函数。它还

有一个非常好的特点：它是某一条件（零状态）下系统对一特殊信号（冲激信号）
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的响应的傅里叶变换！这一事实启示我们，对系统建模还可以采用第三种方法：选

择某些具有特殊性质的函数（比如本题所称的小信号）去激励系统，通过响应推测

系统的性能。 

将 )( ωjH 写成
)()()( ωϕωω jejHjH = ：我们就可以将信号通过系统后的响应

)()()( ωωω jXjHjY = 按一个个的频率成分来分析：系统对输入的作用就是将一个

个的频率分量幅度上加权（相乘），相位上相加（本题不太关注相位问题，因而可

以不去深究）。 

比如，假设 0>ω 时 










>

<<

<

=

1

10

0

0
2
1
1

)(

ωω

ωωω

ωω

ωjH  

这个系统的作用就是让频率低于 0ω 的成分全部通过，让频率介于 0ω 和 1ω 之间

的频率分量幅度衰减一半，让其他的频率成分衰减到 0。 

)( ωjH 因而被称为系统的频率特性， )( ωjH 称为幅频特性。 

4. 带宽 

实际的信号和实际的系统都不可能是在全部频率上都有非零值的，因而对信

号，将其具有非零值或集中了主要能量的频率范围称为信号的带宽，对系统，将其

使输出信号的幅度下降到最大值的倍数不小于某一数值（比如 70.7%，称为-3dB 带

宽，31.6%，称为-10db 带宽）范围称为系统的带宽。显然，系统的带宽越大，其所

能通过的频率成分就越多，能承载的信息量也就越大。 

注意：本文档仅仅适用于本题，并不对其他场合下的完整性和严谨性负责，请

勿外传。 
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