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题 目            天文导航中的星图识别 

摘       要： 

本文以导航恒星的几何关系为基础，研究了根据导航恒星天球坐标解算测者天球坐标

的问题，以及三星观测定位模型非线性方程组的解析解法和数值解法，并对三星观测定位

误差与导航恒星排布之间的关系进行了理论推证和仿真分析。同时针对星图识别问题，以

角距及其衍生特征为基础，研究并设计了三种星图识别特征，并实现了对题给星图数据的

识别。 
针对问题一中第（1）问，利用了天球坐标与空间直角坐标的转换关系、空间三角形

几何关系与向量夹角的计算方法，构造了三元超定方程组；利用变量代换、线性代数和空

间解析几何知识，提出了此类三元超定方程组的三种不同解析解法，给出了每种解法的不

同几何含义和具体的解，并在解法三中创新地提出了考虑参数依赖时方程的解法。 
针对问题一中第（2）问，在第（1）问的基础上构造了三元非线性方程组，由于得到

解析解非常困难，团队主要采用了基于最小二乘法和牛顿迭代法的数值解法，推导图像坐

标系星像点与天球坐标系利用第二问答案数据采用相应方法给出了几组例解。 
针对问题一中第（3）问，根据天文导航误差传播理论进行推导，得出了“恒星四面体

体积越大，定位精度越高”的理论结果，考虑到实际视场宽度问题，探索了星像点在感光

胶片的分布与定位精度的关系，确定在三星观测定位时，应当使得 3 颗导航恒星尽量位于

视场边界，且呈正三角形排布的选星方式受误差影响最小，并采用蒙特卡洛仿真试验验证

了结果。 
针对问题二，首先采用角距匹配思想，构建恒星夹角正弦数据库，并依据视场界限进

行筛选，缩小了搜索空间。并通过编程实现了基于角距特征的星图识别；构建了邻接星数

据库，建立了基于角距和特征的星图识别模型；在第一题（2）问提出的感光面投影到天

球坐标系的思想方法的基础上，利用邻接星数据库，提出了一种非角距衍生的星图识别特

征——恒星线交角特征。然后对上述判据带入星图进行判断，给出了匹配结果和匹配计算

量，对各种算法的适用条件和优缺点进行了全面的分析，并给出了最终结果。 
 
关键词：三星观测定位，星图识别，解非线性方程组，蒙特卡洛仿真，角距匹配，恒

星线交角匹配。 
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1 问题重述 
1.1 问题背景 

天文导航（Celestial Navigation）是利用天体光频辐射或射电辐射能量，被动探测天体

位置，研究天体和载体之间的关系，以确定载体的位置、航向和姿态引导载体运动的导航

方法。天文导航的优点主要有：抗干扰能力强、全球使用、信息实时性好、精度较高、误

差不随时间发散的特点[1][1] [1]。 
星敏感器是以恒星为参照系，以星空为工作对象的高精度空间姿态测量装置，通过探

测天球上不同位置的恒星并进行解算，为卫星、洲际战略导弹、宇航飞船等航空航天飞行

器提供准确的空间方位和基准，并且与惯性陀螺一样都具有自主导航能力，具有重要的应

用价值。 
本题是在利用星敏感器进行天文定位的背景下展开的，主要讨论两个方面的问题： 
（1）天文定位。也即利用星敏感器测得 3 颗恒星在天球坐标系下的位置信息（赤经，

赤纬），解算星敏感器（测者）在大地坐标系中所在位置。 
（2）星图识别。也即将当前星敏感器视场中观测得到的星图与导航星库中的恒星数

据进行匹配，并完成对观测星图中的恒星进行识别的任务。 

1.2 问题描述 
本题需要通过建立数学模型，解决如下问题。 
问题一  （1）通过天球坐标系下利用星敏感器测得 3 颗恒星的赤经和赤纬坐标，以

及来自此 3 颗恒星的平行光经过星敏感器光学系统成像在感光面上的星像点质心中心位

置，在已知星敏感器焦距的情况下，建立解算星敏感器光轴与天球面焦点位置信息的数学

模型及其求解算法。（2）在（1）的条件下，若星敏感器焦距未知，建立解算星敏感器光

轴与天球面焦点位置信息的数学模型及其求解算法。（3）在考虑误差的情况下，分析确

定在使用三星观测定位方法的情形下，选择以何种形式排列的 3 颗导航恒星，可以使得定

位误差最小。 
问题二  以角距或其衍生的形式为特征的传统星图识别方法比较简单，但所需存储空

间较大，实时性不好且识别率不高。为提高星图识别算法的实时性和降低误匹配率，可以

对星图中的星点信息进行更为精细的特征提取，构建更高层次的特征。在给出总量为 4908
的简易星表的基础上，构建特征提取模型并设计星图识别算法，确定测得 8 幅星图中每个

星像点在简易星表中对应的恒星编号，并评估所设计的算法性能。 
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2 基本假设和符号系统 
2.1 基本假设 

假设 1  由于地球半径的尺度相比于导航恒星的对地距离可以忽略不计，故将地球视

为一个点，并以地心代表地球进行计算和处理。  
假设 2  本文所处的观测条件，是不考虑星云尘埃、云团遮挡、光的折反射等情况的

理想条件。 
假设 3  关于星敏感器本身所产生的观测误差，本文认为相对于观测角而言属于小角

度误差，即在测角误差为∆α时，有 sin𝛥𝛼≈tan𝛥𝛼≈𝛥𝛼. 

假设 4  不考虑观测过程中导航恒星相对天球坐标系的位置变化。 
假设 5  图像坐标系与星敏感器所在载体坐标系重合。 

2.2 符号系统 
本文所使用的符号系统及其解释如表 2.1 所示。 

表 2.1 本文所使用的部分符号说明 

符号 说明 

i  导航恒星的赤经 

i  导航恒星的赤纬 

0  星敏感器的赤经 

0  星敏感器的赤纬 

ia  感光面上投影点到感光面中心的距离 

'OO , OD  星敏感器光轴方向 

f  星敏感器焦距 

注：考虑到全文连续性，其他未在表 2.1 中列出的符号将在建模和求解过程中给出解释说明。 
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3 问题一的建模与求解 
3.1 问题分析 

实现在天球坐标系下的三星观测定位，实际是求解星敏感器的光轴指向问题。根据假

设 1，将地球（测者）视为一点 O，则星敏感器的光轴 OO’与天球面的交点即为点 D(α0,δ0)，
D 点坐标也即星敏感器（测者）在天球坐标系中的赤经和赤纬。问题一的求解，就是利用

3 颗导航恒星 P1,P2,P3的坐标，以及其在星敏感器感光面 ABCE 上的投影与感光面中心 O’
的距离 a1,a2,a3，求解 α0 和 δ0 的过程（图 3.1）。 

 
图 3.1  问题一的几何分析 

3.1.1 子问题 1 和子问题 2 的分析 

问题一的前两个子问题，都是根据 3 颗导航恒星在天球坐标系下的位置确定测者位置。

图 3.2（a）反映了球坐标系、空间直角坐标系和天球坐标系的关系。天球坐标系中的赤纬

δ 即经典球坐标系中的 90°-φ，赤经 α 即经典球坐标系中的 θ. 因此，需要将在天球坐标系

和图像坐标系下的位置坐标统一到直角坐标系下表示，再通过图 3.2（b）所示的三角关系，

解 3 个坐标三角形△O’OQi (i = 1,2,3)，确定向量OD关于向量 1OP 、 2OP 和 3OP 的相对关系，

联立方程求解 D 点的坐标。 

  
（a）球坐标系和天球坐标系 （b）解坐标三角形 

图 3.2  问题一的坐标关系 
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3.1.3 子问题 3 的分析 

本问题的误差主要来源于星敏感器校准误差和导航恒星质心中心提取误差等，统称为

天文观测误差。当天文观测误差一定时，子问题 3 需要分析三星观测定位算法受误差的影

响情况，确定对定位算法产生决定性影响的关键因素，并以此确定导航恒星的选择方式。 

3.2 模型建立 
对于子问题 1 和子问题 2，从分析 3 颗导航恒星与星敏感器光轴的角度关系出发，建

立通过三星观测定位方法求解测者在天球坐标系下位置坐标的数学模型，并给出求解该问

题的一般方法。 
对于子问题 3，文献[2]证明了对于三星观测定姿问题，所选 3 颗导航恒星与观测点所

成四面体（恒星四面体）体积最大时，定姿误差最小。在此基础上，本节通过数学推证，

说明了当三星在视场顶面正方形中按其最大内接正三角形排布时的误差最小。 

3.2.1 三星观测定位模型 

如图 3.3 所示， ( , )i i iP   (i = 1,2,3)是 3 颗导航恒星在天球坐标系下的位置，O 点为地

心，OD为星敏感器光轴指向，OD与星敏感器感光面正交于点 O’（感光面中心），O 与

O’点的距离为星敏感器的焦距 f，Qi 为 3 颗导航恒星在星敏感器感光面上的投影坐标，其

与感光面中心的距离为 ai，r0 和 ri 分别为 D 点和 Pi 点的球径，是一个充分大量。 

 
图 3.3  子问题 1 和子问题 2 的几何抽象 

参照空间直角坐标系与球坐标系的坐标转化关系，可以将用天球坐标表示的点统一到

空间直角坐标系中。对于天球坐标系中的任意一点 ( , )P   （球径 r 充分大），将其变换为

直角坐标表示的点 '( , , )P x y z ，坐标变换关系为： 

 
cos cos
cos sin
sin

x r
y r
z r

 

 



=
 =
 =

 (3.1) 

对子问题 1 而言，在图 3.3 中，可以将其抽象成以下表述： 

已知  1 1 1 1( , , )P r  , 2 2 2 2( , , )P r  , 3 3 3 3( , , )P r  , 1 1 2 2 3 3' , ' , ' , ' ;OO f O Q a O Q a O Q a= = = =  
求解  0 0( , ).D    
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由于 

 cos cos , = i
i i

i

OP ODPOD OP OD
OP OD


 =  (3.2) 

且 
 ( cos cos , cos sin , sin )i i i i i i i i iOP r r r    =  (3.3) 

 0 0 0 0 0 0 0 0( cos cos , cos sin , sin )OD r r r    =  (3.4) 
于是有 

 
0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

cos cos cos cos cos sin cos sin sin sin
( cos cos ) ( cos sin ) ( sin ) ( cos cos ) ( cos sin ) ( sin )

(cos cos cos cos

i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

i i i

OP OD r r r r r r
OP OD r r r r r r

rr

         

         

  

 + +
=

+ + + +

= 0 0 0 0
2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
2 2 2 2 2

0

cos sin cos sin sin sin )
(cos cos ) (cos sin ) (sin ) (cos cos ) (cos sin ) (sin )

cos cos cos cos cos sin cos sin sin sin=
cos (cos sin ) sin cos (c

i i i

i i i i i i

i i i i i

i i i i

rr
      

         

         

    

+ +

+ + + +

+ +

+ + 2 2 2
0 0 0

0 0 0 0 0

os sin ) sin
cos cos cos cos cos sin cos sin sin sini i i i i

  

         

+ +

= + +
  (3.5) 

又在△O’OQi 中有 

 
2 2

cos ,i

i

fOP OD
a f

=
+

 (3.6) 

所以 

 0 0 0 0 02 2
cos cos cos cos cos sin cos sin sin sin , 1,2,3i i i i i

i

f i
a f

         = + + =
+

 (3.7) 

式（3.7）实际上是一个方程组 

 

1 1 0 0 1 1 0 0 1 02 2
1

2 2 0 0 2 2 0 0 2 02 2
2

3 3 0 0 3 3 0 0 3 02 2
3

cos cos cos cos cos sin cos sin sin sin

cos cos cos cos cos sin cos sin sin sin

cos cos cos cos cos sin cos sin sin sin

f
a f

f
a f

f
a f

         

         

         


 = + +
 +

 = + +

+

 = + +
 +

 (3.8) 

在式（3.8）中，仅有 α0 和 δ0 两个未知量，因此，该方程组有一个最小二乘解。 
同理，关于子问题 2，当 f 未知时，共三个方程，求解 f，α0 和 δ0 三个未知量时，有唯

一解。 

3.2.2 基于恒星四面体的选星模型 

文献[2]采用多矢量天文定姿方法，建立了天文定姿误差模型，在主要考虑三星观测定

姿的情况下，分析了影响三星观测定姿精度的关键因素。本问题以此为基础，将三星定姿

问题的误差分析方法转化运用到三星定位问题上，建立定位误差的数学模型。 
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图 3.4  坐标系的抽象和转换 

如图 3.4 所示，设天球坐标系为 T 系，图像坐标系 XO’Y 为 S 系，空间直角坐标系 xOy
为 V 系，点 Qi(Xi,Yi)为导航恒星 ( , )i i iP   不考虑天文观测误差时，在图像坐标系下的投影。

点 '
iQ 是在天文观测误差影响下的实际观测投影。 
观测点 Q 在 S 系下的单位向量为 

 
2 2 2

1 =
eq

eq

eq

xX
Y y

X Y f f z

  
  =   + +      

se  (3.9) 

观测点 Q 在 V 系下的单位向量为 

 
cos cos

= = cos sin =
sin

ep

ep

ep

x
y
z

 

 



  
  
  
     

v pe e  (3.10) 

设由 S 系到 V 系的观测转换矩阵为 V
SC ，则 es 到 ev 的关系为 

 V
Sv se = C e  (3.11) 

对于三星观测定位问题，记

1

3

T

T

T

 
 

=  
 
  

2

s

S s

s

，
2

T
1
T

T
3

 
 

=  
 
 

v
V v

v

，则根据式（3.11）有 

 V
SS = VC  (3.12) 

所以，当观测恒星数目为 3 时，使用最小二乘法[X]求解矩阵方程（3.12），得 
 T 1 T( )V

S
−= =C V V V S MS  (3.13) 

式中 
 T 1 T( )−=M V V V  (3.14) 

在 V 系下产生天文观测误差 '
i iOP OP− = P 时，在 V 系下的响应 '

i iOQ OQ− = S ，观测

得到的
~
S 为 

 = +
~
S S S  (3.15) 
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在观测时，观测转换矩阵 V
SC 对

~
S 的响应为 

 V V V
S S S= =  +

~ ~
C M S MS + M S = C C  (3.16) 

在 V 系中，记天文观测误差矢量为 T
1 2 3= [      ]     θ ，由假设 3，观测误差为小

角度量，因此观测转换矩阵的误差响应 V
S

~

C 可以用观测误差矢量θ 表示为 

 
3 2

'
' 3 1

2 1

1
1

1

V V V S V
S S S S S

 

 

 

 − 
 = =  − 
 
  − 

~

C C C C C  (3.17) 

式中，S’表示在天文观测误差影响下对星敏感器导航恒星 P 的观测响应， 'S
SC 为误差

转移矩阵，是一个反对称矩阵[3]。 
联立式（3.16）和式（3.17），得转换误差 

 
3 2

3 1

2 1

0
0

0

V V V V V
S S S S S

 

 

 

 − 
 

 = − = −  =
 
  − 

~

C C C C C N  (3.18) 

式中 

 
3 2

3 1

2 1

0
0

0

S V
V S

 

 

 

 − 
 = −  = 
 
  − 

N C C  (3.19) 

分别求矩阵 V
SC ，N 和天文观测误差矢量θ 的协方差矩阵 Cov , N Cov 和 θ Cov 得 

 T( )V V
S S =   Cov C C  (3.20) 

 

T T

2 2
2 3 1 2 1 3

2 2
1 2 1 3 2 3

2 2
1 3 2 3 1 2

( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

S V S V S V
V S V S V S

     

     

     

=   =     =

  +  −  − 
 = −   +  −  
 −  −   +  

NCov NN C C C C C Cov C

 (3.21) 

 

2
1 1 2 1 3

T 2
1 2 2 2 3

2
1 3 2 3 3

( )
= ( ) = ( )

( )

    

    

    



     
 

        
      

θCov θ θ  (3.22) 

联立式（3.21）和（3.22），得 

 

2 2 2
1 2 3tr( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1tr( ) tr( )= tr( )= tr( )
2 2 2 2

S V S V
V S V S

  

  

=  +  + 

= =

θ

N

Cov

Cov C Cov C Cov C C Cov
 (3.23) 

假设  天文观测误差S 是高斯白噪声。 

联立式（3.14），（3.16）和（3.20）有 

 
T T

T T T T 1 T T 1 2 T 1 2

( ( ) ) ( ( ) )
( ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( )

V V
S S

S S

E E
E D  



− − −

=   =  

=   =  = =

Cov C C M S M S
M S S M MM S V V V V V V V V

 (3.24) 

式中 2
S 为S 的方差。 

因此，天文观测误差矢量θ 的方差为 
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T *

T 1 2 2
T

1 1 tr(( ) )( ) tr( ) tr( ) tr(( ) )
2 2 2det( )S SVar  −

  = = = =θ
V Vθ Cov  Cov  V V

V V
 (3.25) 

若记 
 T *)A = (V V  (3.26) 
则三星观测定位误差的均方差系数 K 为 

 T

tr( )
2det( )

K =
A
V V

 (3.27) 

由式（3.27）可知，三星感测定位的误差完全与矩阵 V 相关，而 V 是导航恒星在星敏

感器感光面上的投影构成，说明在天文观测误差 2
S （也即S ）一定的情况下，影响定位

误差的关键因素是 3 颗导航恒星的排布方式。 
在三星观测定位时 

 2 2 2 2
1 2 3 2

tr( )tr( ) ( ) ( ) ( )
2det ( ) S    =  +  +  =θ

ACov
V

 (3.28) 

设
2

T T T T
1 3[ ]=V v   v   v ，则 

 
2

T
1
T

1 2 3

T
3

det( ) (= =  

v
V v v v ) v

v

 (3.29) 

定义  恒星四面体是在三星观测定位时观测的 3 颗导航恒星与天球面的交点和观测点

（天球球心）所成的四面体（图 3.4 中四面体 OP1P2P3）。 

 
图 3.4 恒星四面体 

根据式（3.30）可得，对恒星四面体 OP1P2P3，其体积 

 
1 2 3 1 2 3

1 ( )
6OP P PV OP OP OP=  

恒星四面体  (3.30) 

结合式（3.29）和（3.30），得到 

 
1 2 3

2 2
T 2

tr( ) tr( )( ) =
2det( ) 72P S

OP P P

Var
V

  =
A Aθ 
V V

恒星四面体

 (3.31) 

猜想  文献[2]通过仿真验证，在三星定姿问题上，项 tr(A)的量级远小于 1/V2 的量级。

故类比猜想在三星定位问题中，
1 2 3

21/ OP P PV
恒星四面体

是影响定位精度的关键因素。 

基于对恒星四面体特性的分析，可作如下推证： 
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图 3.5 上半天球的内接四面体 

推证  如图 3.5 所示，以 O 为球心，半径为 R 的上半天球被任一平面 α 所截，截得⊙

O’，且截面与 O 的距离 'OO 随之确定。若要使平面 α 限制下的四面体 OABC 体积最大，在

'OO 一定时，必须使得 S△ABC 最大。 
定理  当且仅当圆内接三角形为正三角形时，其面积最大。 
由定理可知，在⊙O’中，要使 S△ABC 最大，△ABC 一定是正三角形，设其边长为 a，

则有 

 

2
2 2 2

2 2 2

1 1 3 3( )
3 3 4 4 6

3 1=
12 3

ABCOABC
aV S h a R a

a R a

=  =   − −

−

恒星四面体

 (3.32) 

于是 

 
2

2 4 63 1=
144 144OABC

RV a a−
恒星四面体

  (3.33) 

 
2

2 5 3 3 2 21 1( ) ' (2 )
24 12 24OABC

RV a a a R a= − + = −
恒星四面体

 (3.34) 

又 a ≠ 0，则当且仅当 2a R= 时， 2
OABC

V
恒星四面体

取得最大值。 

若取 R = 1，则 2a = ，于是可知，在四面体 OABC 中，OA，OB，OC 两两垂直。 

 
图 3.6  无视场限制时误差最小的三星排布方式 

综上所述，在 3 颗导航恒星两两之间角距为直角，且星敏感器光轴方向位于观测点（天

球球心）与 3 颗导航恒星连线所成 3 个方向的角平分线附近（图 3.6）。 
以上推证是在不考虑星敏感器视场限制条件的情况下进行的，当存在视场限制时，使
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用感光面截恒星四面体（图 3.7），在感光面上得到正三角形 Q1Q2Q3，此时若仍要保持体

积最大条件和正三角形的投影关系，就需要求解视场顶面正方形 ABCD 的最大内接正三角

形。 
 

 
图 3.7  受视场限制时的恒星四面体截面 

容易解出，当正三角形 Q1Q2Q3 的一个顶点与正方形重合，另外两个顶点所分边比例

为 tan 15°时（图 3.8），该正三角形的面积最大。 

 
图 3.8  视场顶面正方形的最大内接正三角形 

因此，在实际的三星观测定位过程中，应当选择这样的 3 颗恒星：它们应当尽量位于

视场边界（与中心相距较远），且在按照视场顶面正方形的最大内接正三角形方式排布，

并使感光面中心尽量位于正三角形中心附近。 

3.3 问题求解 
对于子问题 1 和子问题 2，对 D 点坐标给出显式的解析解比较困难，但根据分析和求

证，当 f 已知（子问题 1）时求解式（3.8），若给定一组数值输入，这一非线性方程组可

以通过恒等变形转化为线性方程组求解。当 f 未知（子问题 2）时，可以使用数值方法求

解该方程组。 
对于子问题 3，在理论推证的基础上，为验证其可靠性，可以采用蒙特卡洛方法进行
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仿真试验，若仿真结果与理论分析一致，则证明理论推证是正确的。 

3.3.1 子问题 1 的求解 

为求解超定方程组（3.8），本文尝试通过下述三种方法进行求解析解，最终采用方法

三（本文称“带权几何法”）求得在对 3 组参数同等依赖情况下的解析解。 

3.3.1.1 线性变换法 

当 f 已知时，设 

 
2 2

0 0

0 0

0

cos cos
cos sin
sin

, 1,2,3

cos cos
cos sin
sin

i i i

i i i

i i

i

i

ea
eb
ec

fed i
a f

x
y
z

 

 



 

 



 =


=
 =


= =
+

 =

 =


=

 (3.35) 

又令 

 

 

 

 

 

T
1 2 3

T
1 2 3

T
1 2 3

T
1 2 3

, ,

, ,

, ,

, ,

ea ea ea

eb eb eb

ec ec ec

ed ed ed

 =

 =


=


=

A

B

C

D

 (3.36) 

则式（3.8）可以变换为 

  , ,
x
y
z

 
  =
 
  

A B C D  (3.37) 

解得 

 
, , , , , ,

, ,
, , , , , ,

x y z= = =
D B C A D C A B D
A B C A B C A B C

 (3.38) 

进而有 

 0
0 0

0

, , , ,sintan ,sin
cos , , , ,

y z
x


 


= = = = =

A D C A B D
D B C A B C

 (3.39) 

当 f 已知时，A,B,C,D 均为常矩阵，故式（3.8）可以转化为线性方程组。 
但是，在变换过程中，条件约束 
 2 2 2 1x y z+ + =  (3.40) 
未被考虑在内，因此，在考虑非线性约束（3.38）的情况下，采用此方法求解超定方

程组（3.8）一般无解，故此法不可行。 

3.3.1.2 简单几何法 

如图 3.9 所示，解超定方程组 
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1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 3 3
2 2 2 1

A x B y C z D
A x B y C z D
A x B y C z D

x y z

+ + =
 + + =
 + + =
 + + =

 (3.41) 

可以被等价地视为求解平面 1 1 1 1: A x B y C z D+ + =α ，平面 2 2 2 2: A x B y C z D+ + =β 和平面

1 1 3 3: A x B y C z D+ + =γ 交点的问题，且交点必须落在单位球上，同时满足上述条件的交点是

理想解。 

 
图 3.9  解超定方程组的简单几何法 

求得 α，β，γ 三平面的交点为 Q，也即在不考虑单位球约束时的唯一解。然而所求量

必须满足单位球约束，所以要求在此约束下最接近无约束解 Q 的点。连接 OQ 与单位球交

于点 P，P 与 Q 的距离为最短，故此时 P(x,y,z)为最优解。 
本方法是在不考虑所求解对平面的倾向性的情况下求解的，也就是此时没有考虑对 3

颗导航恒星数据（方程组中参数 Ai, Bi, Ci）的依赖程度。 

3.3.1.3 带权几何法 

方法二是不考虑对参数的依赖条件求得的最优解。由于 3 颗导航恒星可能存在观测准

确性的差异，因此，所求解应当更加依赖于观测准确性更高的导航恒星（参数）。 

 
图 3.10  解超定方程组的带权几何法 

若以对参数的同权依赖（即对 3 组参数的依赖相同）为例，分析在考虑参数依赖的情

况下求解超定方程组（3.39）的方法，如图 3.10 有： 
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直线 l 到平面 α，β，γ 距离相等，与单位球交于点 P1, P2，其中 P1距 Q 点更近，在此

条件下，P1(x1,y1,z1)即为对 3 颗导航恒星同等依赖的最优解。 
设 Q(xq,yq,zq)，要使过点 Q 的直线 l 到平面 α，β，γ 距离相等，则 l 与 α，β，γ 三条交

线的角平分线重合，即有 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )
3 3 3

A A A B B B C C Ca b c + + + + + +
= =l  (3.42) 

设 ( , , )P x y z l  ，于是直线 l 为 

 q q qx x y y z z
a b c
− − −

= =  (3.43) 

即 

 
1 2 3 1 2 3 1 2 3

= =q q qx x y y x z
t

A A A B B B C C C
− − −

+ + + + + +

设为
 (3.44) 

又设 

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

A A A A
B B B B
C C C C

= + +
 = + +
 = + +

 (3.45) 

于是 

 
q

q

q

x At x
y Bt y
z Ct z

 = +


= +
 = +

 (3.46) 

与单位球 2 2 2 1x y z+ + = 联立求解，得 

 
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2( ) 4( ) 4( )( 1)
2

q q q q q q q q qAx By Cz Ax By Cz A B C x y z
t

A B C
− + +  + + − + + + + −

=
+ +（ ）

 (3.47) 

由于所选最优解为 P1点，故分子取“+”号。于是，对 3 三组参数同等依赖情况下的

最优解为 

 

1

1

1

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2( ) 4( ) 4( )( 1)
2

q

q

q

q q q q q q q q q

x At x
y Bt y
z Ct z
A A A A
B B B B
C C C C

Ax By Cz Ax By Cz A B C x y z
t

A B C


 = +

 = +


= +
 = + +
 = + +

 = + +


− + + + + + − + + + + −
=

+ + （ ）

(3.48) 

若对 3 组参数的依赖程度不同，仅需调整 l 到三个平面的距离即可，对参数依赖权重

越高，到该组参数对应平面的距离越短。 

3.3.2 子问题 2 的求解 

对于子问题 2，非线性方程组（3.8）有唯一解。由于难以给出显式的解析解，因此可

以采用数值方法求解该非线性方程组。 



16 

在进行解法验证时，由于题给附件没有给出完备的数据集，因此，本组在完成了问题

二的建模与求解，并得到了足够精确的恒星图像坐标和天球坐标数据（表 3.1）后，使用

该数据集完成了对问题一子问题 2 的 3 种求解方法的验证。 

表 3.1  导航恒星图像坐标和天球坐标 

赤经 α 赤纬 δ 距离 a 
115.8 28.88 330.1057 
105.9 29.34 258.2379 
107.8 30.25 192.6445 
113.8 30.96 212.7449 
112.3 31.78 149.8827 
104.3 33.68 191.836 
103.2 33.96 226.8131 
106.8 34.01 99.13677 
106.5 34.47 106.9912 
114.8 34.58 182.1378 
114.6 35.5 177.71 
110.5 36.76 101.1725 
116.7 37.52 275.7536 
115.1 38.34 248.9759 
107.9 39.32 213.3195 

3.3.2.1 使用最优化工具箱（Optimization Toolbox）求解 

MATLAB 软件在最优化工具箱中提供了使用 fsolve()函数求解非线性方程组的方

法： 
[x,fval,exitflag] = fsolve(fun,x0,options); 

% fun为待解方程（组） 

% x0为初值 

% fval为未知量个数 

% exitflag用于判断解敛散性 

fsolve()函数多用于求解非线性方程组和含有超越函数的方程组。该函数使用最小

二乘法[4]求非线性方程组的数值解，但需要给出初值 X0，对初值的依赖使得通过迭代不一

定能够收敛到方程的根。 
利用最优化工具箱求解方程组（3.8），在初值为 X0=[0,0,800]时，对表 3.X 中的数据，

每 3 行为一组，求解得到的结果如表 3.X 所示。 

表 3.X  最小二乘法的求解结果 

α0 δ0 f 
0.6 1.9 2441 
0.6     1.9 2426.2 
0.6 1.9 2471 
0.6 1.9 1522.5 
0.9 1.9 1218.7 

3.3.2.2 使用牛顿迭代法求解 

牛顿迭代法[5]是在数值求解非线性方程（组）中比较常用的一种方法，其基本原理是

给定一个初值点，使用该点的切线近似函数，然后寻找切线与解坐标轴的交点坐标作为一
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次迭代，也就是利用切线进行线性逼近。牛顿迭代法收敛速度快，但对初始值的依赖性较

强。其收敛的一个充分条件是：若 f 二阶可导，则在零点 x 周围存在一个区域，只要初值

点 x0 位于这个邻近区域内，那么牛顿迭代法必收敛。 
对三元非线性方程组（3.8），在初值为 X0=[0,0,500]时，对表 3.X 中的数据，每 3 行

为一组，求解得到的结果如表 3.X 所示。 

表 3.X  牛顿迭代法的求解结果 

α0 δ0 f 
0.6 -4.4 2440.3 
-5.7 27 2671.3 

0 0 1668.4 
0.6 1.9 1522.8 
4 2.7 -1218.6 

3.3.3 子问题 3 的求解 

基于前文所建立的恒星四面体选星结论，利用蒙特卡洛方法[X]对以下 6 种选星方式进

行仿真试验。经验证分析，当一颗导航星位于视场顶面正方形顶点，另两颗导航星位于两

边，且三星对视场中心的夹角均为 120°，也即成正方形的最大内接正三角形排布时，受天

文观测误差的影响最小。 

3.3.3.1 仿真准备 

仿真参数的构造过程，实际是已知图像坐标，求解天球坐标的问题。为确定从图像坐

标系到天球坐标系的转换关系，对坐标系作如下处理。 
如图 3.8 所示，已知 Q 点在图像坐标系下的坐标(X, Y)，求解 Q 点在天球坐标系下的

坐标。由于三维空间各方向均匀，为便于计算，可假设星敏感器光轴 'OO 在天球系下指向

春分点（赤经 0°、赤纬 0°）；星敏感器 X 轴位于天赤道面内且指向赤经增加的方向，星敏

感器 Y 轴在主圈平面内指向赤纬增加的方向。Q(X,Y)的赤经和赤纬并不是真实天球坐标系

下绝对位置，而是参考位置。如果星敏感器视场中还有其他恒星，那么该星以相同方式投

射到天球坐标系中，可以保证该星与 Q 星的相对关系不变。 

 
图 3.11 坐标等效转换 

显然，解坐标关系得 
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q

q
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f
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

 =


 =


 (3.49) 

在此基础上，若已知图像坐标，则可求得其对应的天球坐标。 

3.3.3.2 仿真试验 

分析可知，天文观测误差的主要来源为观星不准误差和成像不准误差，即 α, δ 和 a 的

误差，对这三个量分别设置误差量如下： 

（1）距离误差 Δa：设置为均值为 0,方差为 0.05 的高斯分布误差。 

（2）赤经误差 Δɑi：设置为均值为 0，标准差为 0.1/cos(δi)的高斯分布误差。（这里注

意到赤纬越靠近天极，赤经越密集的“经线收敛效应”，在相同角距变化下，赤经的变化

量与该处赤纬的余弦成反比，推导从略。） 

（3）赤纬误差 δi：设置为均值为 0，标准差为 0.1 的高斯分布误差。 

（4）视场宽度设置为 12°，迭代次数为 5000 次。 

结合前文进行的论文分析与推证，考虑以下 6 种三星排布情况的误差情况:（1）三星

连线与视场顶面正方形的最大内接正三角形重合;（2）两星位于视场顶面正方形的两顶点，

第三星位于对边中点;（3）三星位于视场顶面正方形的三个顶点;（4）三星位于视场顶面

正方形的同一边上;（5）三星位于视场顶面正方形的对角顶点和中心;（6）三星位于视场

顶面正方形的三边中点（表 3.X）。 

表 3.X  所选导航星的图像坐标 

排布方式 
图像坐标 

Q1 Q2 Q3 

排布 1 ( -256, 256 ) ( 512tan15°-256, -256 ) ( 256, 256-512tan15° ) 

排布 2 ( -256, 256 ) ( 256, 0 ) ( -256, -256 ) 

排布 3 ( -256, 256 ) ( 256, 256 ) ( -256, -256 ) 

排布 4 ( -256, 256 ) ( -256, 0 ) ( -256, -256 ) 

排布 5 ( -256, -256 ) ( 0, 0 ) ( 256, 256 ) 

排布 6 ( 0, -256 ) ( 0, 256 ) ( -256, 0 ) 
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在上述 6 种排布方式下，得到的仿真结果如图 3.9 所示。 

  

方差 4.35909700378394×10-6 方差 4.771756237533916×1 0-6 

（a）排布 1 （b）排布 2 

  
方差 6.339696175386709×10-6 方差 2.528909622811590 

（c）排布 3 （d）排布 4 

  
方差无穷大 方差 6.006234680823559×10-6 

（e）排布 5 （f）排布 6 

图 3.9  仿真结果 
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3.3.3.3 仿真分析 

图 3.9 的仿真结果说明：（1）当 3 颗导航恒星不共线时，误差相对较小;（2）导航恒

星与感光面中心的距离越近，误差越大；特别地，当导航星与中心重合时，三星消减为两

星，定位条件丧失，误差无穷大;（3）应当使导航星按照视场顶面正方形的最大内接正三

角形方式排布。 

仿真结果从试验角度证实了前述选星模型理论推证的正确性，说明在进行三星观测定

位时，应当避免使所选导航恒星共线的情况，同时应当尽量使三星位于视场边界上，并使

得三星两两夹角为 120°. 

3.4 模型评价 

关于子问题 1 和子问题 2，通过确定天球坐标、图像坐标和直角坐标的坐标变换关系，

利用恒星矢量与光轴矢量的角距离，通过 3 组导航恒星数据（恒星矢量）的两两夹角，求

解用天球坐标表示的光轴矢量。得到非线性方程组（3.8）。通过理论分析可知，在式（3.8）

中，仅有 α0 和 δ0 两个未知量时，该方程组为超定方程，本章给出了其最优解的解析表达。

当 f 未知时，共三个方程，求解 f，α0 和 δ0 三个未知量时，该方程组有唯一解，但难以求

得解析解，本章采用了最小二乘法和牛顿迭代法求解方程组（3.8），最小二乘法在求解本

问题是的精度相对更高，但两种方法对初值的依赖都比较大。 

关于子问题 3，本章通过理论推证和仿真试验，说明了在进行三星观测定位时，应当

尽量选择位于观测视场边界，且呈正三角型排布的三颗导航恒星。理论推证与仿真试验的

结果一致，证明结论合理。 
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4 问题二的建模与求解 
4.1 问题分析 

题述的星图识别问题，需要寻找星图（星表）的识别特征，建立识别模型，并确定从

导航星表（数据库）中搜索观测星图恒星信息的方法和策略。 
所给 8 幅观测星图都没有提供星等信息，并且附件 1 所说明的星敏感器的极限星等用

绝对星等表示。由于简易星表中给出的星等数据为视星等，且没有给出导航星的对地距离

（秒差），因此无法使用天文学中“
10

恒星对地秒差
恒星视星等-恒星绝对星等=5log ”的星等转

换关系[6]将所给简易星表中的视星等转化为绝对星等，也就无法根据星等特征减少简易星

表容量。 
根据以上分析，只能依靠恒星的位置特征进行星图识别。由于给出观测星图的位置使

用图像坐标表示，为求解几何特征，首先需要解出观测所使用星敏感器的焦距 f。 

H

G

F

E

z

y

x

C B

AD

O'

O  
图 4.1  视场四棱锥 

如图 4.1 所示，在视场四棱锥 OABCD 中，焦距 'f OO= ，感光面为□ABCD，水平视

场角为∠FOH，垂直视场角为∠AOB（∠EOG），在附件 1 所述条件下，∠FOH =∠EOG 
=12° 或 20° ， 感 光 面 尺 度 为 512 px × 512 px 或 1024 px × 1024 px ， 即

512 1024AB BC CD DA= = = = 或 ，根据以上条件，可解焦距 f 为 

 1 1cot( )
2 2

f BC FOH=    (4.1) 

由于角距具有投影不变性，在使用角距及其衍生形式的基础上，调整识别特征和搜索

策略，是对传统全天星图搜索识别方法[X]的优化方向。 

4.2 模型建立 

角距是投影不变量，从天球面到感光面的投射过程中，任意两颗导航恒星之间的角距

不变[7][8]。基于这一原则，本章从角距及其衍生形式出发，构建了原理各异的识别特征，

结合不同识别场景，建立了 3 种星图识别模型。 
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4.2.1 基于角距特征搜索的星图识别模型 

角距是两颗恒星与地心连线的夹角，反映恒星之间的相对位置。由于恒星之间的相对

位置基本不会改变（不考虑恒星自行），因此角距是良好的星图识别特征。 
建立角距搜索模型的关键问题，在于建立具有良好识别精度的角距数据库。在导航恒

星位置由坐标给出时，利用矢量三角形求解夹角成为了求两星角距的当然条件。在矢量三

角形中，由 Taylor 展开 sin ( )x o x = + 和 2 21cos 1 ( )
2

x o x = − + 可知，正弦量 sin θ 为一阶量，

余弦量 cos θ 为二阶量，因而在同等阈值条件下，正弦量 sin θ 精度更高，对小角度误差更

加敏感，且有关系 sin𝛥𝛼≈tan𝛥𝛼≈𝛥𝛼.，同时可以直接通过坐标运算求解，避免了从余弦量

传递来的误差。 

 
图 4.2  视场条件 

若两颗导航恒星能够被星敏感器记录，则此两星角距必然不能超出视场界限（图 4.2）。
因此，若在导航星数据库（导航星表）中两星角距大于视场界限，在额必然不会被星敏感

器记录，据此，将视场界限角距内的导航星数据筛选出来，可以缩小搜素空间。 

4.2.1.1 角距数据库的构建 

由式（3.1）可知，在空间直角坐标系下，导航恒星 A, B 的正弦角距为 

 sin ,
OA OB

OA OB
OA OB


=


 (4.2) 

以式（4.2）为计算依据，对附件 2 给出的简易星表，建立 4908 × 4908 的正弦角距矩

阵 S，其中元素 sij 表示简易星表中标号为 i, j 两星的正弦角距。 
当两星角距超出视场界限时，两星不可能同时出现在感光面上。因此，将正弦角距大

于视场正弦界限的两星组合的正弦角距全部置为 1，得到以表 4.1 为例的正弦角距数据库。 

表 4.1  正弦角距数据库（部分） 

标号 3 4 5 6 7 8 9 10 
4 1 1 1 1 1 1 1 1 
5 1 1 1 0.052 1 1 1 1 
6 1 1 0.052 1 1 1 1 0.052 
7 1 1 1 1 1 1 1 1 
8 1 1 1 1 1 1 1 1 
9 1 1 0.199 0.250 1 1 1 0.199 
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4.2.1.2 基于正弦角距的搜索算法 

要实现对当前观测星图的识别，基本方法是先求解当前观测星的角距特征，再返回正

弦角距数据库中进行检索，确定是否存在特征匹配的一组恒星，若存在，则完成识别。此

算法的基本步骤为： 
Step 1. 数据重构：将正弦角距数据库中的非 1 项全部取出，并按照表 4.2 的形式重新

组合，使得第 1 列为正弦值（搜索主键），第 2, 3 列为恒星标号； 

表 4.2  重构正弦角距数据库（部分） 

正弦值 标号 1 标号 2 
0.052 5 6 
0.052 6 6 
0.052 6 10 
0.199 9 5 

Step 2. 主星选取：选取在感光面上投影点距感光面中心最近的导航恒星为主星，并以

之为起算方向，求解星图中其他各星与主星的正弦角距表； 
Step 3. 搜索匹配：在重构的正弦角距数据库中，指定标号 1，筛选出标号 1 恒星与其

所有相关恒星的正弦角距，再将观测得到的正弦焦距表与之进行比对，若满足阈值条件，

则采纳，完成识别；若不满足，则更换下一颗标号 1 恒星，并重复 Step 3，直到搜索到满

足条件的组合，或整个数据库被完全遍历为止。 

4.2.2 基于恒星线交角搜索的星图识别模型 

基于角距特征搜索的识别模型虽然原理简单清晰，搜索准确，但在空间和时间性能上

都不具备优势。因此，当恒星在感光面上的投影信息比较完整时，为了提高星图识别的实

时性，可以采用基于恒星线交角特征的搜索模型。 
恒星线交角是两组及以上恒星矢量之差的交角，与角距这种两恒星矢量交角不同，恒

星线交角反映的是 3 颗及以上数量导航恒星之间的相对方位关系。 
如图 4.3 所示，在感光面上与主星最近的 3 颗导航恒星投影分别为 A’, B’ ,C’，对应恒

星为 A, B, C，设 A’距离主星投影最近，B’次之，C’再次之，则取∠ABC 和∠BCA 为恒星

线交角，这样的 3 颗星称为主星的邻接星。由于投影不变性，△A’B’C’中的角度关系将被

相似地传递回 ABC 上。 

 
图 4.3  恒星线交角 

因此，在选定主星后，可以得到恒星线交角数据库（表 4.3）。 
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表 4.3  恒星线交角数据库（部分） 

标号 第一交角 第二交角 

1 2.12117713330097 0.398297197448568 
2 2.24717087827883 0.215157268534202 
3 0.0752480784293969 0.687772985456452 
4 1.02125159330416 0.621756590499689 
5 0.419214787426487 0.224944007325643 
6 0.881781647456345 0.384730680387633 

在此数据库的基础上，完成选取主星、计算交角，搜索匹配，即可完成识别。算法的

基本流程如图 4.4 所示。 

选取主星

找到主星的3个邻接星

天体坐标转成直角坐标

计算恒星线交角

与交角特征库进行比对

判断是否匹配

输出标号

 
图 4.4  基于恒星线交角的搜索流程 

4.2.3 基于角距和特征搜索的星图识别模型 

角距和特征是利用了主星及邻接恒星的位置信息来实现匹配搜索的算法。如图 4.5 所

示，恒星 A 和投影点 A’在一条直线上，故∠AOD=∠A’OD，也即主星与邻接星的角距与其

在感光面上对应投影的角距相等。 

 
图 4.5  角距和特征 

由于使用角距反映的是星体之间位置关系需要 3 个维度，为降低特征向量的维度，优
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化算法的时空性能，可以将主星及与之最近的 3 颗邻接恒星的角距求和，使得特征维度就

从 3 维降到 1 维。 
构建角距和特征数据库的基本步骤为： 
Step 1. 选取简易星表中的一颗星为主星，并根据邻接星表找到离主星最近的 3 颗星； 
Step 2. 根据星表所给数据分别计算主星及其 3 颗邻接星之间的两两角距； 
Step 3. 将 3 个角距加起来，依据主星编号存入角距和特征数据库； 
Step 4. 重复 Step 1 ~ Step 3 直到整个星表被完全遍历。 

表 4.4  角距和特征数据库（部分） 

主星 主星及其 3 颗邻接星的角距和 
1 7.2994 
2 7.2994 
3 7.6390 
4 4.9467 
5 9.2660 

利用角距和特征搜索的基本流程如图 4.6 所示。 

选取主星点

选取距主星点最近的3个点

计算角距和

与角距和数据库进行比对

是否匹配成功

Y

输出恒星星号 输出错误

N

 
图 4.6  基于角距和特征的搜索流程 

4.3 问题求解 
4.3.1 使用角距特征搜索 

使用角距特征搜索得到的星图识别结果如表 4.5-4.12 所示。 

表 4.5  星图 1 的识别结果 

星图标号 星表标号 星图标号 星表标号 
A01 1670 A09 1488 
A02 1477 A10 1648 
A03 1502 A11 1646 
A04 1631 A12 1566 
A05 1603 A13 1688 
A06 1453 A14 1655 
A07 1432 A15 1505 
A08 1492   
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表 4.6  星图 2 的识别结果 

星图标号 星表标号 星图标号 星表标号 
B01 518 B09 478 
B02 477 B10 499 
B03 537 B11 547 
B04 428 B12 460 
B05 491 B13 507 
B06 469 B14 556 
B07 482 B15 447 
B08 503 B16 479 

表 4.7  星图 3 的识别结果 

星图标号 星表标号 星图标号 星表标号 
C01 1574 C05 1601 
C02 1445 C06 1597 
C03 1500 C07 1506 
C04 1579   

表 4.8  星图 4 的识别结果 

星图标号 星表标号 星图标号 星表标号 
D01 3249 D07 3283 
D02 3346 D08 3370 
D03 3364 D09 3265 
D04 3275 D10 3261 
D05 3421 D11 3321 
D06 3319 D12 3309 

表 4.9  星图 5 的识别结果 

星图标号 星表标号 星图标号 星表标号 
E01 1230 E06 1223 
E02 1150 E07 1008 
E03 1017 E08 1208 
E04 1033 E09 1201 
E05 1014   

表 4.10  星图 6 的识别结果 

星图标号 星表标号 星图标号 星表标号 
F01 2048 F07 1901 
F02 1865 F08 1879 
F03 1854 F09 2014 
F04 1977 F10 1932 
F05 1981 F11 2060 
F06 2021 F12 2050 
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表 4.11  星图 7 的识别结果 

星图标号 星表标号 星图标号 星表标号 星图标号 星表标号 
G01 1525 G15 1681 G29 1648 
G02 1572 G16 1606 G30 1646 
G03 1443 G17 1670 G31 1566 
G04 1748 G18 1477 G32 1688 
G05 1780 G19 1790 G33 1655 
G06 1675 G20 1502 G34 1505 
G07 1720 G21 1631 G35 1373 
G08 1503 G22 1603 G36 1576 
G09 1634 G23 1415 G37 1545 
G10 1577 G24 1692 G38 1424 
G11 1757 G25 1453 G39 1375 
G12 1586 G26 1432 G40 1825 
G13 1536 G27 1492 G41 1401 
G14 1610 G28 1488   

表 4.12  星图 8 的识别结果 

星图标号 星表标号 星图标号 星表标号 星图标号 星表标号 
H01 1572 H11 1390 H21 1688 
H02 1387 H12 1502 H22 1359 
H03 1675 H13 1631 H23 1505 
H04 1634 H14 1603 H24 1373 
H05 1586 H15 1692 H25 1576 
H06 1610 H16 1432 H26 1424 
H07 1354 H17 1488 H27 1375 
H08 1681 H18 1648 H28 1401 
H09 1606 H19 1646 H29 1385 
H10 1670 H20 1566   

4.2.3 使用恒星线交角搜索 

使用恒星线交角搜索得到的星图识别结果如表 4.13 所示。 

表 4.13  恒星线交角搜索的识别结果 

星图 1 星图 2 星图 3 星图 4 星图 5 星图 6 星图 7 星图 8 

星图 星表 星图 星表 星图 星表 星图 星表 星图 星表 星图 星表 星图 星表 星图 星表 

A08 1492 B07 482 
C03 1825 

无 E06 4290 F09 3704 
G30 522 

H17 3082 
C03 3818 G30 1427 

4.2.3 使用角距和特征搜索 

使用角距和特征搜索得到的星图识别结果如表 4.14 所示。 

表 4.14  角距和特征搜索的识别结果 

星图 1 星图 2 星图 3 星图 4 星图 5 星图 6 星图 7 星图 8 

星图 星表 星图 星表 星图 星表 星图 星表 星图 星表 星图 星表 星图 星表 星图 星表 

A06 555 
B07 930 C03 2525 

D06 2096 E06 2374 F06 596 G30 926 H17 2173 
B07 944 C03 4631 

综合考虑上述 3 种识别模型，给出最终的识别结果如表 4.15 所示。 
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表 4.15  综合考虑 3 种特征搜索的识别结果 

xingtu01：A01-A15 

1670 1477 1502 1631 1603 1453 1432 1492 1488 1648 1646 1566 1688 1655 1505 

xingtu02：B01-B16 

518 447 537 428 491 469 482 503 478 499 547 460 507 556 447 479 

xingtu03：C01-C07 

1574 1445 1500 1579 1601 1597 1506 

xingtu04：D01-D12 

3249 3346 3364 3275 3421 3319 3283 3370 3265 3261 3321 3309 

xingtu05：E01-E09 

1230 1150 1017 1033 1014 1223 1008 1208 1201 

xingtu06：F01-F12 

2048 1865 1854 1977 1981 2021 1901 1879 2014 1932 2060 2050 

xingtu07：G01-G41 

1525 1572 1443 1748 1780 1675 1720 1503 1634 1577 1757 1586 1536 1610 

1681 1606 1670 1477 1790 1502 1631 1603 1415 1692 1453 1432 1492 1488 

1648 1646 1566 1688 1655 1505 1373 1576 1545 1424 1375 1825 1401  

xingtu08：H01-H29 

1572 1387 1675 1634 1586 1610 1354 1681 1606 1670 

1390 1502 1631 1603 1692 1432 1488 1648 1646 1566 

1688 1359 1505 1373 1390 1424 1375 1401 1385  

识别结果的准确程度如图 4.7-4.14 所示。 
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图 4.7  星图 1 

 
图 4.8  星图 2 

 
图 4.9  星图 3 
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图 4.10  星图 4 

 
图 4.11  星图 5 

 
图 4.12  星图 6 
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图 4.13  星图 7 

 
图 4.14  星图 8 

4.4 模型评价 
为解决星图识别问题，建立了三种搜索匹配模型：角距搜索匹配模型、角距和搜索匹

配模型、夹角搜索匹配模型。 
角距特征量属于星图基本特征量，反映了两恒星之间的关系，由于恒星相对惯性空间

静止，角距是反映星间关系的客观恒定的特征量，相对于模式识别等方法，角距的特征性

是最为稳定的，因此在匹配的精确性上是最高的，误匹配率也是最低的，对“缺失星”的

容错性也较强，匹配成功后可直接确定所有星图中的星。然而其缺点是，需要预先存储一

个数据库，识别一幅星图需要多个角距完全匹配，因此需多次遍历角距库中所有值，匹配

速度很慢，并且如果星像中存在“假星”角距匹配模型就搜索不到匹配星。 
角距和特征量属于角距衍生特征量，4 个角距求和，把单独的四个角距信息融合成一

个信息，就是为了达到匹配迅速的目标，事先构建好星表中角距和数据库，只用一个参数

进行匹配，匹配快速性较好，然而相似的角距和所对应的主星往往很多，考虑到测量误差

的情况下阈值又不能设置太低，因此匹配精度较差，往往依靠其快速性设置较大的阈值进

行初筛。同时这种特征量选取了三颗邻近星作为主星的相关星进行角距计算，如果在三个
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邻近星中有一个缺失或存在距离主星更近的假星，匹配算法就无能为力了。因此在“缺失

星”或“假星”存在的情况下，此模型均无法适用。 
夹角特征量是除角距特征量以外的又一客观恒定的特征量，反映了三个或三个以上恒

星的相对位置关系，因此也具有高精确性，在算法中使用两个特征夹角匹配也具有较高的

特异性，经检验识别速度快，精确度高。缺点是选取相关星也是邻近星，因此对“缺失星”

和“假星”也都难以识别。 
表 4.5  三种星图识别模型的性能比较 

评价指标 

识别模型 
准确性 快速性 “缺失星” “假星” 

角距 优 慢 可以识别 无法识别 

角距和 一般 快 无法识别 无法识别 

夹角 较优 快 无法识别 无法识别 

 
在实际星图识别过程中，应当充分利用各种匹配方法，如先采用角距和匹配模型初步

筛选，再使用夹角匹配模型快速寻找角特征量；或者直接使用夹角匹配模型快速筛选，再

利用角距判据精细筛选匹配出每个星。注意到初次筛选时，阈值可以稍大，以保证真星不

被遗漏；若利用角距和与夹角判据都没有合适的值给出，很可能存在干扰星；应直接用角

距匹配模型进行计算。 
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5 总  结 
本团队在对给出问题及其子问题开展研究与分析的过程中，通过查阅文献、理论推导、

仿真试验、建模分析等科学研究手段基本解决了所给问题，但是在以下方面还存在不足和

有待改进之处。 
第一，在求解非线性方程组的过程中由于所采用的最小二乘法和牛顿迭代法对初值依

赖较强，但是初值选取上本文并没有给出最优的方法。 
第二，蒙特卡洛仿真试验考虑的误差类型不全面，误差条件设置过于理想，在实际观

测中这种方法的可靠性有待检验。 
第三，对于所提出的三种判据，缺少对干扰星识别的有效方法，经分析若给出星等信

息或其它特征条件就有可能解决干扰星的识别问题。 
第四，本文给出的星图识别特征层次比较单一，局限于几何位置关系上，如果追加考

虑更多形式的特征，可能会进一步提升算法性能。 
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附  录 

附录 A 

%3星角距和表(A1+12+23+3A) 

%角距和判据的库的制作 

%其中 angle_table为角距和库，neighbor为邻接星库 

load('star_table'); 

load('sintable'); 

neighbor=[]; 

for i=1:1:4908 

        after_sort=sort(sin_table(i,:)); 

        star1=find(sin_table(i,:)==after_sort(1)); 

        star2=find(sin_table(i,:)==after_sort(2)); 

        star3=find(sin_table(i,:)==after_sort(3)); 

        neighbor=[neighbor;star1 star2 star3]; 

end 

 

for i=1:1:4908 

    angle=asin(sin_table(i,neighbor(i,1)))+... 

          asin(sin_table(neighbor(i,1),neighbor(i,2)))+... 

          asin(sin_table(neighbor(i,2),neighbor(i,3)))+... 

          asin(sin_table(neighbor(i,3),i)); 

    angle_table(i)=angle*(180/pi); 

end 

附录 B 

%角距和匹配程序 

%计算星图上的主星与最近 3颗星的角距和 

%centre_star从 search2中获得 

centre_star=17; 

xingtu=xlsread('xingtu08.xls'); 

[hang,~]=size(xingtu); 

f=2903.696292; 

%f=2435.6773; 

%找寻邻近的另外三颗星 

%star1,star2,star3从 search2程序中获得 

star1=16;      

star2=20; 

star3=12; 

X=[xingtu(:,1)]; 

Y=[xingtu(:,2)]; 

Z=f*ones(hang,1); 

vector=[X,Y,Z]; 

anglerad=acos(dot(vector(centre_star,:),vector(star1,:))... 

/(norm(vector(centre_star,:))*norm(vector(star1,:))))+... 

         acos(dot(vector(star1,:),vector(star2,:))/... 

(norm(vector(star1,:))*norm(vector(star2,:))))+... 

         acos(dot(vector(star2,:),vector(star3,:))/(norm(vector(star2,:))... 

*norm(vector(star3,:))))+... 

         acos(dot(vector(star3,:),vector(centre_star,:))... 

/(norm(vector(star3,:))*norm(vector(centre_star,:)))); 

angle=anglerad*(180/pi); 

load('angle_table'); 

star_sky=[]; 

Y=0.0024; 
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for i=1:1:4908 

    if angle_table(i)>angle-Y&&angle_table(i)<angle+Y 

       star_sky=[star_sky i]; 

    end 

end 

star_sky 

附录 C 

%夹角匹配程序 

%每颗星的最近三颗星已经存在了 neigbor表里 

xingtu=xlsread('xingtu08.xls'); 

load('jiaohe.mat'); 

f=2903.696292; 

%f=2435.6773; 

%centre_star，star1，star2，star3从 search程序中获得 

centre_star=17; 

star1=16; 

star2=20; 

star3=12; 

%Width=256; 

Width=512; 

X1=xingtu(star1,1)-Width;Y1=xingtu(star1,2)-Width; 

X2=xingtu(star2,1)-Width;Y2=xingtu(star2,2)-Width; 

X3=xingtu(star3,1)-Width;Y3=xingtu(star3,2)-Width; 

[alpha1,delta1,alpha2,delta2,alpha3,delta3] = 

Plane2Sky_2(xingtu(star1,1),xingtu(star1,2),xingtu(star2,1),... 

                                              

xingtu(star2,2),xingtu(star3,1),xingtu(star3,2),512,12,f); 

%得到经纬度后，转换成三维直角坐标 

Pos_1=[cos(delta1)*cos(alpha1),cos(delta1)*sin(alpha1),sin(delta1)]; 

Pos_2=[cos(delta2)*cos(alpha2),cos(delta2)*sin(alpha2),sin(delta2)]; 

Pos_3=[cos(delta3)*cos(alpha3),cos(delta3)*sin(alpha3),sin(delta3)]; 

%做向量 

BA=Pos_1-Pos_2; 

BC=Pos_3-Pos_2; 

CA=Pos_1-Pos_3; 

CB=-BC; 

%算夹角 

angleB=acos(dot(BA,BC)/(norm(BA)*norm(BC))); 

angleC=acos(dot(CA,CB)/(norm(CA)*norm(CB))); 

%与夹角表进行匹配，angleABC与 jiaohe（：，1）进行比对，angleACB与 jiaohe（：，2）进行比对 

%两者同时匹配成功则计入主星行列 

Y=0.015; %阈值 

match_star=[]; 

for i=1:1:4908 

    if abs(jiaohe(i,1)-angleB)<Y&&abs(jiaohe(i,2)-angleC)<Y 

        match_star=[match_star i]; 

    end 

end 

match_star 

附录 D 

%平面到天体投影函数 

%以照片的中点建系，将像片中的点投影到天体坐标系下 

function [alpha1,delta1,alpha2,delta2,alpha3,delta3,f] = 
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Plane2Sky_2(x1,y1,x2,y2,x3,y3,f) 

%函数输入值为角度，输出值也为角度。 

    %d2a=180/pi; 

    d2a=1; 

    a2d=pi/180; 

    alpha1 = atan(x1/f)*d2a; 

    alpha2 = atan(x2/f)*d2a; 

    alpha3 = atan(x3/f)*d2a; 

    delta1 = atan(y1/f)*d2a; 

    delta2 = atan(y2/f)*d2a; 

    delta3 = atan(y3/f)*d2a; 

end 

附录 E 

%角距匹配程序 

clear,clc; 

length=4908; 

a2d = pi/180; 

f_12=2435.6773; 

f_20=512/tan(10*a2d); 

cos_angle_12 = 

((256/sin(6*a2d))*(256/sin(6*a2d))*2-512*512*2)/(2*(256/sin(6*a2d))*(256/sin(

6*a2d))); 

%cos_angle_20 = 

((512/sin(6*a2d))*(512/sin(6*a2d))*2-512*512*2)/2*(512/sin(6*a2d))*(512/sin(6

*a2d)); 

load('sintable.mat','sin_table');                  %读入角距正弦矩阵 

star_graph = xlsread('xingtu08.xls');              %读入待匹配星图 

star_graph_(:,1) = star_graph(:,1) - 512;          %星图 07-08减 512 

star_graph_(:,2) = star_graph(:,2) - 512;          %坐标系平移 

k=1e+10;m=0; 

for i = 1:size(star_graph_,1)             %搜索星图中的主星 

temp=norm(star_graph_(i,1:2)); 

    if temp<k 

       k=temp; 

       m=i;     %m就是星图中主星的序号 

    end 

end 

clear k； 

for i = 1:size(star_graph_,1) 

    A = [star_graph_(m,1),star_graph_(m,2),f_20]; 

    B = [star_graph_(i,1),star_graph_(i,2),f_20]; 

    find8(i,1) = norm(cross(A,B))/(norm(A)*norm(B));%第一列为星图中各星相对主星的角

距正弦 

end 

precision = .1/f_20; % 误差阈值可调 

class = 2; 

%搜索角距匹配星 

for i = 1:length                      %搜索正弦表的每行，初始行为 1 

    k = 1;                            %待匹配星图列变量 

    while 1 

        j = 1;                        %正弦表的列遍历变量，初值为 1 

        while j <= length             %列变量到达星表长，则该行检索完毕 

            if k == size(find8,1)+1   %判断有没有找完待匹配星图的所有星 

                break; 

            end 
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            if k == m                 %若检索到星图主星行 

                k = k + 1;            %待匹配星图列变量加 1 

                j = 1;                %星表检索列向量置于该行起点 

                continue;             %直接进行下一个星图星的循环 

            end 

            if sin_table(i,j) ~= 1 && abs(sin_table(i,j)-find8(k,1))... 

                    < precision       %满足角距匹配条件则认为，在主星为 i的条件下星图星 k匹配成功 

                find8(k,class) = j;   %将星 j记录在星 k后面 

                k = k + 1;            %星图星 k匹配完毕，星图列向量指到下一颗待匹配星 

                j = 1;                %星表检索列向量置于该行起点 

                continue; 

            end 

            j = j + 1;                %若无任何情况发生，星表列变量向后继续搜寻 

        end 

        %星表第 i行全部搜索完毕，下面检查结果 

        if k ~= size(find8,1) + 1     %有的星图星不能找到匹配星，判断匹配失败 

            break; 

        else 

            find8(m,class) = i;       %所有星图星都找到匹配星，就将星表行号标志在星图主星

行中 

            class = class + 1; 

            break; 

        end 

    end 

end 

附录 F 

%sin_table表制作程序 

% clear,clc; 

a2d = pi/180; 

f_12 = 256/tan(6*(pi/180)); 

f_20 = 512/tan(10*(pi/180)); 

cos_angle_12 = 

((256/sin(6*a2d))*(256/sin(6*a2d))*2-512*512*2)/(2*(256/sin(6*a2d))*(256/s

in(6*a2d))); 

cos_angle_20 = 

((512/sin(6*a2d))*(512/sin(6*a2d))*2-512*512*2)/2*(512/sin(6*a2d))*(512/si

n(6*a2d)); 

% 读入简易星表 

load('附件 2  简易星表.mat', 'star_data'); 

% 求解简易星表中任意两星角距余弦数据库 

length = size(star_data,1); 

cos_table = eye(length); 

sin_table = ones(length); 

for i = 1:length  

   for j = i+1:length 

        cos_table(i,j) = 

cos(a2d*star_data(i,3))*cos(a2d*star_data(i,2))*cos(a2d*star_data(j,3))*co

s(a2d*star_data(j,2))+... 

           

cos(a2d*star_data(i,3))*sin(a2d*star_data(i,2))*cos(a2d*star_data(j,3))*si

n(a2d*star_data(j,2))+... 

           sin(a2d*star_data(i,3))*sin(a2d*star_data(j,3)); 

    end 

end 
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for i = 1:length  

    for j = i+1:length 

        if cos_table(i,j) < cos_angle_12 

            cos_table(i,j) = 0; 

        end 

    end 

end 

for i = 1:length  

    for j = i+1:length 

        if cos_table(i,j) ~= 0 

            A = 

[cos(a2d*star_data(i,3))*cos(a2d*star_data(i,2)),cos(a2d*star_data(i,3))*s

in(a2d*star_data(i,2)),sin(a2d*star_data(i,3))]; 

            B = 

[cos(a2d*star_data(j,3))*cos(a2d*star_data(j,2)),cos(a2d*star_data(j,3))*s

in(a2d*star_data(j,2)),sin(a2d*star_data(j,3))]; 

            sin_table(i,j) = norm(cross(A,B))/(norm(A)*norm(B)); 

        end 

    end 

end 

附录 G 

clear,clc; 

%蒙特卡洛随机实验，尝试了几种三星分布，对第一（3）问最优分布问题有借鉴价值 

a2d=pi/180; 

x1=-1;y1=-2;x2=3;y2=-1;x3=-2;y3=5; 

a1=sqrt(x1*x1+y1*y1);a2=sqrt(x2*x2+y2*y2);a3=sqrt(x3*x3+y3*y3); 

%通过 x1,y1,x2,y2,x3,y3计算赤经赤纬 

 

[af1,dt1,af2,dt2,af3,dt3,f] = Plane2Sky(x1,y1,x2,y2,x3,y3,512,12); 

 

A1=cos(dt1*a2d)*cos(af1*a2d);A2=cos(dt2*a2d)*cos(af2*a2d);A3=cos(dt3*a2d)*

cos(af3*a2d); 

B1=cos(dt1*a2d)*sin(af1*a2d);B2=cos(dt2*a2d)*sin(af2*a2d);B3=cos(dt3*a2d)*

sin(af3*a2d); 

C1=sin(dt1*a2d);C2=sin(dt2*a2d);C3=sin(dt3*a2d); 

D1=f/sqrt(a1*a1+f*f);D2=f/sqrt(a2*a2+f*f);D3=f/sqrt(a3*a3+f*f); 

A=[A1,B1,C1;A2,B2,C2;A3,B3,C3];B=[D1;D2;D3]; 

X=A\B; 

af0=atan(X(2)/X(1));dt0=asin(X(3)); 

plot(af0,dt0,'x','linewidth',3,'markersize',20); 

hold on 

%下面计算蒙特卡洛随机实验结果 

averror=0; 

for i=1:1000 

af1_=af1+normrnd(0,0.1)/cos(dt1);dt1_=dt1+normrnd(0,0.1); 

af2_=af2+normrnd(0,0.1)/cos(dt2);dt2_=dt2+normrnd(0,0.1); 

af3_=af3+normrnd(0,0.1)/cos(dt3);dt3_=dt3+normrnd(0,0.1); 

a1_=a1+normrnd(0,0.05);a2_=a2+normrnd(0,0.05);a3_=a3+normrnd(0,0.05); 

A1_=cos(dt1_*a2d)*cos(af1_*a2d);A2_=cos(dt2_*a2d)*cos(af2_*a2d);A3_=cos(dt

3_*a2d)*cos(af3_*a2d); 

B1_=cos(dt1_*a2d)*sin(af1_*a2d);B2_=cos(dt2_*a2d)*sin(af2_*a2d);B3_=cos(dt

3_*a2d)*sin(af3_*a2d); 

C1_=sin(dt1_*a2d);C2_=sin(dt2_*a2d);C3_=sin(dt3_*a2d); 

D1_=f/sqrt(a1_*a1_+f*f);D2_=f/sqrt(a2_*a2_+f*f);D3_=f/sqrt(a3_*a3_+f*f); 

A_=[A1_,B1_,C1_;A2_,B2_,C2_;A3_,B3_,C3_];B_=[D1_;D2_;D3_]; 
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X_=A_\B_; 

af0_=atan(X_(2)/X_(1));dt0_=asin(X_(3)); 

err=[af0_-af0,dt0_-dt0]; 

averror=averror+norm(err)^2; 

scatter(af0_,dt0_,'.'); 

hold on 

i 

end 

averror=averror/i; 

 

%蒙特卡洛所需函数 

function[alpha1,delta1,alpha2,delta2,alpha3,delta3,f] = 

Plane2Sky(x1,y1,x2,y2,x3,y3,pixel,width) 

    f = (pixel/2)/tan((width/2)*(pi/180)); 

    alpha1 = atan(x1/f)*(pi/180); 

    alpha2 = atan(x2/f)*(pi/180); 

    alpha3 = atan(x3/f)*(pi/180); 

    delta1 = atan(y1/f)*(pi/180); 

    delta2 = atan(y2/f)*(pi/180); 

    delta3 = atan(y3/f)*(pi/180); 

end 

 


