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 “华为杯”第十八届中国研究生 

数学建模竞赛 
 

题 目    相关矩阵组的低复杂度计算和存储建模 

摘       要： 

进入大数据时代以来，计算机视觉、射电天文、无线通信等领域的数据采

集能力不断提高。随着待处理数据量的高速扩大，常规的数据处理算法对计算

和存储的需求成倍增长，从而对处理器件或算法的实现成本和功耗提出了巨大

的挑战。由于这些领域的信号往往以相关矩阵组的形式出现，因此，充分挖掘

信号矩阵之间的关联性，以实现低复杂度的计算和存储，具有十分重要的价值

和意义。 

 本文围绕着一种在输入信号的相关矩阵组上定义的特殊数学运算，提出了

一套充分利用信号矩阵之间关联性的低复杂度计算与存储方案。 
针对问题一，我们首先观察到输入信号的相关矩阵组在矩阵之间数值上的

连续性。基于这一观察，我们定义了合理的矩阵间相关性的评价指标，并基于

该评价指标筛选出与相邻帧矩阵相关度很高的输入信号矩阵，在保证建模精度

的前提下，通过具有更低计算复杂度的插值运算估计对应的输出矩阵𝑾̂。在中

间结果𝑽̂的计算上，我们实现了快速 SVD 算法以减少计算规模，其原理在于先

通过基于 Lawson-Hanson-Chan 的算法对待分解矩阵进行降维，再根据 Sturm 理

论直接求出前 L 个最大特征值，从而避免了代价昂贵的 QR 迭代，极大地减少

了中间步骤的计算复杂度。在由中间结果计算得到输出的步骤上，我们基于改

进的 Cholesky 分解的高斯消元法，避免了直接求解矩阵逆，实现了低复杂度的

计算。并且，我们使用了 Strassen 算法以加速过程中的矩阵乘法。 
针对问题二，我们基于问题一中定义的矩阵间相关性，我们结合了基于相

关性的插值方法与基于 SVD 算法的压缩与解压缩策略，实现了对输入输出矩阵

的低复杂度的压缩存储与解压缩计算，实现了最高 80%的压缩比。 
 
关键词：相关矩阵组，相关性分析，Strassen 算法，快速 SVD 算法，改进

Cholesky 分解，高斯消元
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一、问题重述 

1.1 问题背景 

 如今人类早已步入大数据时代，海量的数据在带给我们便利的同时，也对

各个领域的数据处理与分析能力提出了新的挑战。 
一方面，随着数据采集能力的发展，例如成像传感器数量、雷达阵列、通

信阵列的持续扩大，计算机视觉、射电天文、无线通信等领域面对的数据已是

海量级别，并且仍然保持高速增长。 

但另一方面，计算机硬件的计算与存储能力的发展遇到了物理层面的瓶

颈，其发展速度已经远远落后于数据增长的速度。 
因此，基于常规方法的数据处理算法对计算和存储的需求出现成倍增长，

从而对处理器件或算法的实现成本和功耗提出了巨大的挑战。如何从算法层面

减少数据处理与分析的计算与存储复杂度已然成为了迫在眉睫的需求。 
 通过分析人们发现，计算机视觉、相控阵雷达、声呐、射电天文、无线通

信等领域的信号通常呈现为矩阵的形式，而这一系列的矩阵间通常在某些维度

存在一定的关联性，因此数学上可用相关矩阵组表示。例如，视频信号中的单

帧图像可以用矩阵进行表示与存储，连续的多帧图像组成了相关矩阵组，相邻

图像帧或图像帧内像素间的关联性则反映在矩阵间的相关性上。 

通过充分挖掘数据间的关联性，我们能够大大降低常规方法的计算与存储

复杂度，从而有效解决数据的高速增长给处理器件与算法带来的挑战。 
 

1.2 问题提出 

本题将相关领域的信号表示为复数相关矩阵组𝑯 = {𝑯𝑗,𝑘}，𝑯𝑗,𝑘 ∈ ℂ𝑀×𝑁, 𝑗 =

1, … , 𝐽, 𝑘 = 1, … , 𝐾的形式，其中，矩阵之间以及同一矩阵的元素之间有一定的

相关性，但仅考虑同一行块内部的 K 个矩阵间的相关性。 

 
图 1 相关矩阵组的计算流程图 
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定义矩阵组𝑯 = {𝑯𝑗,𝑘}上的一组数学运算 𝑾 = 𝑓(𝑯)如上图所示。其中间结

果𝑽 = {𝑽𝑗,𝑘}是由𝑯𝑗,𝑘的前𝐿个右奇异向量构成的矩阵。 

➢ 问题 1：相关矩阵组的低复杂度计算 
该问题的主要任务是，利用矩阵组的相关性建模𝑯上定义的数学计算𝑾̂ =

𝑓(𝑯)，在保证建模精度𝜌min(𝑽) ≥ 𝜌𝑡ℎ = 0.99的前提下，降低从𝐻计算得到

𝑊的复杂度。 

➢ 问题 2：相关矩阵组的低复杂度存储 
该问题的主要任务是，基于给定的所有矩阵数据𝑯和𝑾，分析各自数据间的

关联性，分别设计相应的压缩𝑃1(∙)、𝑃2(∙)和解压缩𝐺1(∙)、𝐺2(∙)模型，其算法

流程如下图。在满足误差𝑒𝑟𝑟𝑯 ≤ 𝐸𝑡ℎ1 = −30dB、𝑒𝑟𝑟𝑾 ≤ 𝐸𝑡ℎ2 = −30dB的情

况下，使得存储复杂度和压缩与解压缩的计算复杂度最低。 

 

 
图 2 压缩与解压缩算法流程 

 
➢ 问题 3：相关矩阵组的低复杂度计算和存储 

基于给定的所有矩阵数据𝑯，分析其数据间的关联性，在满足𝜌min(𝑾) ≥

𝜌𝑡ℎ = 0.99的情况下，设计低复杂度计算和存储的整体方案，完成从矩阵输

入信号𝑯到近似矩阵输出信号𝑾̂的端到端流程。 
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二、问题假设 

假设 1： 
𝑯 = {𝑯𝑗,𝑘}矩阵之间以及同一矩阵的元素之间有一定的相关性，但仅考虑同

一行块内部的 K个矩阵间的相关性。不考虑矩阵组𝑯中属于不同行块的矩

阵（即，不同𝑗下标的矩阵）间的相关性。 

 

假设 2： 
我们使用𝑎 + 𝑏 𝐢的形式表示复数，因此复数计算的复杂度如下表： 

复数操作 计算复杂度 
复数加(减) 2 
复数乘 14 
复数除 52 

其中，复数除的复杂度的计算如下式，涉及到一次倒数操作与多次加减乘

操作，总计算复杂度为 52。 
𝑎 + 𝑏 𝐢

𝑐 + 𝑑 𝐢
=  

(𝑎 + 𝑏 𝐢)(𝑐 − 𝑑 𝐢)

𝑐2 + 𝑑2
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四、问题一 

四、问题一模型的建立与求解  

4.1 矩阵关联度分析及插值 

4.1.1 矩阵关联度分析 
根据题目文档所述，输入信号矩阵组的每一行，即𝐾指标所在维度的矩阵

之间具有一定的关联性。对该行矩阵组做关联性分析，考虑不同矩阵之间相同

位置元素的值及其变化情况，作图分析，下图为部分结果。 

  

图 4.1 输入矩阵组 H行间矩阵𝐻𝑗𝑘(𝑗固定)内部相同位置元素的值与其变化情况， 

横坐标为实部，纵坐标为虚部， 

颜色代表该行矩阵组的 K指标，K从 1到 384 变化 

 

图中横轴为实轴，纵轴为虚轴，不同颜色的点表示不同矩阵的相同位置点

的值，共 384 个点。 
图 4.1 仅展示 Data1 的输入 H 矩阵组第一行的两个位置元素的变化情况。

可以看到元素值的变化范围较小，实部与虚部都在原点附近；其次，随着 K 指

标的变化，行间相邻矩阵相同位置元素的变化程度较小，可认为其是连续变化

的，在图中即展示为一条连续曲线。 
根据此考虑通过判断输入矩阵 H 的行间矩阵关联程度，并将其量化。主要

思想是取关联度高的几个矩阵，如{𝑯𝑗,1, 𝑯𝑗,2, 𝑯𝑗,3, 𝑯𝑗,4, 𝑯𝑗,5}, 去除中间位置的矩

阵如𝑯𝑗,2, 𝑯𝑗,4，通过对𝑯𝑗,1, 𝑯𝑗,3, 𝑯𝑗,5的计算结果进行插值得到被去除的矩阵的计

算结果。以此降低数据量，从而减少计算复杂度。 
为了评价矩阵关联度，我们使用了将矩阵平铺后向量间的余弦相似度。 

𝐬𝐢𝐦𝐢𝐥𝐚𝐫(𝑯𝒋𝒌𝟏
, 𝑯𝒋𝒌𝟐

) =  
‖𝑯𝒋𝒌𝟏

𝑯 · 𝑯𝒋𝒌𝟐
‖

𝟐

‖𝑯𝒋𝒌𝟏
‖

𝟐
‖𝑯𝒋𝒌𝟐

‖
𝟐

 

考虑求取矩阵组某行中相邻矩阵间的相似度值 similar，则对输入矩阵组，

其矩阵间的相似度值构成一个相似度向量，该向量长度为(384 − 1) =  383，取

其中前 361 个元素构成热力图直观表示相邻矩阵相似度。下图展示了 Data1 数

据集中𝑗 =  1,2,3,4 时每行矩阵组相邻矩阵之间的相似度。 



6 
 

 

 

图 4.2 Data1 中矩阵组不同行中相邻矩阵（𝑯𝑗,𝑘与𝑯𝑗,𝑘+1）的相似度 
 

注意到几乎所有相邻矩阵间的相似度度量均达到 0.99 以上，这也证明了矩

阵间的连续性变化。为寻找合适的插值点矩阵，考虑间隔矩阵间的相似度，即

考虑𝑯𝑗,𝑘与矩阵𝑯𝑗,𝑘+2的相似度，若此相似度度量达到阈值，则后续计算只利用

矩阵𝑯𝑗,𝑘与𝑯𝑗,𝑘+2，矩阵𝑯𝑗,𝑘+1对应的计算结果将通过插值获得。 
类似上述，利用相似度构造一个相似度向量，该向量长度为(384 − 2) =

 382，同样取其中前 361 个元素构成热力图直观表示间隔矩阵相似度。 
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图 4.3 矩阵组 1 不同行中间隔矩阵（𝑯𝑗,𝑘与𝑯𝑗,𝑘+2）的相似度 
 

选取较大的阈值，即当间隔矩阵的相似度非常高时，则将此间隔矩阵中间

的矩阵作为插值点，后续计算中将不使用该矩阵。此时最大可去除的计算数据

量为原数据量的一半。 
此时问题的计算复杂度为 

𝑪𝒔𝒊𝒎𝒊𝒍𝒂𝒓 = 𝟔 × 𝑱 × (𝑲 − 𝟐) × {[(𝟐 × 𝟑 + 𝟏) × (𝑴 × 𝑵) + 𝟏 × (𝑴 × 𝑵 − 𝟏)] × 𝟑} 
                  =  𝟏𝟖𝑱(𝟖𝑴𝑵𝑲 − 𝑲 − 𝟏𝟔𝑴𝑵 + 𝟐) 

 
4.1.2 插值及其复杂度分析 

下面考虑对最终结果采用的插值方法。首先分析结果矩阵 W 的数据分布。 

 

图 4.4 输出矩阵组行间矩阵𝑊𝑗𝑘(𝑗固定)相同位置元素的值与其变化情况， 

横坐标为实部，纵坐标为虚部， 

颜色代表该行矩阵组的 K指标，K从 1到 384变化 

 
类似于输入信号矩阵组的行间相关关系，输出矩阵组行间矩阵相同位置的

不同元素值的变化范围较小，实部与虚部都在原点附近；其次不同矩阵间对应

元素每次的变化程度小且是连续变化的，在图中即展示为一条连续曲线。 
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从计算复杂程度上考虑，由于矩阵间元素变化小且连续，因此使用计算复

杂度最低的线性插值法，通过相邻点的平均值直接插值得到中间矩阵的结果。

 

图 4.5 插值后得到的输出矩阵𝑾̂𝒋𝒌(jk 固定)与原输出矩阵元素𝑾𝒋𝒌的对比， 

横坐标为实部，纵坐标为虚部， 

颜色代表矩阵内部的元素下标 i，i从 1到 128变化 

 

 

图 4.6 原输出数据矩阵𝑾̂𝒋𝒌(j 固定)与插值后矩阵𝑾𝒋𝒌对应元素变化关系， 

横坐标为实部，纵坐标为虚部， 

颜色代表该行矩阵组的 K指标，K从 1到 384变化 

 

插值的结果在图 4.5 中展示，可以看到插值矩阵与原矩阵的元素间对应关系

基本没有发生改变，误差很小；插值直观效果如图 4.6，可以看到通过线性插值

部分元素，矩阵间对应元素的变化关系没有发生过大的改变。 

针对六组数据矩阵，通过计算矩阵组每一行间隔矩阵相似度，选择插值

点，然后对输出矩阵的线性插值得到插值点矩阵的结果。针对不同数据选择不

同的插值点阈值，最终保证建模精度 ρ 满足要求。结果如表 4.1。 

记上述得到的六个数据矩阵组的总插值点个数为 a，此时计算复杂度为 
    𝑪𝒊𝒏𝒔𝒆𝒓𝒕 = 𝒂 × [𝑵 × 𝑳 × (𝟑 × 𝟏 + 𝟏 × 𝟑)] =  𝟔𝒂𝑵𝑳 

整体计算复杂度为 
𝑪𝒔𝒊𝒎𝒊_𝒊𝒏𝒔 =  𝟔𝒂𝑵𝑳 + 𝟏𝟖𝑱(𝟖𝑴𝑵𝑲 − 𝑲 − 𝟏𝟔𝑴𝑵 + 𝟐) 
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表 4.1 六组数据的最终阈值选择、插值点占比与建模精度 

数据矩阵 阈值 插值占比(%) 建模精度 

Data1 0.990 6.64 0.9939 

Data2 0.988 0.72 0.9994 

Data3 0.976 1.11 0.9950 

Data4 0.991 49.48 0.9952 

Data5 0.990 38.80 0.9961 

Data6 0.993 17.38 0.9903 

 

4.2 奇异值分解(SVD)算法优化 

4.2.1 传统 SVD 算法及其复杂度分析 
 为了介绍传统 SVD 算法及其复杂度分析，需要先给出部分基础矩阵算法，

包括 Househoder 变化、QR 分解和 Golub-Kahan 双对角化变换和双对角矩阵的

奇异值分解。最后我们给出整个传统 SVD 算法过程和计算复杂度分析。 

 

1). Householder 变换 
Householder 变换是一种能将𝑛维向量𝑥变换到任一𝑛维向量𝑦的正交变换，  

特别地，Householder 变换能够将 x 变换成任意一个等长的若干个分量为 0 的向

量。Householder 变换是 QR 分解算法、SVD 算法以及其它众多矩阵算法的基

础。 

 

图  Householder变换的几何意义是镜像变换 
 

设 v 是单位向量，定义 Householder 变换 
𝑯 = 𝑰 − 𝟐𝒗𝒗𝑻 

其中 H 是酉矩阵。 
特别地：当 

𝒙 = (𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … 𝒙𝒏)𝑻 
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𝝈 = ( ∑ 𝒙𝒊
𝟐

𝒏

𝒊=𝒑+𝟏

)

𝟏
𝟐

 

𝒚 = (𝒙𝟏, … 𝒙𝒑, −𝒔𝒊𝒈𝒏(𝒙𝒑+𝟏)𝝈, … , 𝟎)
𝑻

 , 𝒑 < 𝒏 

取𝑣 =
𝑥−𝑦

||𝑥−𝑦||
2

=  
(0,…,0,𝑥𝑝+1+𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥𝑝+1)𝜎,𝑥𝑝+2,…,𝑥𝑛)

√𝜎(𝜎+𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥𝑝+1)−𝑥𝑝+1)

𝑇

 , 𝐻 = 𝐼 − 2𝑣𝑣𝑇,使得𝐻𝑥 = 𝑦。 

主要计算复杂度来源是𝑛 − 𝑝次复数乘法、𝑛 − 𝑝次复数加法和𝑛 − 𝑝次复数除

法，所以 Householder 变换的计算复杂度 
𝑪𝑯𝒐𝒖𝒔𝒆 = (𝐧 − 𝐩) × (𝟐 + 𝟏𝟒 + 𝟓𝟐)  =  𝟔𝟖(𝐧 − 𝐩)  

 
2). QR 分解 

QR 分解是一种将矩阵分解为酉矩阵 Q 和上三角矩阵 R 的矩阵分解算法，

其核心思想是利用 Householder 算法的置零作用。 

 
图 QR分解 

 

对于任意一个复数矩阵 A∈𝑨 ∈ ℂ𝑚×𝑛，其中 m≥n，其 QR 分解步骤如下所

示 

 
单次循环的复杂度为 

𝑪𝑯𝒐𝒖𝒔𝒆 +  𝟑𝟐(𝒎 − 𝒌)(𝒎 + 𝒏 − 𝒌) + 𝟐𝟖(𝒎 − 𝒌) 
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总计算复杂度为（忽略 2 次及更低阶项） 

𝑪𝑸𝑹 = 𝟑𝟐𝒎𝟐𝒏 −
𝟏𝟔

𝟑
𝒏𝟑 

3). Golub-Kahan 双对角化 
Golub-Kahan 算法是一种经典的双对角化算法，其作用是将任意一个复数

矩阵𝑨 ∈ ℂ𝑚×𝑛（其中 m≥n）转化为双对角矩阵，算法基本思想是不断地使用

Householder 变换，将矩阵 A 的特定行向量或列向量的部分元素置零，最终达到

双对角化的目的。其算法步骤如下所示。 

 
根据上述算法步骤描述，单次循环复杂度为 

𝑪𝑯𝒐𝒖𝒔𝒆 +  𝟑𝟐(𝒎 − 𝒌)(𝒏 + 𝒎 − 𝒌) + 𝟐𝟖(𝒎 − 𝒌) + 
                              𝑪𝑯𝒐𝒖𝒔𝒆 + 𝟑𝟐(𝒏 − 𝒌 − 𝟏)(𝒎 + 𝒏 − 𝒌) + 𝟐𝟖(𝒏 − 𝒌 − 𝟏)   
 
Golub-Kahan 算法的算法复杂度为 

𝑪𝑮𝑲 = 𝟑𝟐𝒎𝟐𝒏 +
𝟏𝟔

𝟑
𝒏𝟑 

 
4). 双对角矩阵的 SVD 分解 

双对角矩阵对角化的典型算法是 QR 迭代。其过程如下： 
设 B 为双对角矩阵，𝐵1  =  𝐵, 

𝑩𝒊𝑩𝒊
𝑯 = 𝑸𝒊𝟏𝑹𝒊𝟏 ,   𝑩𝒊

𝑯𝑩𝒊 = 𝑸𝒊𝟐𝑹𝒊𝟐   
 

𝑩𝒊+𝟏 = 𝑸𝟏𝒊
𝑯 𝑩𝒊𝑸𝟐𝒊             𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … 

当迭代次数足够大, 𝐵𝑖将会趋于对角矩阵Σ， 𝑈 = 𝑄11𝑄21 … 𝑄𝑝1, 𝑉 =

𝑄12𝑄22 … 𝑄𝑝2, 𝑝为迭代次数，𝐵 = 𝑈Σ𝑉𝐻，算法计算复杂度为 

𝑪𝑸𝑹𝑰𝑻 = (𝟖𝟎𝒎𝟐𝒏 + 𝟏𝟔𝒎𝒏𝟐 −
𝟐𝟗𝒏𝟑

𝟑
+ 𝒎𝟑)𝒑 
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5). 传统 SVD 算法。 
传统 SVD 包括两部分，于任意一个复数矩阵𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛，其中𝑚 ≥ 𝑛，算法

流程总结为： 
 

Step1 利用 Golub-Kahan 算法将矩阵 A 进行双对角化，得 
𝑨 = 𝑼𝟏𝑩𝑽𝟐

𝑯 

Step2 利用 QR 迭代算法对 B 进行 SVD 分解，得 
𝑩 = 𝑼𝟐𝚺𝑽𝟐

𝑯 

Step3 最终的 SVD 分解结果为 
𝑨 = 𝑼𝚺𝑽𝑯 

其中𝑈 = 𝑈1𝑈2, 𝑉 = 𝑉1𝑉2 
 
总算法复杂度为 

𝑪𝑺𝑽𝑫 = (𝟖𝟎𝒎𝟐𝒏 + 𝟏𝟔𝒎𝒏𝟐 −
𝟐𝟗𝒏𝟑

𝟑
+ 𝒎𝟑)𝒑 +

𝟏𝟔

𝟑
𝒏𝟑 + 𝟑𝟐𝒎𝟐𝒏 

 
4.2.2 快速 SVD 算法 

通过 4.2.1 的分析，SVD 算法的算法复杂度与矩阵 A 的尺寸 m、n 相关，为

了预先降低被分解矩阵的尺度，本文使用了如下措施： 
⚫ 使用更高效的 Lawson-Hanson-Chan 算法，预先降低待分解矩阵尺寸。 
同时，由于本问题中仅仅需要提取𝑉的前𝐿个向量，并不需要将进行完整的

SVD 运算，依据这个原则，我们又对 SVD 算法做了如下改进： 
⚫ 在对双对角矩阵 B 进行奇异值分解时，先采用 Sturm 算法计算出前𝐿个

特征值（从大到小排列），再利用反幂法求出对应的特征向量 
 

1) Lawson-Hanson-Chan 算法 
Lawson-Hanson-Chan 算法的核心思想在于，当𝑚 ≫ 𝑛时，对 A 进行 QR 分

解 
𝑨 = 𝑸𝑹 

其中 R 为上三角矩阵，设 

𝑅 = ⌊
𝑅0

𝑂
⌋ 

其中𝑅0为𝑛 × 𝑛的上三角矩阵。可以证明，后续对于𝑹𝟎进行奇异值分解，即可

达到本题目的。证明如下： 
 
设 

𝑅0 = 𝑈0Σ0𝑉0
𝐻 

𝑄 = [𝑄0 𝑄1] 
其中𝑄0为𝑚 × 𝑛矩阵，𝑄1为𝑚 × (𝑛 − 𝑚)矩阵。 

𝐴 = 𝑄𝑅 = [𝑄0 𝑄1] ⌊
𝑅0

𝑂
⌋ = 𝑄0𝑅0 = 𝑄0𝑈0Σ0𝑉0

𝐻 

对比 A 的 SVD 分解结果 
𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝐻 

我们求出了 U 的前 n 列和全部的Σ和 V，只有 U 是未全部求出，但是根据本问

题需求，我们已经达到了目的。 
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    综合来看，Lawson-Hanson-Chan 算法的作用在于将𝑚 × 𝑛矩阵的 SVD 问题

转化为𝑛 × 𝑛矩阵的 SVD 问题，代价是多了一次 QR 分解。根据 4.2.1 中的分

析，SVD 分解的代价远远大于 QR 分解，因此，这种改进是值得的。 

 
图 4.7  Lawson-Hanson-Chan 算法核心示意图 

2) Sturm 算法 
双对角方阵的奇异值求解问题可以化为对称三对角矩阵的特征值求解问

题。设 A 为 n×n 双对角方阵，取 B=A^H A，则 B 为三对角矩阵 

 
用𝑓𝑖(𝜆)表示𝐵 − 𝜆𝐼的前𝑖阶主子式，𝑓𝑖(𝜆)有如下联系 

 

𝒇𝟎(𝝀) = 𝟏                                                                       
𝒇𝟏 (𝝀) = 𝜶𝟏 − 𝝀                                                             

… …                                                                          
       𝒇𝒊(𝝀) = (𝜶𝒊 − 𝝀)𝒇𝒊(𝝀) − 𝜷𝒊−𝟏

𝟐 𝒇𝒊−𝟏(𝝀), 𝒊 = 𝟐, 𝟑 … 𝒏

 

序列 𝑆(𝜆) =  {𝑓0(𝜆), 𝑓1(𝜆), … , 𝑓𝑖(𝜆) }称为 Sturm 序列。 
定义整数函数𝑉(𝑥)表示{𝑓0(𝜆), 𝑓1(𝜆), … , 𝑓𝑖(𝜆) }在𝑥 = 𝜆时的正负符号跳变次

数，则𝑉(𝑥)是特征方程𝑓𝑛(𝜆)在[𝑥, +∞ ]上的根的个数。 
文献 [4] 中利用了 Gerschgorin 理论进行特征值区间范围的估计，根据文

献[4],矩阵 B 特征值上界为 
𝝀𝒎𝒂𝒙 ≤ 𝒎𝒂𝒙(𝜶𝟏 + |𝜷𝟏|, 𝜶𝟐 + |𝜷𝒊 + 𝜷𝒊−𝟏|, … , 𝜶𝒏−𝟏 + |𝜷𝒏−𝟏 + 𝜷𝒏−𝟐|, 𝜶𝒏 + |𝜷𝒏−𝟏|) 
特征值下界为 
𝝀𝒎𝒊𝒏 ≥ 𝒎𝒊𝒏(𝜶𝟏 − |𝜷𝟏|, 𝜶𝟐 − |𝜷𝒊 + 𝜷𝒊−𝟏|, … , 𝜶𝒏−𝟏 − |𝜷𝒏−𝟏 + 𝜷𝒏−𝟐|, 𝜶𝒏 − |𝜷𝒏−𝟏|) 

据此可以设计出一种迭代算法快速计算出前 L 个特征值而不必求出所有特

征值。其算法流程图如图 4.8 所示。 
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图 4.8 基于 Sturm 理论的特征值求解算法流程图 

 
假设已知[a,b]上有根，取𝑐 =

𝑎+𝑏

2
，根据𝑉(𝑎)，𝑉(𝑏)，𝑉(𝑐)的值判断[𝑎, 𝑏]与

[𝑏, 𝑐]区间根的情况，进而缩小了特征根的范围，当区间长度足够小时，可以取

该区间中点作为特征值的近似值。 
利用 Sturm 算法可以很方便地求出前 L 个特征值（从大到小排列），假设迭

代了 p 次，则整个 Sturm 算法的复杂度为 
𝑪𝑺𝒕𝒓𝒖𝒎 = 𝟑𝟐𝒏𝒑 

求出 B 的近似特征值𝜆̃, 再用反幂法求出𝐵 − 𝜆̃ 𝐼的绝对值最小的特征值𝜆0和

对应的特征向量𝑥，即有 
(𝑩 − 𝝀̃ 𝑰) = 𝝀𝟎𝒙 

则 
𝑩𝒙 = (𝝀̃ + 𝝀𝟎)𝒙 

反幂法亦是一种迭代算法，对于一个𝑛 × 𝑛的矩阵 A，根据文献【----】，反

幂法的计算复杂度 
𝑪𝑰𝑷 = (𝑪𝐈𝐧𝐯 + 𝟓𝟐𝒏)𝒑 

其中，𝑪𝐈𝐧𝐯表示矩阵求逆运算复杂度，具体形式见 4.3 节。 
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3) 快速 SVD 算法 
综合上述分析，最终的快速 SVD 算法流程图如图 4.9 所示，总复杂度为 

𝑪𝑭𝒂𝒔𝒕𝑺𝑽𝑫 = (𝑪𝐈𝐧𝐯 + 𝟓𝟐𝒏)𝒑 + 𝟑𝟐𝒎𝟐𝒏 + 𝟑𝟐𝒏𝟑 
   对于本问题中 M<N 的情况，需先把矩阵进行转置，再进行快速 SVD 操

作。 

 
图 4.9 快速 SVD 算法流程图 

 

4.3 从𝑽𝑘计算𝑾𝑘的低复杂度解法分析 

题干给出的从𝑽𝑘计算𝑾𝑘的初始公式为： 

𝑾𝑘 = 𝑽𝑘(𝑽𝑘
𝐻𝑽𝑘 + 𝜎2𝑰)−1 (𝟒. 𝟏) 

为了计算(4.1)式，我们需要使用矩阵乘法计算𝑽𝑘
𝐻𝑽𝑘。 

首先，我们给出对传统矩阵乘法的复杂度的分析。 

设 𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ ℂ𝑛×𝑘，则使用传统矩阵乘法计算𝐴 · 𝐵的算法如下： 

 

计算过程中有：𝑛 × 𝑘 × 𝑚次复数乘法，(𝑛 − 1) × 𝑘 × 𝑚次复数加法。根据

我们的假设，复数乘法复杂度为 14，复数加法复杂度为 2，则传统矩阵乘法的

计算复杂度为 𝟏𝟒𝒏 × 𝒌 × 𝒎 +  𝟐(𝒏 − 𝟏) × 𝒌 × 𝒎。 

当𝑚 = 𝑘 =  𝑛时：复杂度为 𝟏𝟒𝒏𝟑  +  𝟐(𝒏 − 𝟏)𝒏𝟐 = 𝟏𝟔𝒏𝟑 − 𝟐𝒏𝟐。 

为了优化矩阵乘法的计算复杂度，我们使用了 Strassen 算法[4]。 

Strassen 算法是一种基于分治思想的加速矩阵乘法。对于阶数为𝑛 = 2𝑥的矩

阵乘法，其算法流程如下： 
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输入:  𝑨 = [
𝑨11 𝑨12

𝑨21 𝑨22
] ∈ ℂ𝑛×𝑛，𝑩 = [

𝑩11 𝑩12

𝑩21 𝑩22
] ∈ ℂ𝑛×𝑛 

                     𝑪 = [
𝑪11 𝑪12

𝑪21 𝑪22
] = [

𝑨11 𝑨12

𝑨21 𝑨22
] [

𝑩11 𝑩12

𝑩21 𝑩22
] 

                                           = [
𝑴1 + 𝑴4 − 𝑴5 + 𝑴7 𝑴3 + 𝑴5

𝑴2 + 𝑴4 𝑴1 − 𝑴2 + 𝑴3 + 𝑴6
] 

其中， 

                𝑴1 = (𝑨11 + 𝑨22)(𝑩11 + 𝑩22) 

𝑴2 = (𝑨21 + 𝑨22)𝑩11 

𝑴3 = 𝑨11(𝑩12 − 𝑩22) 

𝑴4 = 𝑨22(𝑩21 − 𝑩11) 

𝑴5 = (𝑨11 + 𝑨12)𝑩22 

                𝑴6 = (𝑨21 − 𝑨11)(𝑩11 + 𝑩12) 

              𝑴7 = (𝑨12 − 𝑨22)(𝑩21 + 𝑩22) 。 

此时，两个𝑛阶矩阵间的矩阵乘法将使用7log2 𝑛 = 𝑛log2 7次复数乘法，以及
𝑛2 log2 𝑛

4
× 18次复数加法，可知 Strassen's 方法下𝑛阶矩阵乘法的计算复杂度

为： 

𝒏𝒍𝒐𝒈𝟐 𝟕 × 𝟏𝟒 +
𝒏𝟐 𝒍𝒐𝒈𝟐 𝒏

𝟒
× 𝟏𝟖 × 𝟐。 

 让𝑛在0~100区间中离散变化，我们绘制出了传统矩阵乘法与 Strassen 算法

的计算复杂度的变化趋势图，如下。我们发现，在𝑛 > 4时，Strassen 算法的复

杂度已经低于传统矩阵乘法。 
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图 4.10 传统与 Strassen 矩阵乘法的计算复杂度随 n 变化时的比较 

由于在我们需要计算的矩阵乘法𝑽𝑘
𝐻𝑽𝑘中，𝑽𝑘的维度为64 × 8。所以我们选

择使用 Strassen 矩阵乘法降低计算的复杂度。 

此时计算一次𝑽𝑘
𝐻𝑽𝑘的复杂度为 

𝟔𝟒

𝟖
× 𝟖𝒍𝒐𝒈𝟐 𝟕 × 𝟏𝟒 +

𝟔𝟒 × 𝟖 𝒍𝒐𝒈𝟐 𝟖

𝟒
× 𝟏𝟖 × 𝟐 = 𝟓𝟐𝟐𝟒𝟎  

接下来，我们将介绍对于(𝑽𝑘
𝐻𝑽𝑘 + 𝜎2𝑰)−1求解的加速。 

在数值计算中，我们一般避免对较大的矩阵直接进行矩阵求逆，而是将式

(4.1)转化为： 
(𝑽𝑘

𝐻𝑽𝑘 + 𝜎2𝑰)𝑾𝑘
𝐻 = 𝑽𝑘

𝐻 (4.2) 

可以证明，方程(4.2)的系数矩阵(𝑽𝑘
𝐻𝑽𝑘 + 𝜎2𝑰)是复正定的。因此，我们可以

使用下面介绍的基于改进 Cholesky 分解的高斯消元法求解方程组(4.2)，以实现

较低的计算复杂度。 

    我们在此简要地介绍一下矩阵的 Cholesky 分解及其改进。 

Cholesky 分解[5]是共轭对称的正定复方阵的一种分解方式。设𝐴 ∈

ℂ𝑛×𝑛, 𝐴 = 𝐴𝐻 , 𝐴 > 0，则𝐴的 Cholesky 分解为： 

𝑨 =  𝑳𝑳𝑯  

其中，𝐿为下三角阵。 

Cholesky 分解的一种计算算法如下： 
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由于 Cholesky 分解在求解过程中需要使用平方根计算，为了降低计算复杂

度，我们使用了改进后的 Cholesky 分解（又被称为 LDL 分解），其公式如下： 

𝑨 =  𝑳𝑫𝑳𝑯 

其中𝐿为下三角阵，𝐷为对角阵。改进后的 Cholesky 分解的计算算法如下： 

 

记𝑎 = ∑ (𝑖 × (𝑛 − 𝑖 − 1))𝑛−2
𝑖=1 , 𝑏 = ∑ 𝑖𝑛−1

𝑖=1  , 该改进 Cholesky 分解包含𝑏次复数

除法，2 × 𝑎 次复数乘法，𝑛 + 𝑏 + 𝑎次复数加减法，其计算复杂度为： 

(𝟓𝟐 + 𝟐) × ∑ 𝒊

𝒏−𝟏

𝒊=𝟏

+ 𝟐 ×  𝒏 + (𝟏𝟒 × 𝟐 + 𝟐) × ∑(𝒊 × (𝒏 − 𝒊 − 𝟏))

𝒏−𝟐

𝒊=𝟏

 

=  𝟓𝒏𝟑  +  𝟏𝟐𝒏𝟐  −  𝟏𝟓 𝒏 (4.3)

 

基于改进 Cholesky 分解算法，我们对方程(4.2)通过高斯消元求解。 

记𝐴 ≔  (𝑽𝑘
𝐻𝑽𝑘 + 𝜎2𝑰), 𝐵 ≔ 𝑉𝑘

𝐻 , 𝑥 ≔ 𝑊𝑘
𝐻，改进的求逆算法如下图： 
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图 4.11 基于改进 Cholesky 分解的高斯分解的计算过程 

第 2 步求解线性方程组𝐿𝐷𝑦 =  𝐵中𝐿𝐷为下三角阵，求解的计算复杂度很

低，算法流程为： 

 

由于 y 的维度为8 × 64，在 y 的每一列的计算过程包含𝑛次复数除法，

∑ 𝑖𝑛−1
𝑖=1  次复数乘法与减法。其总体复杂度公式为： 

𝟔𝟒 × [(𝟏𝟒 + 𝟐) × ∑ 𝒊

𝒏−𝟏

𝒊=𝟏

+ 𝟓𝟐 ×  𝒏] = 𝟔𝟒 × (𝟖𝒏𝟐 +  𝟒𝟒𝒏) 

第 3 步求解线性方程组𝐿𝐻𝑥 =  𝑦中，𝐿𝐻为上三角阵，该步骤的求解复杂度

同样很低，算法流程为： 
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由于 x 的维度为8 × 64，其总体复杂度公式为： 

64 × [(𝟏𝟒 + 𝟐) × ∑ 𝒊

𝒏−𝟏

𝒊=𝟏

] =  𝟔𝟒 × (𝟖𝒏𝟐  −  𝟖𝒏) 

最终，我们使用基于改进 Cholesky 分解的高斯消元法直接计算得到𝑾𝑘
𝐻（相

当于间接求(𝑽𝑘
𝐻𝑽𝑘 + 𝜎2𝑰)−1）的算法复杂度为： 

𝟓𝒏𝟑  +  𝟏𝟎𝟑𝟔𝒏𝟐 +  𝟐𝟐𝟖𝟗 𝒏 

代入𝑛 =  8，则最终复杂度为 87176。 
 

五、问题二模型建立与求解 

5.1 矩阵 H 的压缩与解压缩 

5.1.1 基于 SVD 主成分分析的压缩算法设计 
在 4.1.1 中，我们对与 H 矩阵的相关性进行了详细分析，结果显示，

𝐻𝑗,1, 𝐻𝑗,2, … 𝐻𝑗,𝐾， 𝑗 = 1,2, … , 𝐽之间具有很强的关联，相邻矩阵的相似度达 99%以

上。据此，我们设计一种基于 SVD 主成分提取的压缩算法。 
首先，为了利用 H 在 K 维度上的关联性，需对矩阵进行重新排列。排列规

则如下： 

a) 将𝑀 × 𝑁的一个𝐻𝑗,𝑘展开成一个行向量𝑎𝑗,𝑘 

b) K 个行向量组成一个矩阵 

𝑨𝒋 = [

𝒂𝒋,𝟏

𝒂𝒋,𝟐

⋮
𝒂𝒋,𝑲

] 

c) 𝐽个𝐴𝑗组成矩阵𝐴 = [𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝐽] 

该重新排列将 A 的是一个三维张量，由 J 个𝐾 × 𝑀𝑁矩阵组成，如图所示，矩阵

的列向量之间存在关联性。对于每一个𝐴𝑗进行 SVD 分解可得 
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𝑼𝒋𝚺𝐣𝑽𝒋
𝑯 = 𝑨𝒋 

Σ的对角元素为𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝑛，称为奇异值，奇异值的大小表示该维度数据的

重要程度。下面将根据奇异值对于𝑈𝑗和𝑉𝑗进行主成分截断，其步骤如下 

a) 将奇异值从大到小排列𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝑛 

b) 设定阈值0 < 𝜎𝑡ℎ < 1，求出一个最小的𝑙，使得 

∑ 𝝈𝒊

𝒍

𝒊=𝟏

> 𝝈𝒕𝒉 

c) 对𝑈𝑗、Σj、𝑉𝑗进行截断，取 

𝑼𝒋̃ = 𝑼𝒋(: , 𝟏: 𝒍), 𝑽𝒋̃ = 𝑽𝒋(𝟏: 𝒍, : ),  𝚺𝐣̃ =  𝚺𝐣(𝟏: 𝒍, 𝟏: 𝒍) 

根据奇异值分解的性质，容易证明， 

𝑨̃ = 𝑼𝒋̃ 𝚺𝐣̃𝑽𝒋̃
𝑯

≈ 𝑨 

    在进行存储时，我们仅需存储𝑈𝑗̃、𝑉𝑗̃ 和 Σj̃的对角线元素。 

 
图 5.1 数据重排示意图 

综上所述，可得 H 的压缩算法𝑃1(∙)，其流程图如图所示，即先对矩阵进行

SVD 分解，再对分解结果进行主成分截断，截断结果作为最终压缩结果。 

 
图 5.2 矩阵数据 H 压缩函数流程图 

 
原数据存储复杂度为 

𝑺𝟎 = 𝟔𝟒𝑴𝑵𝑱𝑲 
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压缩后的数据存储复杂度为 
𝑺𝟏 = 𝟔𝟒(𝑴𝑵 + 𝑲)𝑱𝒍 

定义压缩比 

𝒓𝒑 =
𝑺𝟏

𝑺𝟎
=

(𝑴𝑵 + 𝑲)𝒍

𝑴𝑵𝑲
 

当 𝑙 <
𝑁𝑀𝐾

𝑀𝑁+𝐾
，压缩比小于 1，压缩算法起到压缩作用。 

压缩算法的计算复杂度主要在于 SVD 分解的计算复杂度。根据问题 1 的描述，

𝑀𝑁 × 𝐾复数矩阵的 SVD 分解计算复杂度为 
(𝑪𝐈𝐧𝐯 + 𝟓𝟐𝑲)𝒑 + 𝟑𝟐(𝑴𝑵)𝟐𝑲 + 𝟑𝟐𝑲𝟑 

总计算复杂度 

𝐶𝑝1 = ((𝑪𝐈𝐧𝐯 + 𝟓𝟐𝑲)𝒑 + 𝟑𝟐(𝑴𝑵)𝟐𝑲 + 𝟑𝟐𝑲𝟑)𝑱 

 

解压函数𝐺1(∙)的流程图如图所示 

 
图 5.3 矩阵数据 H 解压函数流程图 

 
5.1.2 算法验证与测试 

先利用数据集 Data1 中的数据进行实验。读取其中的 H 矩阵，利用 5.1.1 所

设计的算法对其进行压缩和解压缩，所得误差-奇异值截断阈值关系图如图 5.4 所

示。，其中，误差的定义为 

𝒆𝒓𝒓𝑯 = 𝟏𝟎 ∗ 𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎

𝑬 {‖𝑯̂𝒋,𝒌 − 𝑯𝒋,𝒌‖
𝑭

𝟐
}

𝑬 {‖𝑯𝒋,𝒌‖
𝑭

𝟐
}
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图 5.4 数据集 1 矩阵 H 压缩误差与截断阈值关系图 

图 5.5 显示了压缩比随着截断阈值的变化。结合图 5.4 与图 5.5 可见，压缩

误差与阈值呈现正相关，即截断阈值越高，压缩误差越小，信息损失越小。但

信息损失减小的同时，压缩比也在升高，说明压缩的效果变差，存储复杂度变

高了。为了权衡压缩误差和压缩比这对矛盾指标，需要合理地设置截断阈值。 

 
图 5.5 数据集 1 矩阵 H 压缩误差与截断阈值关系图 

对于本问题，压缩误差上限max(𝑒𝑟𝑟𝑯) = −30𝑑𝐵，据此，可以定义指标最

佳截断阈值为 
𝐦𝐚𝐱{𝝈𝒕𝒉}                                

𝒔. 𝒕. 𝐦𝐚𝐱(𝒆𝒓𝒓𝑯) ≤  −𝟑𝟎𝒅𝑩. 
表 5.1 中显示了不同数据集的不同最佳截断阈值与对应的压缩比。可以看到，

最佳阈值在 0.9~0.95 区间内，而压缩比在 0.2~0.3 区间内，说明在满足压缩误差

条件的情况下，最高可节省约 75%的存储控件。 
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表 5.1 不同数据集最佳截断阈值与压缩比对比 

数据集 最佳截断阈值 压缩比 

Data1 0.929 0.2018 

Data2 0.941 0.2817 
Data3 0.941 0.2813 
Data4 0.908 0.2360 

Data5 0.923 0.2946 
Data6 0.923 0.2832 

 
 

5.2 矩阵数据 W 的压缩与解压 

根据 4.1.1 中的分析，矩阵 W 与 H 的类似，𝑊𝑗,1, 𝑊𝑗,2, … 𝑊𝑗,𝐾， 𝑗 = 1,2, … , 𝐽

之间具有很强的关联，据此，基于 SVD 的压缩算法同样适用于 W。不同的

是，W 数据间的相关性较弱，因而奇异值阈值𝜎𝑡ℎ与 5.1 有一定差异，其设定值

比 5.1 中的值要大。 
图 5.6 显示了所得误差-奇异值截断阈值关系，图 5.7 显示了压缩比随着截断

阈值的变化。其结果与 5.1 类似，但是明显看出压缩效果落后于 5.1，为了满足

压缩误差要求，压缩比需要控制在约 0.8 以上。 
 

 
图 5.6 数据集 1 矩阵 W 压缩误差与截断阈值关系图 
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图 5.7 数据集 1 矩阵 W 压缩误差与截断阈值关系图 

表 5.2 中显示了不同数据集的不同最佳截断阈值与对应的压缩比。可以看

到，最佳阈值在 0.93~0.975 区间内，而压缩比在 0.49~0.95 区间内，其跨度范围

明显大于 H，其原因在于 W 矩阵的的相关性小于 H。 
 
 
 
 

 
表 5.2 不同数据集最佳截断阈值与压缩比对比 

数据集 最佳截断阈值 压缩比 

Data1 0.966 0.7552 

Data2 0.970 0.8828 
Data3 0.972 0.9427 
Data4 0.934 0.4974 

Data5 0.954 0.6172 
Data6 0.956 0.6128 
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