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中中国国研研究究生生创创新新实实践践系系列列大大赛赛  

  ““华华为为杯杯””第第十十八八届届中中国国研研究究生生  

数数学学建建模模竞竞赛赛  

 

题 目      相关矩阵组低复杂度计算和存储建模 

摘       要： 

在数字信号处理领域，绝大多数信号均可表示为矩阵的形式。然而，随着矩阵规模的

快速增长，矩阵处理的计算复杂度和存储复杂度急剧增加，这对计算时间及存储空间带来

了巨大的挑战。幸运的是，矩阵之间通常存在一定的相关性，因此，充分挖掘矩阵间的相

关性，能够大大降低矩阵处理算法的计算复杂度和存储复杂度。基于以上背景，本文针对

给定的相关矩阵组，充分挖掘矩阵间的相关性，对具体的矩阵处理算法进行优化并进行存

储建模。 
对于问题 1 第一部分，首先基于 Pearson 线性相关系数，分析了矩阵内及矩阵间的线

性相关性，并得出矩阵间存在明显相关性，而矩阵内部几乎不存在相关性的结论。因此可

以利用左右相邻矩阵描述中间矩阵，也可以用中间矩阵描述其左右相邻矩阵。基于此结论，

相关矩阵组的低复杂计算可以从两个方面进行优化：（1）利用计算复杂度更低的随机奇

异值分解算法，用降维后小矩阵的奇异值分解代替大矩阵的奇异值分解。另一方面，仅生

成一次全局共用的随机奇异值分解中需要的高斯分布随机矩阵，并用可变模型精度的迭代

QR 分解算法替代常规 QR 分解，仅得到需要的前 P 列标准正交矩阵 Q。（2）充分利用矩

阵间的线性相关性，对于矩阵组的每一行块，将每三个相邻矩阵视为一组，用中间矩阵计

算得到的 Q 矩阵作为整组共用的 Q 矩阵。通过上述两方面的优化，能够大幅度降低相关矩

阵组奇异值分解的计算复杂度。 
对于问题 1 第二部分，其重点在于矩阵的求逆运算。通过分析可知，求逆对象为 Hermite

矩阵，因此可采用基于 Hermite 矩阵求逆引理的矩阵递推求逆方法进行矩阵求逆。递推求

逆方法能够在得到与常规方法相同精确解的前提下，进一步降低计算复杂度。将该递推求

逆方法与改进的奇异值分解算法结合，可实现从 H 矩阵组到 W 矩阵组的低复杂度求解过

程。 
对于问题 2，考虑到同一行块矩阵间线性相关性强的特点，利用线性插值的思想，设

计出三种压缩与解压缩模型： 
模型①：通过对矩阵组同一行块中矩阵做隔位舍弃的操作，能仅依靠矩阵组的拆解、

组合操作，实现对矩阵组的有效压缩；在解压过程中，通过利用舍弃矩阵相邻两个矩阵的

算术平均，实现矩阵的插值恢复。该模型计算复杂度低，但解压缩误差较大，仅适合相关

性较强的矩阵组。 
模型②：为了改善模型压缩误差较大的问题，使得模型能够满足给定的压缩误差，模

型②通过对矩阵组同一行块中序号为 k 倍数的矩阵进行舍弃，实现压缩误差与压缩率的互

换；在解压过程中，依旧利用算术平均的方式，实现舍弃矩阵的插值恢复。相比于模型①，

尽管压缩效率有所损失，但压缩误差会有效降低，并且解压缩的计算复杂度也会有一定的

降低。 
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模型③：为了充分发挥相关性对矩阵压缩的作用，结合 Pearson 线性相关系数对插值

恢复过程进行进一步改进。压缩阶段中，在舍弃序列号为 k 倍数的矩阵同时，计算舍弃矩

阵与相邻两个矩阵的 Pearson 线性相关系数。以此作为基础，在解压阶段，根据舍弃矩阵

与相邻左右两个矩阵的相关系数，得到加权平均的权值，并对舍弃矩阵进行加权平均的插

值恢复。相比模型②，该模型能够在不改变压缩率的情况下，充分利用矩阵间相关性，进

一步降低压缩误差，解决了由于舍弃矩阵与两边相邻矩阵相关性差异较大导致的恢复效果

较差的问题。但该模型会增加一定的计算复杂度与储存空间。 
对于问题 3，考虑从矩阵输入信号 H 到近似矩阵输出信号 W 的端到端流程。对本文建

立的模型分析可知，本文采用的是舍弃列块的压缩方法。因此可以充分利用需要舍弃的列

块在原矩阵组中的位置信息对本文的模型进行优化。通过利用舍弃矩阵列块的位置信息，

使得 V 矩阵的计算复杂度进一步降低，并能直接生成压缩矩阵 W，无需生成压缩前的 W
矩阵，因此改进后的模型拥有更低的计算复杂度和存储空间。 
关键词：Pearson 线性相关系数；矩阵相关性；随机奇异值分解；线性插值；Hermite 矩阵

递推 
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1 问题重述 

1.1 问题背景 
在图像视频处理、遥感探测、射电天文观测、通信网络等各个领域，其采用的信号通

常可表示为矩阵的形式。而这一系列的矩阵之间通常存在一定的相关性，因此在数学上，

通常可采用相关矩阵组进行信号表示。近些年来随着信息数据总量的爆炸性增长，相关矩

阵组的规模急剧增大，这对相关矩阵组的处理及存储算法带来了巨大的挑战。因此，充分

挖掘相关矩阵组中矩阵间和矩阵内部的相关性，对实现矩阵的快速处理及高效率存储具有

重大的价值与意义。 
1.2 问题重述 

基于上述背景，本文需要对六组给定的复数相关矩阵组的处理算法进行优化并设计合

理的数据压缩解压缩算法，具体的复数相关矩阵组处理算法如图 1.1 所示： 

 对给定的一组复数矩阵  ,j kH H 中的每一个矩阵做奇异值分解（singular value 

decomposition, SVD），取其右奇异向量的前两列得到右奇异向量矩阵组  ,j kV V 。将不

同 j下标、相同 k下标的 ,j kV 进行横向的拼接，得到 , j, J,k k k kV V V V   1   。 

 利用公式 (V V I)H
k k k kW V    2 1计算，再拆解 , j, J,k k k kW W W W   1   ，并按对应行列进

行组合得到输出结果矩阵组  ,j kW W 。 

kVj,kH
SVD并取其前两
列右奇异向量

kW
k (V I)H

k k kW V V    2 1

拆解、组合
W

 
图 1.1 复数矩阵组的处理算法流程图 

当矩阵规模增加时，该处理算法的时间复杂度及空间复杂度将急剧增加。因此，本文

的任务是充分挖掘矩阵间的相关性，在保证满足给定最低建模精度的前提下，尽可能优化

算法的计算复杂度和存储复杂度。并设计相应的压缩与解压缩算法，在保证压缩与解压缩

方法低复杂度的前提下使得矩阵组占用的存储空间尽可能小。 
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2 符号说明 

符号 含义 

 ,j kH  输入复数相关矩阵组 

 ,j kV  右奇异向量组 

 ,j kW  输出结果矩阵组 

,N M  矩阵组的行，列， 

,J K  矩阵组内部矩阵的行，列 

,j kH  输入复数相关矩阵组中第 j 行、第 k 列

矩阵 

,j kV  由 ,j kH 生成的右奇异向量组 

,j kQ  由 ,j kH 生成的标准正交矩阵 

,j kB  由 ,j kH 生成的降维后矩阵 

LostN  舍弃的列块矩阵组个数 

  压缩率 
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3 问题分析 

3.1 问题 1 分析 
3.1.1 问题 1.1 分析 

本题主要涉及相关矩阵组的 SVD 分解运算，假如不对该部分做任何优化，则对于给

定的M N 相关矩阵组需要做M N 次 J K 大小的 SVD 分解，每次取前 2 个右奇异向量

组成右奇异向量组V ，因此该算法的计算复杂度极高。 
因此，本题可以从两个方面进行优化：1）、挖掘矩阵组中的相关性。2）采用低复杂

度 SVD 分解方法。 
关于矩阵组的相关性，通过分析可以得到：对于矩阵组的每一行而言，某一个矩阵与

其左右相邻矩阵有很强的线性相关性。因此可以利用左右相邻矩阵描述中间的矩阵，也可

以用中间的矩阵描述其左右相邻矩阵。 
对于低复杂度 SVD 分解方法，本文采用随机 SVD 分解算法，并针对以下三个方面进

行进一步改进： 
1）采用全局高斯分布随机矩阵，代替每次随机 SVD 中的随机矩阵。 
2）采用可变精度的 QR 迭代分解法。在随机 SVD 的 QR 分解步骤中，由于并不需要

得到完整的标准正交矩阵 Q，因此采用 QR 迭代法，仅计算需要的前 P 列标准正交矩阵 Q。 
3）利用矩阵间的相关性，将矩阵组按行分割，同时将同一行块中三个相邻矩阵划分

为一组。对中间矩阵进行 QR 分解求得 Q 矩阵后，将其作为整个组三个矩阵共用的 Q 矩阵。

因此每三个矩阵仅需要做一次 QR 迭代分解。 
上述算法可描述为：首先对矩阵组中同一行块的矩阵分组，对每组做改进的随机 SVD，

最终求解出右奇异向量矩阵组{V }k 。主要流程图如图 3.1 所示： 

j,k{ }H复数矩阵组

同一行块相邻三个
矩阵分组

,kjH ,kjH 1,kjH 1
… …

改进的随机SVD

• 全局高斯随机矩阵
• 可变精度迭代QR分解
• 组内Q矩阵共用

右奇异向量矩阵组{ }kV
 

图 3.1 复数矩阵组H 到 kV 流程图 
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3.1.2 问题 1.2 分析 

得到{ }kV 矩阵组后利用公式 (V V I)H
k k k kW V    2 1可得到{ }kW 矩阵组，再通过拆解和组

合得到最终 ,j kW 矩阵组，由于数据的拆分拼接不涉及计算复杂度，因此本题的重点为

V V IH
k k  2 矩阵的求逆。 

本题的核心在于应用低复杂度矩阵求逆算法。容易知道， V V IH
k k  2 矩阵为正定

Hermite 矩阵，因此采用基于 Hermite 矩阵求逆引理的递推求逆算法。利用该求逆算法对

V V IH
k k  2 矩阵进行快速递推求逆后，再通过拆分拼接即可得到 W 矩阵。 

3.2 问题 2 分析 
由之前的分析可知，H、W 矩阵组中，某一处矩阵与其左右矩阵的线性相关性很强，

因此可以使用线性插值的思想进行数据压缩与解压缩。本文设计三种模型如图 3.2 所示： 
当矩阵组中同一行块中矩阵间相关性较强时，在压缩时可以每隔一个矩阵就舍弃一个

矩阵，舍弃掉的矩阵用其左右两边的矩阵进行算术平均预测。该方法可实现接近 50%的压

缩率及极低的计算复杂度。 
为了能够改变压缩率及压缩误差，本文在上述方案的基础上进行改进，在压缩时对序

列号为 k 的倍数的矩阵进行舍弃，在解压时则利用算术平均的方法预测出舍弃的矩阵，从

而能够根据数据压缩效果改变压缩率及压缩误差。 
进一步地，为了充分发挥相关性对矩阵压缩的作用，本文以相关系数作为权值，利用

加权平均的思想设计压缩及解压缩模型。即：压缩阶段中，在舍弃序列号为 k 的倍数的矩

阵时，计算舍弃矩阵与相邻两个矩阵的 Pearson 线性相关系数。以此作为基础，在解压阶

段，根据舍弃矩阵与相邻左右两个矩阵的相关系数，求出加权平均的权值，并对舍弃矩阵

进行预测。该方案虽然能够更大程度地减小压缩误差，但也会增加计算复杂度和存储复杂

度。 

j,k{ }H

三种压缩、解压模型

j,k{ }W或

算术平均隔位舍弃的
压缩/解压模型

算术平均可变压缩误
差的压缩/解压模型

加权平均可变压缩误
差的压缩/解压模型

压缩结果

 
图 3.2 矩阵压缩与解压缩模型 
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4 模型建立与求解分析 

4.1 问题 1 
4.1.1 问题 1.1——低计算复杂度奇异值分解 
1）矩阵组相关性分析 

由题目可知，矩阵内部及属于同一行块的矩阵间存在相关性。为了利用其相关性，以

便进行低计算复杂度的奇异值分解，本文首先分析了矩阵内部和矩阵间的相关性。 
为了计算矩阵之间的相关性，本文采用最常用的 Pearson 线性相关系数分析了矩阵组

中某一行块 384 个矩阵之间的相关性。对于两个向量 aX 和 bY ，Pearson 线性相关系数计算

公式如下： 

 
, b,

/

, b, j

(X )(Y )
(X , Y )

(X ) (Y )

n

a ba i i
i

a b
n n

a ba i
i j

X Y
rho

X Y



 

 

 

  
 



 

1
1 2

2 2

1 1

 (4.1) 

其中 ,(X ) /
n

a a i
i

X n



1

， , j( ) /
n

b b
j

Y Y n



1

，n 为向量的长度。 

Pearson 线性相关系数反映了两个向量之间的线性相关性，其值分布在-1 至 1 之间，

其值越接近于 1 或-1，相关度越强，相关系数越接近于 0，相关度越弱。通常 Pearson 线性

相关系数绝对值在 0.8 以上时，说明两个向量极强相关[1]。 
对于多个向量之间的 Pearson 线性相关系数，则采用相关系数矩阵进行表示。即计算

某个向量与包含自身在内的所有向量之间的相关性，得到一个相关性数组；对所有向量如

此操作，即可得到一个相关系数矩阵。 
对于本题中矩阵间的 Pearson 线性相关系数，本文将矩阵向量化为一维向量后再进行

相关系数计算。具体方法为：将每个 4x64 的矩阵向量化为 256x1 的列向量，得到 384 个

列向量，计算列向量之间的相关系数，并取其模。本文以 Data1 中第一行块 384 个矩阵的

Pearson 线性相关系数为例，绘制其相关系数矩阵如图 4.1 所示： 

 

图 4.1 矩阵组中同一行块中各个矩阵间相关系数 
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可以观察到，相邻两个矩阵之间存在很强的线性相关性。通过对大量数据进行分析，

本文发现相邻两个矩阵之间相关系数可达到 0.9 以上。且两个矩阵相距越远，其线性相关

性越弱。例如图 4.2 展示了不同位置两个矩阵的相关性。 

0.93

0.9573

0.9798
0.9948 1 0.9948

0.9801

0.9577

0.9294

0.88

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

P
ea

rs
on
线

性
相

关
系

数

某矩阵与参考矩阵的距离

 

图 4.2 不同位置矩阵间的相关性 

当多个矩阵之间呈现高度线性相关性时，某一个矩阵则可以表示为其他矩阵的线性组

合，例如，当矩阵 , ,..., nA A A1 2 之间存在高度线性相关性时，则对于其中一个 iA，有： 

 i i i i i n nA k A k A k A k A k A         1 1 2 2 1 1 1 1   (4.2) 

对于矩阵内部的相关性，本文同样采用 Pearson 线性相关系数分析其相关性。但通过

对大量数据进行分析，发现不论矩阵行之间还是列之间，其相关性均较弱，如图 4.3 所示。 
因此，本文重点利用同一行块中矩阵间的相关性进行后续计算优化。 

 

(a)                                   (b) 
图 4.3 矩阵各列间的相关系数。(a)行之间相关系数。(b)列之间相关系数。 

2）矩阵的奇异值分解 
奇异值分解属于矩阵分解的一种方式[2]，可以用于数据降维及特征分解。其分解过程

如图 4.4 所示： 

对于任意一个矩阵， m nX  ，则一定存在一种分解使得： 

 HX U V    (4.3) 

其中U 是m m 的酉矩阵；是m n 阶非负实数对角矩阵； HV 是n n 的酉矩阵， HV
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是V 的共轭转置。这样的分解即为奇异值分解[3]。 

x1 x2 nx… u1 u2 ku…

X U

输入数据 左奇异向量

=

 1

 2

k

. .
v 1

v 2

kv

…

 HV

奇异值 右奇异向量

 
图 4.4 奇异值分解过程 

3）可变模型精度的随机奇异值分解 
为了提高奇异值分解的计算速度，本文对随机奇异值分解算法做了改进，利用改进的

随机奇异值分解算法能大大降低计算复杂度。常规的随机奇异值分解算法具体过程如图 4.5
所示： 
①全局高斯随机矩阵 

对于题目中某一个M N 的矩阵 ,j kH ，本文首先生成一个全局高斯分布随机矩阵

N k 。其中 k 为 ,j kH 的秩。由于 min{M, N}k  ，因此不妨设 k=N。需要注意的是，标

准的随机奇异值分解法中，需要针对每个 ,j kH 单独生成。考虑到的随机性及每个的

尺寸均相同，本文仅选取固定的，从而降低计算复杂度。 
②可变模型精度的迭代 QR 分解 

由于随即奇异值分解的输入矩阵需要行数大于列数，为了方便起见，本文下面描述的

,j kH 为原 H 矩阵的共轭转置。因此本文需要的右奇异向量对应于随机奇异值分解得到的左

奇异向量。 

根据  和 ,j kH ，作 , ,j k j kY H ，得到新矩阵 ,j kY 。随后对 ,j kY 进行 QR 分解。即

, , ,j k j k j kY Q R ，并仅取单位正交矩阵（Q 矩阵）的前 k 列，得到最终 ,j kQ 。常规的 QR 分解

计算复杂度相当于奇异值分解，且计算出的 ,j kQ 为 64x64。然而，本题通常只需 64x4 的矩

阵。因此，为了降低计算复杂度，本文采用可变精度的迭代 QR 分解方法，快速计算出 ,j kQ 。

具体实现方法如下： 
 抽取 1 个维度为 n 的高斯随机向量 (i) ，令 (i) (i)

, ,j k j ky Y    

 构造  (i)
(i ) (i ) (i)

, , ,, (I Q (Q ) ) yH
j k j k j kj kq
 

 
1 1

； 
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 令  (i) (i)
(i)

, , ,/j k j k j kq q q
2

； 

 构造
(i) (i ) (i)
, , ,Q [Q q ]j k j k j k




1

。 

其中 ( )Q 0 为空矩阵， (i)
,j kQ 为m i 的迭代标准正交矩阵（即后文提到的 Q 矩阵）。i 值越

大，保留的信息越多，即 ,j kY 与 , , ,
H

j k j k j kQ Q Y 越接近。 

通常情况下，只需 64x4 的标准正交矩阵便可达到建模精度要求，此时只需迭代 4 次

即可求出 ,j kQ 。计算复杂度明显由于常规 QR 分解。当建模精度不满足要求时，可以选取

适当的迭代次数，以保证精度。 

③低规模输入奇异值分解 

利用 ,j kQ 矩阵和原矩阵 ,j kH 做乘法 , , ,
H

j k j k j kB Q H 可以得到降维矩阵 ,j kB 。可以分析出，

此处 ,j kB k N ，尺寸明显小于 ,j kH ，再对 ,j kB 采用常规奇异值分解算法，得到 ,j kB 的左奇

异向量 
,j kU ，则 ,j kH 的右奇异向量为： 

 
,, , j kj k j kV Q U  (4.4) 

,j kH
m n


n k

,j kY
m k

=

SVD

m k k k

,j kQ

,j kR

k m
,
H
j kQ

k n
,j kB

QR

m n k k


,j kU ,j k
k n


,
H
j kV

k k

m k
,j kV

k k m k

=

,j kH

=


,j kU

,j kQ
全局

 
图 4.5 随机奇异值分解步骤示意图 
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4）基于矩阵间相关性的改进随机奇异值分解 

由于矩阵间的相关性，本文通过计算发现，相邻两个矩阵 ,j kH 和 ,j kH 1 计算出的 ,j kQ 具

有高度一致性。基于此结论，本文提出了一种共用标准正交矩阵的方法，从而改进随机奇

异值分解算法以降低计算复杂度，最终得到本问题最终模型如图 4.6 所示。具体方法为：

将同一行块中相邻 3 个矩阵划分为一组，用三个矩阵中中间矩阵的 Q 矩阵代替另外两个矩

阵计算出的 Q 矩阵。即：把 ,j kH 1 、 ,j kH 和 ,j kH 1 划分为一组，计算 ,j kH 的 Q 矩阵 ,j kQ 作为

整个组共用的 Q 矩阵。通过该方法，可以省去每一组中两个矩阵的 QR 分解过程，从而大

大降低计算复杂度。 

,j kH ,j kH 1,j kH 1

…

,j kQ

,j kY



可变精度迭
代QR分解

,j kQ ,j kQ共用共用

, ,
H
j k j kQ H

,j kB

, ,
H
j k j kQ H 1

,j kB 1

SVD


,j kU 1


,, j kj kQ U 1

,j kV 1


,j kU


,, j kj kQ U

,j kV

, ,
H
j k j kQ H 1

,j kB 1


,j kU 1


,, j kj kQ U 1

,j kV 1

…

SVD SVD

（全局共用）

,j kH 3 ,j kH 2,j kH 4 ,j kH ,j kH 1,j kH 1 ,j kH 3 ,j kH 4,j kH 2

分组 分组 分组

 
图 4.6 基于标准正交矩阵的改进随机奇异值分解流程图 
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5）模型精度分析 
本文按照本模型进行 6 组数据的奇异值分解，并进行建模精度分析，如图 4.7 所示。

可以观察到，在迭代次数选择为 4 的情况下 Data1、Data2 和 Data3 不满足建模精度要求。 

 

图 4.7 建模迭代次数均为 4 时建模精度 , , (V)l j k   

因此，需要对 QR 分解过程中的迭代次数进行调整。最终所有数据建模精度均在 0.99
以上，满足建模要求，迭代次数及建模精度如图 4.8 所示。 

图 4.8 调整迭代次数后建模精度 , , (V)l j k   
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6）计算复杂度分析 
本文涉及到的所有计算复杂度详细计算过程见附录 A。 

输入为 J K 大小的相关复数矩阵组 ,{H }j kH  ，其中每个矩阵大小为M N ，其中

M J ，对上述算法按步骤进行拆分，分析其计算复杂度： 

（1） 生成一个高斯分布随机矩阵 J J 。这里将此运算归于其他运算类型中，其计算

复杂度为 100。 
将矩阵组 H 按行块进行考虑，下面的描述仅针对矩阵组中的某一行块。 

（2） 对于某一个行块，每三个相邻矩阵 ,j kH 1 ， ,j kH ， ,j kH 1 组合为一组，该操作不涉

及计算复杂度。 

（3） 用三个矩阵中的中间矩阵 ,j kH M N 的共轭转置与 J J 矩阵相乘，得到临时

矩阵Y N J ，该操作计算复杂度为： MNJ16 。 

（4） 对矩阵Y N J 做迭代 QR 分解，迭代次数为 P，第 p 次 QR 迭代分解涉及： 

 Y N J 矩阵乘高斯分布随机向量（取矩阵中的一列 J 1 ），该操作计算复杂

度为： NJ16 。 
 N P 矩阵乘 P N 矩阵，两个 N N 矩阵相乘，以及 N N 矩阵乘 N 1向量。该操作

计算复杂度为 16 N P2 +16 N 3 +16 N 2 。 

 求 N 1向量的 2 范数的倒数，将此运算归于其他运算类型中，其计算复杂度为 100。 
 N 1向量乘以上述 2 范数的倒数，计算复杂度为 14N。 
 拼接，此操作不涉及计算复杂度。 

因此，P 次迭代 QR 分解总的计算复杂度为 ( )
P

p

NJ N P N N N


    2 3 2

1

16 16 1 100616 14 。 

（5） QR 分解得到了一个共用的 N P 大小的 Q 矩阵，用这个 Q 矩阵的共轭转置与矩阵

,j kH 1 ， ,j kH ， ,j kH 1 做三次乘法，得到 3 个P M 大小的降维矩阵，该操作计算复杂度为

NPM48 。 
（6） 对 3 个P M 大小矩阵做 SVD，这里使用基于双对角化（bi-diagonalization）结合

QR 分解的操作，该操作计算复杂度为 ( )PM M 2 33 14 14 。 

因为上述操作的是针对于三个相邻矩阵，并且一共由 J 个行块，因此本算法总的计算

复杂度为： 

J ( )
P

p

K
MNJ NJ N P N N N NPM PM M



 
        

 
 2 3 2 2 3

1

100 16 16 100 14 48 416 1 2 426 1
3

6
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在满足建模精度的前提下，代入 M=4，N=64，J=4，K=384，L=2；得到六组数据对应

的计算复杂度如表 4.1 所示： 
表 4.1 六组数据对应的计算复杂度 

Data1 1.62812540E+10 

Data2 1.25934328E+11 

Data3 1.76218358E+11 

Data4 9.10643210E+09 

Data5 9.10643210E+09 

Data6 9.10643210E+09 

 
4.1.2 问题 1.2——低计算复杂度矩阵求逆 

在由  (H)V f 1 得到 ,j kV 之后，为了得到最终输出结果 ,{w }j kW  ，将不同 j 下标、相同

k 下标的 ,j kV 进行横向的拼接，得到维度为 N LJ 的 , j, J,k k k kV V V V   1   ，然后根据式(4.5)

获取 kW ： 

 (V V I)H
k k k kW V    2 1   (4.5) 

其中， 2 为固定常数； kW 同 kV ； I 为单位矩阵，维度为 LJ LJ 。最后，将各 kW 按式

(4.6)进行拆解： 

 , j, J,k k k kW W W W   1     (4.6) 

其中， j,kW 是 kW 中顺序排列的子矩阵，维度为 N L 。 

令 2h
K kR V V I  ，因此上述步骤中，关键的步骤为对R求逆。并且容易知道该矩阵为

正定 Hermite 矩阵，于是我们参考文献[4]给出如下求逆方法： 
1）基于 Hermite 矩阵求逆引理的矩阵递推求逆方法 

引理[5] 有 Hermite 矩阵 iH ，可设其分块形式为： 

1i i
i H

i i

H g
H

g 
 

  
 

                            (4.7) 

其中 iH ， 1iH  的逆矩阵 1
iH  ， 1

1iH 
 存在。若令 1

1i ib H g
  ， 1

1
H H

i i i i i ig H g g b  
    ，

则有： 
1

1 1 0 1

0 0 1

H
i i

i H H
i

H bb b
H

b


    
    

  
                    (4.8) 
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又根据 R 矩阵为正定 Hermite 矩阵，因此易知其各阶主子矩阵也均为非奇异正定

Hermite 矩阵，因此可利用上述 Hermite 矩阵求逆引理实现基于递推的矩阵求逆算法，求逆

算法如下： 

令矩阵R的维数为K N M  , i 表示R的第 i个对角元素： ( , )i R i i  ， ig 表示R第 i列

的前 1i  个元素组成的列向量： (1: 1, )ig R i i  ， iR 是 R 的第阶 i 顺序主子矩阵：

(1: ,1: )iR R i i 。 

①初始化： 

1
1

1

1
R


                                      (4.9) 

②迭代计算： 

1 ( 1) 1
1

i
i ib R g  
                                (4.10) 

1 1( )H
i ireal g b                              (4.11) 

( 1) 1ib
q


                                 (4.12) 

1
1

1
1

H
i

i i
i H

R qb q
R

q





 

 
   
  

                          (4.13) 

其中 2,3, ,i K  。 

③递推结束得到 1 1
KR R  。 

在该算法中，容易证明 H
i ig b  应为一个实数，但由于在迭代计算过程中由于计算误

差的原因， H
i ig b  将出现理论上不存在的虚部，该虚部误差能向下传递，导致计算误差

急剧积累，造成算法失效。于是对其取实部 ( )H
i ireal g b   能有效避免这种误差的影响。 

2）求逆误差分析 
基于 Hermite 矩阵求逆引理的矩阵递推求逆算法为精确求逆算法。为了对此进行验证，

本文按照该方法计算了给定的六组数据由矩阵数据V 到W 的建模精度，如图 4.9 所示，可

以看出，对于矩阵组中每个矩阵，其建模精度均为 1，因此能说明该求逆算法精度等效于

普通求逆算法。 
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图 4.9 矩阵数据V 到W 的建模精度 

3）矩阵数据H 到W 建模精度分析 
本文结合从矩阵数据H 到V 及V 到W 两部分算法，对从H 到W 整个过程的建模精度

进行分析，得到结果如图 4.10 所示，发现整体误差增大，且部分数据的建模精度低于 0.99。
分析其原因，虽然从矩阵数据及V 到W 为精确求逆，但由于从H 到V 部分具有误差，所以

误差会在V 到W 部分进行放大，此外，还会受到计算舍入误差的影响。 

图 4.10 采用 3.1.1 对应迭代次数，矩阵数据H 到W 的建模精度 

为了使所有结果满足建模精度要求，本文重新调整从H 到V 部分 QR 分解中的迭代次

数，最终得到的建模精度和各自的迭代次数如图 4.11 所示。 
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图 4.11 满足建模精度前提下调整迭代次数后，矩阵数据H 到W 的建模精度 

4）整体计算复杂度分析 

首先分析基于 Hermite 矩阵递推求逆算法的计算复杂度：其输入为 LJ LJ 的 kV 矩阵。

在求逆过程中需要对于 LJ LJ 的 kV 矩阵迭代 LJ 1次。 

（1） 初始化：求实数的倒数，计算复杂度为 25。 
对于第 i 次迭代，有： 

（2） i i 大小矩阵乘 i1向量，并取实部，再取倒数，计算复杂度为 16 i2 +25。 

（3） i1向量乘以实数，计算复杂度为 14 i。 

（4） i1向量乘 i1 向量，两个 i i 矩阵相加，拼接，计算复杂度为 i i i 2 2 214 2 16   

因此，求逆过程的总计算复杂度为： ( ) ( )
LJ LJ

i i

i i i i i
 

 

       
1 1

2 2 2

1 1

25 16 25 14 16 50 32 14  

（5） M LJ 矩阵乘以 LJ 阶矩阵，计算复杂度为  M LJ
2

16  。 

因为上述操作的是针对于矩阵组的一整列而言，本算法总的计算复杂度为： 

 (LJ) ( )
LJ

i

K M i i




     


1
2 2

1

16 50 32 14  

在满足建模精度的前提下，代入 M=4，N=64，J=4，K=384，L=2 求得 LJ LJ 矩阵

求逆复杂度为：3578112。 
4.2 问题 2 
4.2.1 线性插值 

由 4.1.1 的线性相关分析可知，同一行块中相邻两个矩阵间存在明显的线性相关性。
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因此可以采用线性插值的方法，通过周围矩阵的线性组合表示中间矩阵。对于本题中的

,j kH ，可采用其左右两个矩阵对其进行表示，即： 

 , , ,j k j k j kH pH qH  1 1  (4.14) 

其中 p 和 q 为左右两个矩阵的权值，且 p q  1。 

①加权平均 

由式(4.14)的计算方法可知， ,j kH 即为 ,j kH 1 与 ,j kH 1 的加权平均。p 和 q 的选择可根据

4.1.1 节中的 Pearson 线性相关系数进行确定。设R1、R2 分别为 ,j kH 与 ,j kH 1 、 ,j kH 与 ,j kH 1

的 Pearson 线性相关系数，则： 

 ,
R R

p q
R R R R

 
 

1 2

1 2 1 2

 (4.15) 

该式的数学意义为：对于相关性大的矩阵，在求加权平均时应当具有更大的权值，且

权值与相关系数成正比，反之亦然。 
②算数平均 

采用加权平均尽管能很好地对中间矩阵 ,j kH 进行预测，但计算相关系数的过程增大了

计算复杂度。为此，本文令 p q 
1

2
，则将式(4.15)转化为下式： 

 , ,
,

j k j k
j k

H H
H  

 1 1

2
  (4.16) 

由式(4.16)的计算方法可知， ,j kH 为 ,j kH 1 与 ,j kH 1 的算数平均。该平均方法在 ,j kH 与左

右两个矩阵相关性相似的情况下具有良好的预测能力。 
4.2.2 基于矩阵相关性的压缩与解压缩模型 
①基于算术平均预测的压缩与解压缩模型 

本文基于计算复杂度较低的算数平均方法，首先提出一种基于算术平均预测的压缩与

解压缩模型，如图 4.12 所示。对于同一行块中的矩阵，在压缩时，舍弃第 1、第 3、第 5
个等第奇数个矩阵，只存储第偶数个矩阵。解压时，读取第偶数个矩阵，对于之前舍弃的

第奇数个矩阵，则采用公式(4.16)所示的方法进行预测，从而还原出整个矩阵。其他行块同

理。 

本文采用压缩率评价数据压缩性能。压缩率计算公式为： 

 
B

B
  1

0

 (4.17) 

其中B1为数据压缩后占用空间，B0 为数据压缩后占用空间。由该式可知，越小，说

明数据压缩程度越大。 
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对于本题中的数据，容易计算出该方法压缩率为 49.74%。 

…
,jH 2 ,jH 3,jH 1 ,jH 5,jH 4

存储

舍弃

…
,jH 2 ,jH 3,jH 1 ,jH 5,jH 4

读取

算数平均预测

存储池
压缩过程： 解压过程：

存储池

 
图 4.12 基于算术预测的压缩与解压缩模型 

②基于可变压缩误差算术平均预测的压缩与解压缩模型 
①模型具有较高的压缩率和 O(n)的时间复杂度。然而，由于其压缩方式固定，所以无

法改变压缩率及压缩误差。因此，本文对①模型进行改进，得到基于可变压缩误差算术平

均预测的压缩与解压缩模型。如图 4.13 所示。该模型的改进在于：压缩过程中，舍弃同一

行块中序号为 k 的倍数（k 为整数且 k 2 384）的矩阵，其余矩阵存储。解压过程则读

取保存的矩阵，对于压缩过程中舍弃的矩阵，则利用舍弃矩阵左右两边矩阵的算术平均进

行预测。其他行块同理。可见，当 k 值增大时，舍弃的矩阵变少，压缩率降低，但压缩误

差减少。当 k=2 时，该模型和①中的模型相同。 

…,jH 2 ,kjH,jH 1 , kjH 2 1, kjH 2

存储

舍弃

存储池压缩过程：

,kjH 1,kjH 1 , kjH 2 1

…,jH 2 ,kjH,jH 1 , kjH 2 1, kjH 2
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存储池解压过程：

,kjH 1,kjH 1 , kjH 2 1

算数平均预测 算数平均预测

…

…

…

…

 
图 4.13 基于可变压缩误差算术预测的压缩与解压缩模型 

③基于可变压缩误差加权平均预测的压缩与解压缩模型 
为了在②的基础上，同时获得较高的压缩率和较低的压缩误差，本文进一步提出基于

可变压缩误差加权平均预测的压缩与解压缩模型。如图 4.14 所示。相比于②模型，此处模

型的改进在于：将原本的算数平均替换成了加权平均，从而获得更好的预测性能。因此在

压缩阶段，相比于②，此处模型还计算了舍弃矩阵与其左右两边矩阵的 Pearson 线性相关

系数的计算及相关系数的存储。在解压阶段，相比于②，此处模型还需要读取相关系数，

并在预测时采用加权平均。在性能上，相比于前一种模型，此处模型具有更好的压缩率和

更低的压缩误差。但由于需要计算相关系数，计算复杂度明显高于前两种模型。 
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…,jH 2 ,kjH
,jH 1 , kjH 2 1, kjH 2

存储

舍弃

存储池

,kjH 1,kjH 1 , kjH 2 1…

计算Pearson相关系数

存储

…,jH 2 ,kjH,jH 1 , kjH 2 1, kjH 2

读取

,kjH 1,kjH 1 , kjH 2 1…

读取相关系数
存储池

加权平均预测 加权平均预测

kp kq kp2 kq2

…

压缩过程：

解压过程：

…

 
图 4.14 基于可变压缩误差加权平均预测的压缩与解压缩模型 

4.2.3 基于矩阵间相关性的 H 矩阵组压缩 
本文优先考虑计算复杂度和压缩率，所以按照①②③的顺序对 6 组数据进行尝试。首

先采用①模型对 6 组数据进行压缩，得到 6 个矩阵组的 Herr 结果如图 4.15 所示： 
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图 4.15 采用①模型的 Herr  

可以观察到，只有 Data3 未达到条件。因此针对 Data3，采用②模型进一步处理，取

k=3，即每隔 2 个矩阵舍弃一个，得到压缩误差为-31.3264，达到题目要求。因此，对于矩

阵组 H 的压缩，最终方案为：除 Data3 以外，采用①模型，Data3 则采用 k=3 的②模型。6
组数据最终的压缩误差如图 4.16 所示，6 个模型压缩率如表 4.2 所示。 
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图 4.16 Data3 采用②模型，其余为①模型的 Herr  

表 4.2 H 矩阵组压缩的 k 值选取及压缩率 
数据 Data1 Data2 Data3 Data4 Data5 Data6 

k 值 2 2 3 2 2 2 

压缩率 50.26% 50.26% 66.67% 50.26% 50.26% 50.26% 

4.2.4 基于矩阵间相关性的 W 矩阵组压缩 
1）压缩方案及压缩误差 

本文同样先采用①模型进行压缩，压缩误差如图 4.18 所示，可以看出，除 Data4 外均

未达到要求，且与-30dB 相差较远。为了分析原因，本文绘制了矩阵压缩误差最大的 Data3
矩阵组 W 第一行块各矩阵间的相关系数矩阵，如图 4.17 所示。可以观察到，整体上 W 矩

阵组的相关性明显弱于 H 矩阵，且观察局部放大图可知，个别矩阵至于其某一侧的矩阵有

较强相关性，而与另一侧相关性较弱，这导致算数平均方法无法实现很好的预测性能，而

加权平均的方法则能够很好地考虑到左右两侧矩阵与中间矩阵的相关性差异，从而实现更

好的预测性能。 
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图 4.17 W 矩阵组相关系数矩阵 

因此，本文对于其他除 Data4 外的其他数据，采用③模型。并根据具体数据，选择合

适的 k 值，最终所有数据全部达到要求。最终结果如图所示，k 值选取及压缩率如表 4.3
所示。 
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图 4.18 采用①模型的 Herr  
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图 4.19 Data4 采用①模型，其余采用③模型的 Herr  

表 4.3 W 矩阵组压缩的 k 值选取及压缩率 

数据 Data1 Data2 Data3 Data4 Data5 Data6 

k 值 7 18 29 2 3 5 

压缩率 85.94% 94.53% 96.61% 50.26% 66.93% 80.21% 

 
2）不同压缩方案压缩性能对比 

为了进一步分析不同压缩方案的压缩误差，本文使用三种模型对 W 矩阵 6 组数据进行

处理，得到压缩误差如图 4.20 和表 4.4 所示。其中②模型采用的 k 值与③模型相同。可以

观察到对比①模型和②模型，通过舍弃更少的矩阵可以使压缩误差得到明显降低。但压缩

率会有所损失。对比②模型和③模型，可以看出采用加权平均的方法后，压缩误差得到了

进一步降低，且不影响压缩率。但会增加计算复杂度和存储空间。 
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图 4.20 采用三种模型的 Herr  
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表 4.4 W 矩阵组压缩的 k 值选取及压缩率 

数据 Data1 Data2 Data3 Data4 Data5 Data6 

k 值 7 18 29 2 3 5 

压缩率 85.94% 94.53% 96.61% 50.26% 66.93% 80.21% 

4.2.5 存储复杂度及计算复杂度分析 
在满足给定的建模精度下，计算存储复杂度与压缩解压缩复杂度。 
对于模型①和②，对于某一行块，由于最后一个矩阵始终保留，可以分析出舍弃的矩

阵数量 LostN 为： 

 
( )

Lost

K
N

k

    
1

 (4.18) 

因此，模型①和②算法的存储复杂度为： 

 

( )
K

( )
K

K
k K

MNJK MNJ
K k

                 

1

1
64 64  (4.19) 

由于模型①和②，由于压缩过程只涉及数据丢弃，因此压缩过程计算复杂度为 0。 
对于解压过程，涉及数据的算术平均，涉及到的操作为：对所有舍弃矩阵做算数平均

插值，其计算复杂度为： 

( )
lost

K
MNJN MNJ

k

    
1

8 8                     (4.20) 

对于模型③，其存储复杂度为模型①或②的基础上增加了相关系数，且增加的相关系

数数量为： 

( )K
J

k

 
  

1
2                            (4.21) 

每个系数为一个 32bit 单精度浮点数，所以模型③总存储复杂度为： 

( ) ( )
K

K K
J MNJ

k k

               

1 1
64 64                 (4.22) 

对于压缩过程，需要计算相关系数，对于一个矩阵组，总共需要计算的相关系数数量

为： LostN J2 ，根据式(4.1)，对于一次相关系数的计算，其计算复杂度为 MN 82 78，因此

压缩过程计算复杂度为： 

  ( )K
J MN

k

    
1

2 82 78                      (4.23) 

对于解压过程，需要利用加权平均对丢弃的数据进行预测。因此解压过程计算复杂度

为： 

( )
lost

K
MNJN MNJ

k

    
1

12 12                    (4.24) 
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4.3 问题 3 

考虑从矩阵输入信号H 到近似矩阵输出信号W 的端到端流程，利用本文建立的模型求

解本问题流程图如图 4.21 所示：由 H 矩阵到压缩后的 W 矩阵需要经过三次矩阵间的变换。 

j,k{ }H

…

三个相邻矩阵为一组

j,k{ }V

中间矩阵产生的
共用Q矩阵

…

生成对应精确
V矩阵

生成对应
预测V矩阵

生成对应
预测V矩阵

…

j,k{ }W

对每一列矩
阵组做求逆、
拆分等运算

…

j,k{ }W压缩后的

舍弃列块

精确V矩阵列块

 
图 4.21 本文建立的模型流程图 

通过分析，由于压缩方法是通过舍弃列块的方式实现的，因此可以充分利用需要舍弃

的列块在原矩阵组中的位置信息。因此可以对本文的模型进行优化： 

由 H 矩阵生成 V 矩阵时，可以仅对需要的列块进行恢复。其中需要的列块可由问题 2
分析得到。再由得到的 V 矩阵通过求逆、拆分等运算，可以直接得到压缩后的矩阵。 

优化后的模型如图 4.22 所示。容易得出 V 矩阵相比于优化前的模型，V 矩阵的计算复

杂度更小，且不用生成压缩前的 W 矩阵，而是直接得到压缩后的矩阵，因此其计算复杂度

和空间复杂度均得到较大的降低。 

j,k{ }H

…

三个相邻矩阵为一组

j,k{ }V

中间矩阵产生的
共用Q矩阵

…

生成对应精确
V矩阵

根据压缩
需求，生
成需要的
预测V矩阵

对需要的列矩

阵组做求逆、
拆分等运算

…

j,k{ }W压缩后的
精确V矩阵列块

舍弃，不
生成预测
V矩阵  

图 4.22 本文建立的模型优化后流程图 

 

 

 



26 

5 模型评价与改进 

5.1 模型优点 
1）利用矩阵间相关性，提出了全局高斯随机矩阵、相邻矩阵间 Q 矩阵共用的方法。基于

以上方法对随机奇异值分解进行了改进。相比于常规奇异值分解和常规随机奇异值分解而

言，其计算复杂度与存储复杂度均有所降低。 
2）利用 Hermite 矩阵求逆引理得到了递推矩阵求逆算法。相比于常规矩阵求逆方法，其计

算复杂度更低。 
3）利用矩阵间相关性，仅依靠矩阵的拆解与组合操作，就能实现矩阵的压缩，其计算复

杂度接近于 0。 
4）本文提出的压缩与解压缩方法能实现压缩效率和计算复杂度的互换。 
5.2 模型缺点及改进方向 
1）随机奇异值分解中，对降维后矩阵做奇异值分解时可以采用复杂度更低的方法。如基

于双对角化（bi-diagonalization）结合 QR 分解的操作。 
2）对矩阵乘法能进一步做改进。如使用 Strassen's 方法或 Coppersmith–Winograd 方法。 
3）当矩阵组的相关性较弱时，本模型的压缩效率较低。可以尝试充分利用相关系数矩阵

进行更合理的插值预测方法。 
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附录 A 计算复杂度分析 

本文采用复数向量内积和外积的计算复杂度为基础，分析复数矩阵运算的计算复杂

度。 

对于 X N 1 和 Y N 1 的向量，两个向量内积涉及 N 次复数乘法和 N 次复数加法，

参考题目附录可知，其总计算复杂度为 16N；两个向量外积涉及 N 2 次复数乘法，计算复杂

度为 N 214 。 

对于两个复数矩阵 A M N 和B N K ，相乘，涉及M K 次 N 维向量内积，因此总

计算复杂度为 MNK16 。 

对于一个复数矩阵 A M N 和 Y N 1 的向量乘积，涉及 M 次 N 维向量内积，计算

复杂度为 MN16 。 
 
 


