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 “华为杯”第十八届中国研究生 

数学建模竞赛 

 

题 目          相关矩阵组低复杂度计算和存储模型 

摘       要： 
本文设计相关模型以对矩阵在某些维度上存在的关联性进行了研究，分析了各数据

矩阵组之间的关联性，建立模型降低计算复杂度并节省存储开销。 
矩阵 W 的近似分析模型（问题一）本问题的目标是计算关联矩阵大的奇异值对应的

右奇异向量拼接矩阵的广义逆。该计算有两部分构成：一个 8*8 矩阵的逆矩阵和 384 个分

块矩阵的右奇异向量。考虑到逆矩阵计算的矩阵规模不大，具有对称性，且计算一次，

我们直接采用 Cholesky 分解法。我们工作的重点放在分块矩阵右奇异向量的计算上。右

奇异向量的计算一般采用 Golub-Kahan[1]的基于双对角化和 QR[2]分解（这里称作 GKSVD）。

如果每一个分块矩阵的右奇异向量都用 GKSVD 计算，计算复杂度高。为了减少计算量，

需要利用关联矩阵的特性降低右奇异向量的计算复杂度。通过分析我们发现矩阵 H(j，k)两

个最大右奇异向量的计算可以转化为矩阵 H*(j，k)H(j，k)的两个最大特征值对应的特征向量。

而乘幂法(Power Method)和降阶法（Deflation techniques）是用于计算上述特征向量的迭代

算法，在迭代初始向量合理选择的前提下，收敛速度很快。由于我们的问题中分块矩阵

之间有很强的关联性，矩阵 H(j，k)的两个右奇异向量可以作为 H(j，k+1)右奇异向量迭代的初

始向量。对题目的数据进行计算发现，绝大多数情况下，上述迭代只需要 2~3 次， 但少

部分数据要想达到精度要求需要更多次迭代。为此，我们在乘幂法和降阶法中增加了精

度约束[3]。整个程序运行结果表明，我们设计的算法对于题目给定的相关矩阵组具有低复

杂度的特性。 
压缩及解压缩模型（问题二）为了降低存储复杂度，我们首先对原始数据矩阵组 H

进行压缩。考虑到题目涉及的问题背景：视频信号中的单帧图像可视为一个矩阵，连续

的多帧图像则反映在矩阵间的相关性上。我们建立了关联矩阵的线性变化模型。但考虑

到存储性，线性模型中采用了稀疏矩阵表示。上述存储模型同样可用于矩阵 W 的存储建

模。不过，由于精确要求为-30dB，上述方案难以满足。考虑到题目数据中行数据具有非

常高的行相关性，我们用大矩阵的每一行构成一个 384*64 的矩阵。针对该矩阵利用奇异

值分解，保留贡献率大于 99%的主成份，实验表明在满足精度的情况下，压缩比可以达到

65%。 
相关矩阵组的整体处理（问题三）我们直接使用压缩后的矩阵 H 代̃替 H，再用乘幂

法和降阶法计算右奇异向量。这样在降低存储复杂度的同时，可以降低计算复杂度。 
 

关键词：乘幂法；关联矩阵；计算复杂度；降阶法
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一、问题背景和问题重述 

1.1 问题背景 

相关矩阵是指矩阵通常在某些维度上存在关联性。关联性在我们的生活中随处可见，

在一些电影中也会利用这一特性，比如王家卫导演在他作品中经常使用的抽帧手法。而

在计算机视觉、相控阵雷达、声呐、射电天文、无线通信等领域中的信号通常以矩阵形

式表现。例如，视频信号中的单帧图像可视为一个矩阵，连续的多帧图像组成了相关矩

阵组，而相邻图像帧或图像帧内像素间的关联性则反映在矩阵间的相关性上。本文对矩

阵在某些维度上存在的关联性进行了研究，分析了各数据矩阵组之间的关联性，降低计

算复杂度并节省存储开销。 

1.2 问题重述 

基于上述研究背景，题目提供了6组矩阵数据，每组矩阵数据分别给定三组复数矩阵

𝐻 = {𝐻𝑗，𝑘}，𝑉 = {𝑉𝑗，𝑘}，𝑊 = {𝑊𝑗，𝑘}，本文需要解决以下问题： 

问题一：矩阵W的近似分析模型的构建 

基于给定的所有矩阵数据𝐻，分析其数据间的关联性，计算关联矩阵大的奇异值对应

的右奇异向量拼接矩阵的广义逆，建立矩阵W的近似分析模型。在满足最低建模精度的情

况下，使得总计算复杂度最低。 
问题二：压缩及解压缩模型的构建 
基于给定的所有矩阵数据𝐻和𝑊，分析各自数据间的关联性，分别设计相应的压缩

𝑃1(∙)、𝑃2(∙)和解压缩𝐺1(∙)、𝐺2(∙)模型。在满足最低误差的情况下，使得存储复杂度和压

缩与解压缩的计算复杂度最低。 
问题三：相关矩阵组的整体处理 
基于给定的所有矩阵数据𝐻，分析其数据间的关联性，在满足最低建模精度的情况下，

设计低复杂度计算和存储的整体方案，完成从矩阵输入信号𝐻到近似矩阵输出信号𝑊̂的端

到端流程。 
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二、模型假设和基本符号说明 

2.1 模型假设 

假设一：在第一问中假设模型精度的优先级略高于降低计算复杂度的优先级。 
假设二：当前 L 个奇异值远大于其它奇异值时，收敛很快。 

2.2 基本符号说明 

符号 符号含义 
S 稀疏矩阵 

GKSVD Golub-Kohn 奇异值分解 
𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑𝑀) 对角矩阵 

J 双对角矩阵 
𝑉̂ 矩阵 V 的近似分析模型 
𝑉̂1 最大特征值向量构成的近似分析模型 
𝑉̂2 次大特征值向量构成的近似分析模型 

𝐻 = {𝐻𝑗，𝑘} j 行 k 列给定矩阵 H 

V={Vj，k} 
由𝐻𝑗，𝑘的最大、次大右奇异向量构成的矩

阵 
𝑋 = {𝑋𝑗，𝑚} j 行 m 列矩阵 X 

𝑈̃𝑗，𝑚 H 矩阵关联性中的 j 行 m 列近似矩阵 U 
  𝑆̃𝑗，𝑚  H 矩阵关联性中的 j 行 m 列近似矩阵 S 
𝑉̃𝑗，𝑚 H 矩阵关联性中的 j 行 m 列近似矩阵 V 
𝑈𝑗，𝑚 H 矩阵关联性中的 j 行 m 列矩阵 U 
𝑆𝑗，𝑚 H 矩阵关联性中的 j 行 m 列矩阵 S  
𝑉𝑗，𝑚 H 矩阵关联性中的 j 行 m 列矩阵 V 
𝑈̃𝑗, 𝑛𝑤 W 矩阵关联性中的 j 行 nw 列近似矩阵 U 
 𝑆̃𝑗, 𝑛𝑤  W 矩阵关联性中的 j 行 nw 列近似矩阵 S 
  𝑉̃𝑗, 𝑛𝑤  W 矩阵关联性中的 j 行 nw 列近似矩阵 V 
𝑈𝑗,𝑛𝑤 W 矩阵关联性中的 j 行 nw 列矩阵 U 
𝑆𝑗,𝑛𝑤 W 矩阵关联性中的 j 行 nw 列矩阵 S 
𝑉𝑗,𝑛𝑤 W 矩阵关联性中的 j 行 nw 列矩阵 V 
𝑊̂ 矩阵 W 的近似分析模型 
m 矩阵的行数 
n 矩阵的列数 

K0 迭代次数 
K0 𝑈̃𝑗, 𝑤的列数 
K0w 𝑈̃𝑗, 𝑛𝑤的列数 

lamb1 最大特征值 
V01 最大特征向量 
lanbd 次最大特征值 
V02 次最大特征向量 
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Vd(k-1) 优化乘幂法计算得到的第 K-1 次迭代结果 
Vdk 优化乘幂法计算得到的第 K 次迭代结果 
V𝑘 拼接之后的矩阵 
Ves 矩阵 V 的近似分析模型 

WWD 矩阵 W 的近似分析模型 
γ 相关性分析得出的相关性系数 

ROW1 最大特征向量的模型估计精度 
ROW2 次大特征向量的模型估计精度 

𝑁𝑠 稀疏矩阵中非零元素的个数 
ρ1 最大特征向量的模型估计精度系数 
ρ2 次大特征向量的模型估计精度系数 
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三、问题一的建模与求解 

3.1 任务一问题分析 

基于给定的所有相关矩阵𝐻，分析其数据间的关联性，计算关联矩阵大的奇异值对应

的右奇异向量拼接矩阵的广义逆，建立矩阵W的近似分析模型。在满足最低建模精度的情

况下，使得总计算复杂度最低。 

首先利用 MATLAB 自带的相关性分析函数分析了矩阵数据 H 间的关联性。再根据问

题一中的两个小问题降低计算复杂性的要求，可以通过直接计算并且降低 SVD 的计算复

杂性来达到目的。利用 Golub-Kahan 双对角化或 QR 分解的方法求 SVD 分解(图 3.1)，考

虑到 QR 分解的计算量过大故舍去，最终使用 Golub-Kahan 双对角化加上乘幂法计算最大

特征值及其对应的特征向量，降阶法计算次大特征值及其对应的次大特征向量(图 3.2)。
再根据三对角矩阵特征向量与原矩阵奇异向量之间的关系求右奇异向量，在此过程中为

了降低计算复杂度且矩阵具有对称性，利用了 Rayleigh 熵加速特征值收敛效率。另外，上

述算法中主要涉及乘法运算所以在计算复杂性讨论时，我们主要考虑乘法。 
求出第一问中的近似𝑉̂之后，根据题目中所给的公式，只需要再求出逆矩阵(V𝑘

𝐻V𝑘 +

𝜎2I)−1，就能得出第二问中的近似𝑊̂。在求该逆矩阵过程中，采用了 Gauss-Jordan 法与

Cholesky 分解法。 

GKSVD

Hj,1 Vj,1

Hj,2 Vj,2

Hj,k Vj,k

HJ,k VJ,K

GKSVD

GKSVD

GKSVD

... ...

... ...

Wk

 

GKSVD

Hj,1 Vj,1

Hj,2 Vj,2

Hj,k Vj,k

HJ,k VJ,K

GKSVD

GKSVD

GKSVD

... ...

...
...

Wk

乘幂法，降
阶法

乘幂法，降
阶法

乘幂法，降
阶法

 
图 3.1 经典奇异值分解                                        图 3.2 低复杂度算法 

首先对给定的所有矩阵数据H，分析其数据间行向量的关联性。选择使用 MATLAB
中自带的相关性分析函数，该函数是用于返回输入矩阵中各列之间的两两线性相关系数

矩阵。 
由于矩阵 H 过于庞大，在 MATLAB 软件中打开时，将矩阵 H 分成了 384 块，每块的

维度为 4 行*64 列，所以在分析其每行的相关性时数据是比较多的，但文章篇幅有限，在

下表中只展示每行中相关性最低的数字，通过计算发现每个矩阵 H 间行向量的关联性都

很高，如表 3.1 所示为六组数据每 j 行 Hj,k 与 Hj,k+1 相同行最小相关系数，如 DATA3 中的

H={H3，k} 中最低的相关性系数都能达到 0.966389。 
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表 3.1 行向量相关性分析 
DATA/J 1 2 3 4 
DATA1 0.987073 0.991296 0.988607 0.979909 
DATA2 0.984152 0.986603 0.983362 0.971361 
DATA3 0.971158 0.976891 0.966389 0.943479 
DATA4 0.993982 0.994046 0.992338 0.994492 
DATA5 0.991965 0.991456 0.990765 0.988907 
DATA6 0.990898 0.985689 0.99275 0.986134 

显然，计算 Vk=[V1，k，……Vj，k，……VJ，k]是需要大计算量的，因此我们不能计算每

一个 Vj，k。而需要考虑拼接矩阵 Vk中各矩阵 Vj，k之间的关联性。根据定义知 Vj，k是已知

矩阵 Hj，k 的奇异值分解的右奇异向量构成的矩阵。因为 Hj，k 矩阵间是关联的，所以对应

的 Vj，k一定也有关联性。 
通过 MATLAB 代码分析数据相邻矩阵最大奇异值对应奇异向量之间以及次大奇异值

和对应的奇异向量之间的相关性，可以清晰的看出关联性很高。其相关性可见图 3.3 和图

3.4。不过，在后续计算过程中我们发现有一些特殊位置关联性并不高，如图 3.5 这给我们

的建模带来了不小的困难。 

 
   图 3.3 数据相邻矩阵最大奇异值对应奇异向量之间相关性 

 
图 3.4 数据相邻矩阵次大奇异值对应奇异向量之间相关性 
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图 3.5 关联性不强的坏值位置 
3.2 问题一方法 

3.2.1 Golub-Kahan 双对角化与 QR 分解 

利用 Golub-Kahan 双对角化的分解 SVD 的过程是假设 A 是一个 m*n 复矩阵，那么  
𝐴 = 𝑃𝐽𝑄∗，这里 P、Q 是酉矩阵，J 是 m*n 双对角矩阵。 

𝐽 =

[
 
 
 
 
 
 
𝛼1 𝛽1 0

𝛼2 𝛽2

⋱

⋯ ⋯
0 ⋯
⋱ ⋯ 0

⋱ 𝛼𝑛−1 𝛽𝑛−1

⋮ 𝛼𝑛

⋮
]
 
 
 
 
 
 

 

按照文献[1]的符号，记𝐴 = 𝐴(1)，定义𝐴(
3

2
)，𝐴(2)，⋯，𝐴(𝑛)，𝐴(𝑛+

1

2
)如下： 

𝐴(𝑘+
1

2
) = 𝑃(𝑘)𝐴(𝑘)，𝑘 = 1，2，⋯，𝑛，………………………(1) 

𝐴(𝑘+1) = 𝐴(𝑘+
1

2
)𝑄(𝑘)，𝑘 = 1，2，⋯，𝑛 − 1………………….(2) 

其中𝑃(𝑘) = I − 2𝑥⃗(𝑘) ∙ 𝑥⃗(𝑘)∗，将其代入式(1)，得到式(3) 

                      𝐴(𝑘+
1

2
) = 𝐴(𝑘) − 𝑥⃗(𝑘) ∙ 2(𝑥⃗(𝑘)∗𝐴(𝑘))…………………………..…….... (3) 

 
这里令 

       𝑠𝑘 = (∑ |𝑎
𝑖，𝑘

(𝑘)
|
2

𝑚
𝑖=1 )

1/2

……………………………….………….(4) 

           𝑥𝑖
(𝑘)

= 0， 𝑓𝑜𝑟 𝑖 < 𝑘………………………….………………(5) 

𝑥𝑘
(𝑘)

= [
1

2
(1 +

|𝑎
𝑘，𝑘

(𝑘)
|

𝑠𝑘
)]

1/2

…………………………………………....(6) 
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𝑐𝑘 = (2𝑠𝑘

𝑎
𝑘，𝑘

(𝑘)

|𝑎
𝑘，𝑘

(𝑘)
|
𝑥𝑘

(𝑘)
)

−1

……………………………………………....(7) 

 𝑥𝑖
(𝑘)

= 𝑐𝑘𝑎𝑖，𝑘

(𝑘)
， 𝑓𝑜𝑟 𝑖 > 𝑘…………………………………………… (8) 

 𝐴(𝑘+1) = 𝐴(𝑘+
1

2
) − 2(𝐴(𝑘+

1

2
)𝑦⃗(𝑘)) ∙ 𝑦⃗(𝑘)∗………………………………(9) 

这里 

                      𝑡𝑘 = (∑ |𝑎
𝑘，𝑗

(𝑘+
1

2
)
|

2

𝑛
𝑗=𝑘+1 )

1/2

…………………………………………...(10) 

𝑦𝑗
(𝑘)

= 0， 𝑓𝑜𝑟 𝑗 ≤ 𝑘，…………………………………….………..(11) 

𝑦𝑘+1
(𝑘)

= [
1

2
(1 +

|𝑎
𝑘，𝑘+1

(𝑘+
1
2
)

|

𝑡𝑘
)]

1/2

……….……………………………….(12) 

𝑑𝑘 = (2𝑡𝑘
𝑎

𝑘，𝑘+1

(𝑘+
1
2
)

|𝑎
𝑘，𝑘+1

(𝑘+
1
2
)

|

𝑦𝑘+1
(𝑘)

)

−1

…………………………………...(13) 

                               𝑦𝑗
(𝑘)

= 𝑑𝑘𝑎̅𝑘，𝑗， 𝑓𝑜𝑟 𝑗 > 𝑘 + 1…………………………………(14) 

根据计算，上述算法对𝑘 = 1，2，⋯，𝑛.对于每一个给定的𝑘需要的乘除法次数大约：

6nm。故总的乘除法次数为 6n2m。显然，A 与 J 具有相同的奇异值，这些奇异值是 J*J 特
征值的正平方根。不妨假设对应的奇异值为𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑛 ≥ 0。 

Σ =

[
 
 
 
 
 
𝜎1

𝜎2

⋱
⋯ ⋯ 𝜎𝑛

]
 
 
 
 
 

 

 
令 

J = XΣY∗………………………………………………………………(15) 
这里𝑋和Y是酉矩阵。故 

     𝐴 = 𝑈ΣV∗………………………………………….……………………(16) 

其中𝑈 = 𝑃𝑋，V = QY 

    𝐵 ≜ 𝐽∗𝐽……………………………………………..……………………(17) 
利用QR分解SVD的化解过程是将矩阵B分解为B=QR的形式，Q为正交矩阵，R为非

奇异上三角矩阵，其中： 
（1） 当R的对角元全为正数时，分解是唯一的； 
（2） 分解过程实际上矩阵约化的过程，用正交变换QT使得QTA=R； 
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（3） 若分解结果中R的对角元不全为正数，取对角阵D[2]： 

D=

[
 
 
 
 

𝜆0

‖𝜆0‖

𝜆1

‖𝜆1‖

𝜆𝑛−1

‖𝜆𝑛−1‖]
 
 
 
 

 

         此时 𝐵 = 𝑄𝑅………………………………………………….………............(18) 
记 B1=B，对 B1作 QR 分解 

𝐵1 = 𝑄1𝑅1…………………………………………..………(19) 
令 

𝐵2 = 𝑅1𝑄1………………………………………..…………(20) 
然后 B2作 QR 分解 

                                𝐵2 = 𝑄2𝑅2……………………………………………..…… (21) 
再令 

             𝐵3 = 𝑅2𝑄2……………………………………………………... (22) 
一般地，设已得到 Bm，则对 Bm作 QR 分解，即 

             𝐵𝑚 = 𝑄𝑚𝑅𝑚…………………………………………..………..(23) 
再令 

𝐵𝑚+1 = 𝑅𝑚𝑄𝑚……………………….……...………...…....(24) 
这样，可得到一个矩阵序列{Bm}。于是 

𝐵𝑚+1 = 𝑄𝑚
𝑇 𝐵𝑚𝑄𝑚 = ⋯ = 𝑄𝑚

𝑇 𝑄𝑚−1
𝑇 ⋯𝑄1

𝑇𝐵1𝑄1 ⋯𝑄𝑚−1𝑄𝑚…………... (25) 
可以证明，在一定的条件下，Bm 的主对角线以下的元素当𝑚 → ∞时，都趋于零。因

此，当 m 足够大时，可将 Bm主对角元作为矩阵 B 的特征值近似。 
但考虑到我们的问题仅计算两个奇异值，且相较于 QR 化解，双对角矩阵很稀疏，计

算量较小。所以选择对矩阵进行双对角化，再利用乘幂法计算最大特征值和其对应的特

征向量。 

3.2.2 乘幂法与降阶法 

许多实际应用中，往往不需要计算矩阵A的全部特征值，而只要计算模数最大的特

征值(称为主特征值)。乘幂法是计算矩阵的模数最大的特征值及其相应的特征向量的一种

迭代法。设选定初始向量，这里𝑥⃗1为主特征值对应的特征向量。 
𝑣⃗0 = 𝑎1𝑥⃗1 + 𝑎2𝑥⃗2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥⃗𝑛…………………………………..……….(26) 

令 

𝑣⃗𝑘 = 𝐴𝑣⃗𝑘−1，𝑘 = 1，2，⋯………………………………….……….…(27) 

通常的乘幂法迭代的初始向量是任意选取的。考虑到相邻矩阵的关联性，主特征

值对应的特征向量具有高度的相关性。所以在已经得到前一个矩阵的右奇异向量后，在

计算下一个关联的矩阵右奇异向量时，可以以前面的向量作为初始向量。 

 当初始向量𝑣⃗0选取接近于主特征值对应的特征向量，即系数满足 

|𝑎1| ≫ |𝑎𝑖|，𝑖 = 2，3，⋯，𝑛 ……………………………………….… (28) 

𝑣⃗𝑘 = 𝐴𝑣⃗𝑘−1 = 𝑎1𝐴
𝑘𝑥⃗1 + ∑ 𝑎𝑖

𝑛
𝑖=2 𝐴𝑘𝑥⃗𝑖 = 𝑎1𝜆1

𝑘𝑥⃗1 + ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=2 𝜆𝑖

𝑘𝑥⃗𝑖.… (29) 
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最大特征值与对应特征向量有如下摄动理论： 

引理1 假设矩阵𝐴的主特征值为𝜆𝑚𝑎𝑥，如果矩阵有摄动𝐴 + 𝑂(𝜀)，这里𝜀表示小量，

则𝐴 + 𝑂(𝜀)的主特征值为𝜆𝑚𝑎𝑥 + 𝑂(𝜀)。 

证明：根据定义知， 

𝜆𝑚𝑎𝑥 = max
𝑥⃗𝑇𝐴𝑥⃗

𝑥⃗𝑇𝑥⃗
………………………………..……………..…...(30) 

不难发现，max
𝑥⃗𝑇(𝐴+𝑂(𝜀))𝑥⃗

𝑥⃗𝑇𝑥⃗
= 𝜆𝑚𝑎𝑥 + 𝑂(𝜀)…………….………...….…(31) 

引理2. 假设矩阵𝐴的主特征值对应的特征向量为𝑥⃗𝑚𝑎𝑥，如果矩阵有摄动𝐴 + 𝑂(𝜀)，

这里𝜀表示小量，则𝐴 + 𝑂(𝜀)主特征值对应的特征向量为𝑥⃗𝑚𝑎𝑥 + 𝑂(𝜀). 
为保证数值稳定，我们将乘幂法改写为： 

{
𝑢𝑘 = 𝐴𝑣𝑘−1

𝑣𝑘 = 𝑢𝑘/𝑚𝑘
，𝑘 = 1，2，⋯……………………………...…….(32) 

其中𝑚𝑘 = max(𝑢𝑘)表示𝑢𝑘中绝对值最大的头一个分量。 
在一般的乘幂法中迭代的初始向量通常是任意选取的，所以迭代的次数比较多。

这里考虑到问题的特殊性，既然已知所需计算的特征向量的一个很好的近似，通过乘幂

法可以提高逼近的程度。假设乘幂法迭代的次数为 K0，这里𝐴 = 𝐻
𝑗，𝑘
𝐻 𝐻𝑗，𝑘，那么乘除法

次数约为 2K0MN。事实，我们在计算 Hj，k+1 的右奇异向量时，可以用 Hj，k 的右奇异

向量的初始向量。 
然而，乘幂法只能计算主特征值与对应的特征向量，这里还需要计算次大特征值所对

应的特征向量，为此我们采用降阶算法(deflation techniques)。 
降阶法是指假设 A 的模数最大特征值𝜆1以及相应的特征向量𝑥⃗1已经得到。为方便记忆，

记𝐴1 = 𝐴。 

𝐴2 = 𝑆1𝐴1𝑆1
−1 = [

𝜆1 𝜔⃗⃗⃗𝑇

0 𝐵2
]……………………………………..….(33) 

其中𝜔⃗⃗⃗为 n-1维向量，𝐵2是一个(𝑛 − 1) ∗ (𝑛 − 1)阶矩阵。在记𝑥⃗1 = [𝑥1 𝑥2
⋯ 𝑥𝑛]𝑇，𝑥1 ≠

0的假设下，𝑆1的选择如下 

𝑆1 = [

1 0
−𝑥2/𝑥1 1

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋱
−𝑥𝑛/𝑥1 0

⋱ ⋮
⋯ 1

]………………………………..………… (34) 

考虑到数值稳定性，可采用选主元的方法，即把向量𝑥⃗1的模数最大的分量(设为𝑥𝑝 )与

第一个分量𝑥1交换，这相当于用排列阵𝐼1，𝑝左乘𝑥⃗1，即令 

                               𝑦⃗ = [𝑦1 𝑦2 ⋯ 𝑦𝑛]𝑇 = 𝐼1，𝑝𝑥⃗1……………………………..(35) 

这时 

𝑆1 = [

1 0
−𝑦2/𝑦1 1

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋱
−𝑦𝑛/𝑦1 0

⋱ ⋮
⋯ 1

]………………………………..……….. (36) 
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相应的，有 

𝐴2 = 𝑆1 (𝐼1，𝑝𝐴1𝐼1，𝑝) 𝑆1
−1………………………………..………(37) 

其中 

𝑆1
−1 = [

1 0
𝑦2/𝑦1 1

⋯ 0
⋯ 0

⋮ ⋱
𝑦𝑛/𝑦1 0

⋱ ⋮
⋯ 1

]………………..……………………….(38) 

为了计算矩阵𝐴的次大特征值𝜆2对应的特征向量𝑥⃗2，设𝑧2是𝐴2与𝜆2相应的特征向量，则 

[
𝜆1 𝜔⃗⃗⃗𝑇

0 𝐵2
] 𝑧2 = 𝜆2𝑧2…………………………………….………(39) 

另外，假设 
𝐵2𝑦⃗2 = 𝜆2𝑦⃗2………………………………………………..……(40) 

    显然，可以对上述矩阵𝐵2采用乘幂法计算其主特征值及其对应的特征向量。 
令 

𝑧2 = [
𝑎
𝑦⃗2

] ………………………………….…………….………..(41) 

于是 
(𝜆1 − 𝜆2)𝑎 + 𝜔⃗⃗⃗𝑇𝑦⃗2 = 0……………………………………..……(42) 

即  

𝑎 = −
𝜔⃗⃗⃗⃗𝑇𝑦⃗⃗2

𝜆1−𝜆2
……………………….……………………………..…(43) 

考虑到乘幂法是迭代算法，需要选择合适的初始向量。因为 

𝑆1𝐼1，𝑝𝐴1𝐼1，𝑝𝑆1
−1𝑧2 = 𝜆2𝑧2………………………………...…….(44) 

因此，   

𝑥⃗2 = 𝐼1，𝑝𝑆1
−1𝑧2…………………………….……………….…….(45) 

对于我们的问题，因为已经有了近似向量(上一个矩阵的右奇异向量)，不妨设其为𝑥̃2，

故 

𝑧̃2 = 𝑆1𝐼1，𝑝𝑥̃2……………………………………………...………(46) 

得到𝑧̃2后，利用式(41)，可以构造𝑦⃗2的近似𝑦̃2。 
同样的，在计算𝑦⃗2时，我们采用乘幂法，而且乘幂法的初始向量可以由 Hj，k 的第二个

右奇异向量得到。 
我们先固定乘幂法的迭代次数为3，经过3次迭代运行之后，可以得到所有的最大右

奇异向量组𝑣1，针对DATA2要计算得出了由最大特征向量构成的近似模型𝑣1总共需要迭

代4608次。利用公式(47)计算𝑉̂中两个向量的建模精度。 

                            𝜌𝑙，𝑗，𝑘
(𝒗) =

‖𝒗̂
𝑙，𝑗，𝑘
𝐻 𝒗

𝑙，𝑗，𝑘
‖
2

‖𝒗̂
𝑙，𝑗，𝑘

‖
2
‖𝒗

𝑙，𝑗，𝑘
‖

2

， 𝑙 = 1，…，𝐿……….……. (47) 
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开始

相关性系数γ 

大于0.9999或者迭代次数

到达100次

利用优化乘幂法计算

输出结果V{j,k}

结束

Vd(k-1)与Vdk做相关性分

析

是

否

    

图 3.6 优化乘幂法流程                                            图 3.7 优化降阶法流程 

通过计算发现此时的最大特征向量大部分都满足精度要求，但是在某些点处的精度

达不到 0.99，甚至远远低于 0.99，为了提高精度，满足芯片使用要求，我们考虑提高迭代

次数。但如果不加判断地增加乘幂法次数会提高计算复杂度，这里我们注意到乘幂法计

算特征向量的收敛性可用相邻两次求得的特征向量的相关系数来表示。然而特征向量不

唯一，为此我们通过对乘幂法的优化，利用乘幂法计算最大特征向量时，会将在第 K 次

迭代完之后求出的结果与第 K-1次的结果进行相关性计算，如果相关性系数大于 0.9999或
者迭代次数到达100次就终止迭代，并直接输出。通过优化我们将最大特征向量构成的𝑉̂1

的精度 ROW1 均提高至 0.99 以上，满足题意。具体流程如图 3.6 所示。 
同样的我们也对利用降阶法所求得的次大特征向量进行精度分析，通过分析发现次

大特征向量的精度不满足题意，在第 3 行，278 列处的最低精度甚至只有 0.0123 远远低于

0.99。为了提高精度我们优化了降阶法，将乘幂法终值准则相关性系数阈值提高至

0.99999。经过优化最终输出的精度都得到了大幅度的提高，在最低处的精度提高至

0.9972，符合题意。具体流程如图 3.7 所示。 
经过优化乘幂法和优化降阶法分别对 ROW1 和 ROW2 进行了提高，使其所有的模型

估计精度系数 ρ1、ρ2 都达到了 0.99 以上，其中乘幂法的总体迭代次数也只提高了两倍为

8586 次，保证满足精度的条件下，最大程度的降低了计算复杂度。 

3.2.3 Gauss-Jordan 法与 Cholesky 分解法 

根据题目所给的公式： 
𝑉𝑗,𝑘 = 𝑠𝑣𝑑(𝐻𝑗,𝑘), or 𝐻𝑗,𝑘 = 𝑈𝑗,𝑘𝑆𝑗,𝑘𝑉̃𝑗,𝑘

𝐻 , 𝑉𝑗,𝑘 = 𝑉̃𝑗,𝑘
𝐻 (: ,1: 𝐿)………………………(48) 

𝑗 = 1，…，𝐽;  𝑘 = 1，…，𝐾 

𝑊𝑘 = 𝑉𝑘(𝑉𝑘
𝐻𝑉𝑘 + 𝜎2𝐼)−1………………………………………………………...(49) 

从公式(49)不难发现，W𝑘的计算由两部分构成，即计算V𝑘和求逆矩阵(V𝑘
𝐻V𝑘 + 𝜎2I)−1。

这里我们计算(V𝑘
𝐻V𝑘 + 𝜎2I)−1。 

另外，因为 Vk=[V1，k，……Vj，k，……VJ，k]的维度𝑁 ∗ 𝐿𝐽，所以V𝑘
𝐻V𝑘 + 𝜎2I的维度为𝐿𝐽 ∗

开始

相关性系数γ 

大于0.99999

利用优化降阶法计算

输出结果V{j,k}

结束

Vd(k-1)与Vdk做相关性分

析（由乘幂法得出）

是

否
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𝐿𝐽，这里𝐿 = 2，𝐽 = 4。考虑到V𝑘
𝐻V𝑘的计算复杂性(复数乘法)为𝑁(𝐿𝐽)2，用Gauss-Jordan法(考

虑对称性)求V𝑘
𝐻V𝑘 + 𝜎2I逆矩阵的计算复杂性为O((𝐿𝐽)3)。当算法结合了文献中提出的

Coppersmith–Winograd 方法时[1]，理论上可以将上述复杂度降低到𝑂((𝐿𝐽)2.376)，似乎降低

了计算复杂度，但因为本问题中𝑁 = 64 ≫ 𝐿𝐽。这样做的意义不大。所以权衡利弊，这里我

们采用 Gauss-Jordan 法。下面介绍 Gauss-Jordan 法和 Cholesky 法。 
假设有 n 个线性方程组 

𝐴𝑥⃗(𝑝) = 𝑏⃗⃗(𝑝)，𝑝 = 1，2，⋯，𝑛………………………………………(50) 

其中𝑏⃗⃗(𝑝) =

[
 
 
 
 
 
 
0
⋮
0
1
0
⋮
0]
 
 
 
 
 
 

 

其中𝐴是一个可逆的𝑛 ∗ 𝑛矩阵，考虑到这是对称矩阵，可以利用复数形式的 Cholesky 
分解。 

求𝐴的逆矩阵等价于求解𝑛个线性方程组(50)。 
𝐴 = 𝐿𝐿𝐻…………………………………………………..………….(51) 

需要复数乘除法次数
𝑛3

6
−

𝑛

6
，加减法次数大约

𝑛3

6
−

𝑛2

4
。这时，解方程组(50)的问题转化

为 

𝐿𝑦⃗(𝑝) = 𝑏⃗⃗(𝑝)…………………………………………………….….(52) 

𝐿𝐻𝑥⃗(𝑝) = 𝑦⃗(𝑝)………………………………………………………(53) 
这两个三角方程组求解大约需要乘除法：2(𝑛2/2 − 𝑛/2)，加减法次数：2(𝑛2/2 − 𝑛/2)。 

故总的乘除法次数：
𝑛3

6
+ 𝑛2 −

7𝑛

6
  ，总的加减法次数：

𝑛3

6
+

3𝑛2

4
− 𝑛。 

针对我们的特定问题，𝑛 = 𝐿𝐽 = 8，利用上述算法的计算逆矩阵总的乘除法为 140，而

采用 Coppersmith–Winograd 方法时，总的乘除法次数大约为：82.376 =139.8756，几乎没有

差别，所以这里我们采用基于 Cholesky 分解的求逆矩阵的方法。最终求得似分析模型𝑊̂，

并且利用公式(50)，分析了该模型的建模估计精度。 

𝜌𝑙，𝑗，𝑘
(𝑾) =

‖𝑾̂
𝑙，𝑗，𝑘
𝐻 𝑾

𝑙，𝑗，𝑘
‖
2

‖𝑾̂
𝑙，𝑗，𝑘

‖
2
‖𝑾

𝑙，𝑗，𝑘
‖

2

， 𝑙 = 1，…，𝐿……………………(54) 

3.3 问题一算法框图及结果总结 

我们进行了以下的工作： 
(1)我们利用 MATLAB 自带的相关性分析函数对所有矩阵数据 H 的关联性进行了分析，

发现同一行相邻 H 的行向量之间的关联性都很高，最低都可以达到 0.96 以上。在文章中

由于篇幅有限只展示了每行中相关性最低的数字，完整的表格可见附件中问题一的“H 关

联性分析”； 
(2)在设计相应的近似分析模型𝑉̂、𝑊̂时，我们根据公式(48)和公式(49)来进行算法设

计，并且主要利用了乘幂法、降阶法等数学算法。程序代码可见附件中问题一的

“FindVes10.m”。通过 MATLAB 程序最终输出了近似分析模型𝑉̂、𝑊̂的数值。完整的答案
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表格可见附件中问题一的“近似分析模型 V 、W 值”； 
(3)同时我们还对这两个模型进行了精度分析，算法设计参考公式(47)和(54)。公式中

的‖∙‖2表示矢量的欧几里得范数(也即 2 范数，对于列矢量𝑎，‖𝑎‖2 = √𝑎𝐻𝑎)；𝑊𝑙，𝑗，𝑘表

示𝑊𝑗，𝑘的第𝑙列。上式中，𝑊̂
𝑙，𝑗，𝑘
𝐻 𝑊𝑙，𝑗，𝑘为复数标量，此处取其欧几里得范数即获取其

模值。以 DATA1 的数据为例，分析以该数据生成的近似分析模型𝑉̂、𝑊̂，他们的精度分

别为 0.992、0.999、0.994、0.990，满足题目中的 𝜌min(𝑉) ≥ 𝜌𝑡ℎ = 0.99， 𝜌min(𝑊) ≥

𝜌𝑡ℎ = 0.99的要求。     对于题目(1)中最关键的复杂度计算，我们将只利用 Golub 方法进

行迭代的计算𝑉̂的计算复杂度和利用乘幂法、降阶法进行迭代计算𝑉̂的计算复杂度进行比

较； 
(4)乘幂法的迭代次数为 K0在绝大多数情况下取 2，极少数情况下取 K0=3。 
图 3.8 展示了基于乘幂法和降阶法的解题过程以及复杂度，逆矩阵表示(𝑉𝑘

𝐻𝑉𝑘 +

𝜎2𝐼)−1，小椭圆形中的公式表示复杂度。 

GKSVD

Hj,1 Vj,1

Hj,2 Vj,2

Hj,k Vj,k

HJ,k VJ,K

GKSVD

GKSVD

GKSVD

... ...

...
...

逆矩阵

乘幂法，降
阶法

乘幂法，降
阶法

乘幂法，降
阶法

Wk

6mn2

4mnK0   

4mnK0   

4mnK0   

(LM)3

 
图 3.8 问题一算法框图及结果总结 

以 DATA2 为例进行计算复杂度比较，针对 Golub 算法计算𝑉̂，第一步对𝑘 = 1，2，

⋯，𝑛.对于每一个给定的𝑘需要的乘除法次数大约：6nm，故总的乘除法次数为 6n2m。根

据表 3.3提供的计算复杂度进行计算，迭代一次的复杂度为 6*642*6*(25+3)= 4.13E+06。第

二步本应使用 QR 分解，由于 QR 分解需要计算全部奇异向量，而乘幂法和降阶法只需要

计算最大和其次的奇异向量。显然该选择乘幂法和降阶法。 
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我们对计算𝑉̂降低复杂度方法，第一步是对于乘幂法计算，假设乘幂法的次数为 K0，

那么乘除法次数约为 2K0MN，所以通过乘幂法计算一次迭代的加法复杂度为 7.49E+04*1，
乘法复杂度为 1.07E+06*3，迭代次数为 8586 次，所以总值为 2.81E+10。然后第二步再运

用了一次除法，除以相关范数进行了相关性分析，此步骤的总复杂度是 2.43E+06。第三

步降阶法计算，矩阵 A(维度为 m*n)*B(维度为 n*l)所需的运算次数为加法：(4n-2)ml，乘

法：4mnl，按次序加法 1.63E+04 次、乘法 1.64E+04 次、除法 63 次、加法 4.16E+06 次、

乘法 4.19E+06 次，所以迭代一次计算复杂度为 1.68E+07，总共的迭代次数为 8922 次，总

值为 1.50E+11，将这三步的复杂度相加为 1.78E+11。 
根据比较可以发现利用乘幂法进行迭代运算，计算复杂度可以大幅度降低。从表 3.2

的各类算法计算复杂度公式也可以看出乘幂法的计算复杂度公式是最简便的。 
表 3.2 各类算法计算复杂度 

 
 
 
 
 
 

表 3.3 实数基本运算的计算复杂度 

运算类型 计算复杂度 

加(减)法 1 

乘法 3 

倒数 25 

平方根 25 

自然指数 25 

自然对数 25 

正弦 25 

余弦 25 

其它 100 
其他各数据计算𝑉̂的计算复杂度量级如表 3.4 所示： 

表 3.4 各数据计算复杂度 
数据 乘幂法复杂度 相关性分析复杂度 降阶法复杂度 复杂度总值 
DATA1 2.48E+10 2.43E+06 1.39E+11 1.64E+11 
DATA2 2.81E+10 2.43E+06 1.50E+11 1.78E+11 
DATA3 3.21E+10 2.43E+06 1.85E+11 2.17E+11 
DATA4 1.24E+10 2.43E+06 6.52E+10 7.76E+10 
DATA5 1.85E+10 2.43E+06 9.05E+10 1.09E+11 
DATA6 2.05E+10 2.43E+06 9.95E+10 1.20E+11 

对于题目(2)中近似分析模型𝑊̂的复杂度计算，我们采用 Cholesky 分解的求逆矩阵的

方法，该方法总的乘除法次数：
𝑛3

6
+ 𝑛2 −

7𝑛

6
  ，总的加减法次数：

𝑛3

6
+

3𝑛2

4
− 𝑛。经过计算

该方法的计算复杂度为 2.50E+07。总体而言，乘幂法可以降低计算复杂度。 

 计算复杂度 
GloubSVD O(mn2) 

乘幂法+降阶法 O(mn) 
QR O(mn2+mn) 

Cholesky 分解 O(n3+n2+n ) 
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四、问题二的建模与求解 

4.1 任务二问题分析 

基于给定的所有矩阵数据𝐻和𝑊，分析各自数据间的关联性，分别设计相应的压缩

𝑃1(∙)、𝑃2(∙)和解压缩𝐺1(∙)、𝐺2(∙)模型，在满足误差的情况下，使得存储复杂度和压缩与

解压缩的计算复杂度最低。 
为了考虑存储复杂度，我们首先需要临接矩阵之间的关联性，并建立表示模型。事实

上，为了节省存储开销，需要考虑对𝐻和𝑊分别进行压缩。首先，我们考虑对数据矩阵𝐻

进行压缩。初步的解题流程如图 4.1 所示。 

输入相关

矩阵H

视频图像相邻时
刻光照变化

雷达观测得到的
旋转变化

监控图像中的稀
疏补偿

简化模型 Hk+1=D*Hk+S+Ηk+1

最小二乘法拟合

求D，S

矩阵D占用内存
太多，不采用此

法

限定D，S矩阵，
并使用特定算法

光线和旋转变化

中的对角矩阵D

根据D得到的稀

疏矩阵S
 

图 4.1 问题二初等模型示意图 

4.2 矩阵相关性分析 

H 的关联性我们在问题 1 中已经分析过了，故此小题不在赘述。 

经分析同一行即 j 相同下的𝑊𝑗，𝑘与𝑊𝑗，𝑘+1之间有较强的相关性，而且是相同列之间

的相关性很强。然而有少量𝑊𝑗，𝑘与𝑊𝑗，𝑘+1之间相关系数不高，第一列的相关系数如下图

4.2 所示和第二列的相关系数如下图 4.3 所示： 
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图 4.2 第一列相关系数 

 
图 4.3 第二列相关系数 

4.3 H 矩阵关联模型 

首先，我们需要建立已知矩阵𝑌𝑘（m ∗ n阶矩阵）之间关联性的模型。矩阵之间的关

联性包括多种形式：一个矩阵通过变换（旋转、平移）可以得到另一个矩阵，或两个矩

阵之间有微小的差别。比如相控阵雷达、视频信号中的单帧图像可视为一个矩阵，连续

的多帧图像组成了相关矩阵组，而相邻图像帧或图像帧内像素间的关联性则反映在矩阵

间的相关性上。如何建立模型表示？事实上，连续变化的图像帧之间的关联性体现在： 

（1） 监控图像中有新的物体（目标）出现，一般为小的物体（比如一辆汽车进入镜头），

即在一帧图像中占据很小的部分，所以不妨采用稀疏矩阵（稀疏补偿）表示： 
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𝐻𝑗，𝑘+1 = 𝐻𝑗，𝑘 + 𝑆……………………………………………(55) 

 这里𝑆表示稀疏矩阵。 
（2） 视频图像在相邻时刻，由于光线的变化会造成图像的光照强度的细微变化，这可

以通过一个对角阵相乘（因为本问题考虑行相关，所以考虑左乘）： 

𝐻𝑗，𝑘+1 = 𝐷𝐻𝑗，𝑘………………………………………………(56) 

这里𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1，𝑑2，⋯，𝑑𝑀)是对角阵，其中𝑑𝑖表示对图像（矩阵）的第𝑖行观测

强度的的增益。  
（3）而相控阵雷达（包括声呐）得到的观测矩阵，是相邻位置的观测，可以建立旋转变

化模型，比如 Householder 变换（这一变换将一个向量变换为由一个超平面反射的向量。

这可以近似表示摄像头改变角度） 

𝐻𝑗，𝑘+1 = 𝐻𝑗，𝑘𝐻𝑠 ………………………………………………(57) 

这里𝐻𝑠 = 𝐼 − 2𝑣𝑣𝑇表示 Householder 变换，其中𝑣是单位向量。 
很显然，通常连续图像的关联基本上包括上述三种情形，故总的模型 

𝐻𝑗，𝑘+1 = 𝐷𝐻𝑗，𝑘𝐻𝑠 + 𝑆 + 𝑛𝑗，𝑘+1 ………………………………(58) 

这里𝑛𝑗，𝑘+1表示噪声，不妨假设为白噪声。   

我们需要从数据中计算𝐷， 𝐻𝑠，𝑆。显然，不能直接利用最小二乘拟合，因为这样做

会将问题转化为非线性形式，求解会带来巨大的计算量。另外，这是矩阵模型，也无法

通过诸如取对数方法线性化。 
为此，首先我们考虑简化的模型 

𝐻𝑗，𝑘+1 = 𝐷𝐻𝑗，𝑘 + 𝑆 + 𝑛𝑗，𝑘+1…………………………………….(59) 

但是上述模型并不是通常意义上的线性模型。考虑到模型的目标是减少存储，这里𝑆

是稀疏矩阵，𝐷是一个对角矩阵。存储𝐻𝑗，𝑘+1变为存放D，S。因为对未知矩阵D，S做了

限定，所以不能直接利用最小二乘法。为此，我们设计算法。考虑到光照和旋转是总体

特征，具有优先性，而稀疏补偿是局部的。在先不考虑稀疏补偿的情况下，我们有 

𝐻𝑗，𝑘+1𝐻𝑗，𝑘+1
𝑇 = 𝐷𝐻𝑗，𝑘𝐻

𝑗，𝑘
𝑇 𝐷𝑇…………………………………. (60) 

𝐷 = 𝐻𝑗，𝑘+1𝐻𝑗，𝑘+1
𝑇 (𝐻𝑗，𝑘𝐻𝑗，𝑘

𝑇 )
−1

………………………………..(61) 

为了进一步较少存储，取𝐷为对角阵。故，我们要求：   

∑ (𝐻𝑗，𝑘+1(𝑖，𝑛) − 𝑑𝑖𝐻𝑗，𝑘(𝑖，𝑛))
2

𝑁
𝑛=1 = min  …………………(62) 

即 

                       𝑑𝑖 =
∑ 𝐻

𝑗，𝑘+1
(𝑖，𝑛)𝐻

𝑗，𝑘
(𝑖，𝑛)𝑁

𝑛=1

∑ 𝐻
𝑗，𝑘
2 (𝑖，𝑛)𝑁

𝑛=1
，𝑖 = 1，2，⋯，𝑀  ………….(63) 
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在确定了对角阵𝐷后，我们再来估计稀疏矩阵S。记 

𝐶 = 𝐻𝑗，𝑘+1 − 𝐷𝐻𝑗，𝑘……………………………………….……(64) 

定义 
𝐶𝑚𝑎𝑥 = max1≤𝑖≤𝑀

1≤𝑗≤𝑁
|𝐶𝑖𝑗|……………………………………………(65) 

稀疏矩阵𝑆定义如下： 

𝑠𝑖，𝑗 = {
0  𝑖𝑓 𝑎𝑏𝑠(𝑠𝑖，𝑗) ≤ 𝑇𝐶𝑚𝑎𝑥

𝑠𝑖，𝑗, 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
………………………………. (66) 

其中𝑇是一个阈值，这里我们取𝑇 = 0.65。也可以通过分析 3σ准则来取。 如果不限定

矩阵𝐷为对角阵，逼近效果会更好。上述矩阵的关联矩阵模型可以推广到存放𝑊。 
然而，通过计算我们发现上述方法难以达到题目的精度要求：-30dB。为此，需要进

行改进。改进模型见图 4.4。 

 
图 4.4 问题二改进模型示意图 

考虑到分块矩阵的行具有高度的相关性，我们建立对矩阵组： 

{𝐻𝑗，1，𝐻𝑗，2，𝐻𝑗，3，⋯，𝐻𝑗，𝐾}………………………………… (67) 

在固定𝑗时，以𝐻𝑗，𝑘的同一行构造矩阵，原矩阵𝐻 = {𝐻𝑗，𝑘}就转换成𝑋 = {𝑋𝑗，𝑚} 

𝑿𝒋，𝒎 =

[
 
 
 
 
 
 ℎ

𝑚，1

(𝑗，1)
ℎ

𝑚，2

(𝑗，1)
ℎ

𝑚，3

(𝑗，1)
⋯ ℎ

𝑚，𝑁

(𝑗，1)

ℎ
𝑚，1

(𝑗，2)
ℎ

𝑚，2

(𝑗，2)
ℎ

𝑚，3

(𝑗，2)
⋯ ℎ

𝑚，𝑁

(𝑗，2)

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

ℎ
𝑚，1

(𝑗，𝐾)
ℎ

𝑚，2

(𝑗，𝐾)
ℎ

𝑚，3

(𝑗，𝐾)
⋯ ℎ

𝑚，𝑁

(𝑗，𝐾)

]
 
 
 
 
 
 

 

由于𝑋𝑗，𝑚是一个高度相关的矩阵，可以利用 PCA 或奇异值分解 
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𝑋𝑗，𝑚 = 𝑈𝑗，𝑚𝑆𝑗，𝑚𝑉𝑗，𝑚…………………………………………………..(68) 

其中奇异值𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎64，选定𝑘0满足 
∑ 𝜎𝑖

𝑘0
𝑖=1

∑ 𝜎𝑖
64
𝑖=1

≥ 99%.................................................................................................(69) 

即意味着保留的成分达 99%，即精度可达-30dB。 

𝑋̃𝑗，𝑚 ≈ 𝑈̃𝑗，𝑚  𝑆̃𝑗，𝑚 𝑉𝑗，𝑚……………………………………………(70) 

而𝑺̃的奇异值为：𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑘0
> 0.这里的𝑈̃𝑗，𝑚只是𝑼的前𝑘0列。 

故可通过存储的𝑈̃𝑗，𝑚，  𝑆̃𝑗，𝑚 ，𝑉𝑗，𝑚求出{𝑋̃𝑗，𝑚}  ，再经过𝑋̃矩阵的排列拼接还

原出𝐻̃。 

𝑈̃𝑗，𝑚为 384*𝑘0阶的复数矩阵，所需存储空间为 2.46E+04k0 比特；Vj，m 为 64*64 阶

的复数矩阵，所需存储空间为 2.62E+05比特；𝑆̃𝑗，𝑚只存储了𝑘0个非 0实数，所需存储空

间为 32𝑘0比特。 
以 Data2 中的数据为例，𝑘0的值为如下表 4.1 所示： 

表 4.1 DATA2K0值 
𝑋𝑗，𝑚对应的 k0 m=1 m=2 m=3 m=4 

j=1 29 27 28 30 
j=2 29 33 26 30 
j=3 29 28 29 25 
j=4 29 29 24 30 

故{𝑋𝑗，𝑚}对应的全部的𝑈 ̃，𝑆̃，𝑉存储空间为 1.54E+07 比特，即压缩后的{𝐻𝑗，𝑘}存储

空间为 1.54E+07 比特，而原矩阵𝐻 = {𝐻𝑗，𝑘}包含 4*384 个 4*64 阶的复数矩阵，存储空间

为 2.52E+07比特，压缩后存储空间减少了 38.8%，故这种压缩方式非常节约芯片的存储空

间。 
经过压缩和解压缩之后得到的𝐻̂原始的𝐻间的误差定义为 

𝑒𝑟𝑟𝑯 = 10 ∗ log10

𝐸{‖𝑯̂
𝑗，𝑘

−𝑯
𝑗，𝑘

‖
𝐹

2
}

𝐸{‖𝑯
𝑗，𝑘

‖
𝐹

2
}

………………………………………(71) 

六组数据 Data1、2、3、4、5、6 用此种压缩和解压方式，解压出来的𝐻̃ 与原 H 间的

误差如下表 4.2 所示： 
表 4.2 解压出来的𝐻̃ 与原 H 间的误差 

Data1 Data2 Data3 Data4 Data5 Data6 
-30.1391 -30.1408 -30.1708 -30.1458 -30.1349 -30.1652 

 
由表可得𝑒𝑟𝑟𝑯 均小于-30dB，由此可见，压缩及解压方法 d 得到的𝐻̃准确性很高。 
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4.4 W 矩阵关联模型 

W 的压缩及解压缩模型与 H 的类似，{W}是由 J×K×Mw×Nw = 4 ×384 个 64×2 阶的矩

阵𝑊𝑗,𝑘  组成，由于𝑊𝑗,𝑘与𝑊𝑗,𝑘+1相同列之间关联性很高，故在固定𝑗时，以𝑊𝑗,𝑘的同一列构

造矩阵,原矩阵𝑊 = {𝑊𝑗,𝑘}就转换成𝑌 = {𝑌𝑗,𝑛𝑤} (Nw=2,,故 nw=1,2)。 

𝒀𝒋,𝒏𝒘 =

[
 
 
 
 𝑤1,𝑛𝑤

(𝑗,1)
𝑤1,𝑛𝑤

(𝑗,2)
𝑤1,𝑛𝑤

(𝑗,3)
⋯ 𝑤1,𝑛𝑤

(𝑗,𝐾)

𝑤2,𝑛𝑤
(𝑗,1)

𝑤2,𝑛𝑤
(𝑗,2)

𝑤2,𝑛𝑤
(𝑗,3)

⋯ 𝑤2,𝑛𝑤
(𝑗,𝐾)

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑤𝑚,𝑛𝑤
(𝑗,1)

𝑤𝑚,𝑛𝑤
(𝑗,2)

𝑤𝑚,𝑛𝑤
(𝑗,3)

⋯ 𝑤𝑚,𝑛𝑤
(𝑗,𝐾)

]
 
 
 
 

 

由于𝑌𝑗,𝑛𝑤是一个高度相关的矩阵，可以利用 PCA 或奇异值分解。 

𝑌𝑗,𝑛𝑤 = 𝑈𝑗,𝑛𝑤𝑆𝑗,𝑛𝑤𝑉𝑗,𝑛𝑤…………………………………………………..(72) 
其中奇异值𝜎1𝑤 ≥ 𝜎2𝑤 ≥ ⋯ ≥ 𝜎64𝑤，选定𝑘0𝑤满足 

∑ 𝜎𝑖𝑤
𝑘0
𝑖=1

∑ 𝜎𝑖𝑤
64
𝑖=1

≥ 99%............................................................................................(73) 

即意味着保留的成分达 99%，即精度可达-30dB. 
𝑌̃𝑗, 𝑛𝑤 ≈ 𝑈̃𝑗, 𝑛𝑤  𝑆̃𝑗, 𝑛𝑤 𝑉𝑗, 𝑛𝑤………………………………………….(74) 

而𝑺̃的奇异值为：𝜎1𝑤 ≥ 𝜎2𝑤 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑘0𝑤
> 0.这里的𝑈̃𝑗, 𝑛𝑤只是𝑼的前𝑘0列。 

故可通过存储的𝑈̃𝑗, 𝑛𝑤，  𝑆̃𝑗, 𝑛𝑤 ，𝑉𝑗, 𝑛𝑤求出出{𝑌̃𝑗, 𝑛𝑤}  ，再经过𝑌̃矩阵的排列拼接

还原出𝑊̃。 
𝑈̃𝑗, 𝑛𝑤为 64×𝑘0𝑤阶的复数矩阵，所需存储空间为 4.10E+03k0 比特；Vj,nw 为 384×384

阶的复数矩阵，所需存储空间为 9.44E+06 比特；𝑆̃𝑗, 𝑛𝑤只存储了𝑘0𝑤个非 0 实数，所需存

储空间为 32𝑘0𝑤比特。 
以 Data6 中的数据为例，𝑘0𝑤的值为如下表 4.3 所示： 

表 4.3 DATA6𝑘0𝑤值 

𝑌𝑗,𝑛𝑤对应的k0w nw=1 nw=2 
j=1 37 43 
j=2 40 43 
j=3 37 42 
j=4 37 38 

可算得{𝑌𝑗,𝑛𝑤}对应的全部的𝑈̃𝑗, 𝑛𝑤，  𝑆̃𝑗, 𝑛𝑤 ，𝑉𝑗, 𝑛𝑤存储空间为 7.68E+07比特，即压

缩后的{𝑊𝑗,𝑘}存储空间为 7.68E+07比特，而原矩阵𝑊 = {𝑊𝑗,𝑘}包含 4×384 个 64×2 阶的复数

矩阵，存储空间为 1.26E+07 比特。压缩后的𝑊̃存储空间比原矩阵 W 的存储空间大，故此

种压缩方式不适用于 W。
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五、问题三的建模与求解 

5.1 任务三问题分析 

相关矩阵组的整体处理流程如下图所示。 

 

先利用存储模型： 

𝐻̃𝑗，𝑘+1 = 𝐷𝐻𝑗，𝑘 + 𝑆………………………………….(75) 

再利用乘幂法和降阶法计算矩阵𝐻̃𝑗，𝑘+1的右奇异向量（代替计算𝐻𝑗，𝑘+1）。需要注意

的是该过程中，每一步迭代需增加乘法次数：16+𝑁𝑠 
其中𝑁𝑠表示稀疏矩阵中非零元素的个数。 
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 六、总结 

6.1 选择乘幂法与降阶法的原因 

乘幂法的思想是简单而又重要的，由此可诱导出一些重要而更有效的方法，如同时

迭代法等。同时它和它的变形特别适用于大稀疏矩阵（含有大量零元素的矩阵）。对于计

算三对角阵或 Hessenberg阵对应于一个给定特征值的特征向量，乘幂法的是最佳方法之一。 
本题我们大胆运用乘幂法对前一个值进行迭代求出下一个值，来计算题目中的近似

分析模型𝑉̂、𝑊̂，通过对复杂度的计算，我们发现乘幂法与降价法的复杂度公式是 m*n，
公式非常简便，故此坚定了我们选择其来降低计算过程中产生的计算复杂度。 

6.2 做题过程中的缺憾 

我们在解决第一问时，发现乘幂法所求得最大特征向量的模型精度有部分点会低于

0.99，考虑到芯片的第一标准应该是高精度，所以我们将精度的阈值提高至 0.99999，这

也导致了计算复杂度的提高。但是总体的计算复杂度还是低于利用 Golub-Kohn 奇异值分

解方法的计算复杂度。在寻求高精度和低复杂度的平衡点上，我们依旧任重道远，希望

本文的方法可以为精进中国芯片贡献出自己的力量。 
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