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2021年中国研究生数学建模竞赛 A题（华为题目） 

相关矩阵组的低复杂度计算和存储建模 

 

一、问题背景 

计算机视觉、相控阵雷达、声呐、射电天文、无线通信等领域的信号通常呈

现为矩阵的形式，这一系列的矩阵间通常在某些维度存在一定的关联性，因此数

学上可用相关矩阵组表示。例如，视频信号中的单帧图像可视为一个矩阵，连续

的多帧图像组成了相关矩阵组，而相邻图像帧或图像帧内像素间的关联性则反映

在矩阵间的相关性上。随着成像传感器数量/雷达阵列/通信阵列的持续扩大，常

规处理算法对计算和存储的需求成倍增长，从而对处理器件或算法的实现成本和

功耗提出了巨大的挑战。因此，充分挖掘矩阵间关联性，以实现低复杂度的计算

和存储，具有十分重要的价值和意义。 

二、建模描述 

给定一组复数矩阵𝑯𝑯 = �𝑯𝑯𝑗𝑗,𝑘𝑘�，𝑯𝑯𝑗𝑗,𝑘𝑘 ∈ ℂ𝑀𝑀×𝑁𝑁, 𝑗𝑗 = 1, … , 𝐽𝐽, 𝑘𝑘 = 1, … ,𝐾𝐾。其中，

矩阵之间以及同一矩阵的元素之间有一定的相关性，包括：相同𝑗𝑗下标、不同𝑘𝑘下

标的矩阵间存在一定的关联，即�𝑯𝑯𝑗𝑗,1,𝑯𝑯𝑗𝑗,2,𝑯𝑯𝑗𝑗,3,⋯ ,𝑯𝑯𝑗𝑗,𝐾𝐾�间存在关联 1；且矩阵 
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的各个元素间�ℎ𝑚𝑚,𝑛𝑛
(𝑗𝑗,𝑘𝑘)�,𝑚𝑚 = 1, … ,𝑀𝑀,𝑛𝑛 = 1, … ,𝑁𝑁，也存在关联。 

定义矩阵组𝑯𝑯 = �𝑯𝑯𝑗𝑗,𝑘𝑘�上的一组数学运算，其中间结果𝑽𝑽 = �𝑽𝑽𝑗𝑗,𝑘𝑘�由如下的公

式给出： 

𝑽𝑽𝑗𝑗,𝑘𝑘 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝑯𝑯𝑗𝑗,𝑘𝑘�, or 𝑯𝑯𝑗𝑗,𝑘𝑘 = 𝑼𝑼𝑗𝑗,𝑘𝑘𝑺𝑺𝑗𝑗,𝑘𝑘𝑽𝑽�𝑗𝑗,𝑘𝑘
𝐻𝐻 ,𝑽𝑽𝑗𝑗,𝑘𝑘 = 𝑽𝑽�𝑗𝑗,𝑘𝑘

𝐻𝐻 (: ,1: 𝐿𝐿) 

𝑗𝑗 = 1, … , 𝐽𝐽;  𝑘𝑘 = 1, … ,𝐾𝐾 

 
1 在本问题中，仅考虑同一行块内部的𝐾𝐾个矩阵间的相关性，不考虑矩阵组𝑯𝑯中属于不同行块的矩阵（即，不同𝑗𝑗下标的矩阵）

间的相关性。 
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其中，𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(∙)为矩阵的奇异值分解（即，SVD 分解）中求解右奇异向量的过程，

其简要说明可参考附录一；𝑽𝑽𝑗𝑗,𝑘𝑘是由𝑯𝑯𝑗𝑗,𝑘𝑘的前𝐿𝐿个右奇异向量构成的矩阵，L 个之

后的右奇异向量可以忽略，维度为𝑁𝑁 × 𝐿𝐿。 

进一步，为得到最终输出结果𝑾𝑾 = �𝑾𝑾𝑗𝑗,𝑘𝑘�，先将不同𝑗𝑗下标、相同𝑘𝑘下标的𝑽𝑽𝑗𝑗,𝑘𝑘

进行横向的拼接，得到维度为𝑁𝑁 × 𝐿𝐿𝐽𝐽的𝑽𝑽𝑘𝑘 = [𝑽𝑽1,𝑘𝑘 ⋯ 𝑽𝑽𝑗𝑗,𝑘𝑘 ⋯ 𝑽𝑽𝐽𝐽,𝑘𝑘]，然后根

据如下公式获取𝑾𝑾𝑘𝑘： 

𝑾𝑾𝑘𝑘 = 𝑽𝑽𝑘𝑘(𝑽𝑽𝑘𝑘𝐻𝐻𝑽𝑽𝑘𝑘 + 𝜎𝜎2𝑰𝑰)−1 

其中，𝜎𝜎2为固定常数；𝑾𝑾𝑘𝑘维度同𝑽𝑽𝑘𝑘；𝑰𝑰为单位矩阵，维度为𝐿𝐿𝐽𝐽 × 𝐿𝐿𝐽𝐽。 

最后，将各𝑾𝑾𝑘𝑘按如下的公式进行拆解： 

𝑾𝑾𝑘𝑘 = �𝑾𝑾1,𝑘𝑘, … ,𝑾𝑾𝑗𝑗,𝑘𝑘, … ,𝑾𝑾𝐽𝐽,𝑘𝑘� 

其中，𝑾𝑾𝑗𝑗,𝑘𝑘是𝑾𝑾𝑘𝑘中顺序排列的子矩阵，维度为𝑁𝑁 × 𝐿𝐿。上述各流程亦可参考附录

二中的图示说明。 

为了降低计算和储存的复杂度，分析相关矩阵组的关联性，通过数学建模对

输出结果𝑾𝑾进行估计，建模过程表示为： 

𝑾𝑾� = 𝑓𝑓(𝑯𝑯) 

其中𝑾𝑾�即为对输出结果𝑾𝑾的建模估计。这一建模过程又可以拆分为 2个步骤： 

𝑽𝑽� = 𝑓𝑓1(𝑯𝑯), 𝑾𝑾� = 𝑓𝑓2�𝑽𝑽�� 

其中𝑓𝑓1(∙)表示从输入矩阵组𝑯𝑯到中间结果𝑽𝑽的建模过程，𝑽𝑽�表示中间结果𝑽𝑽的建模

估计，𝑓𝑓2(∙)表示从中间结果𝑽𝑽到最终结果𝑾𝑾的建模过程，𝑾𝑾�表示最终结果𝑾𝑾的建

模估计。定义𝑾𝑾的建模估计精度为： 

𝜌𝜌𝑙𝑙,𝑗𝑗,𝑘𝑘(𝑾𝑾) =
�𝑾𝑾�𝑙𝑙,𝑗𝑗,𝑘𝑘

𝐻𝐻 𝑾𝑾𝑙𝑙,𝑗𝑗,𝑘𝑘�2
�𝑾𝑾�𝑙𝑙,𝑗𝑗,𝑘𝑘�2�𝑾𝑾𝑙𝑙,𝑗𝑗,𝑘𝑘�2

, 𝑙𝑙 = 1, … , 𝐿𝐿 

其中，‖∙‖2表示矢量的欧几里得范数（也即 2范数，对于列矢量𝒂𝒂，‖𝒂𝒂‖2 = √𝒂𝒂𝐻𝐻𝒂𝒂）；

𝑾𝑾𝑙𝑙,𝑗𝑗,𝑘𝑘表示𝑾𝑾𝑗𝑗,𝑘𝑘的第𝑙𝑙列。上式中，𝑾𝑾�𝑙𝑙,𝑗𝑗,𝑘𝑘
𝐻𝐻 𝑾𝑾𝑙𝑙,𝑗𝑗,𝑘𝑘为复数标量，此处取其欧几里得范

数即获取其模值。 
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为描述方便，额外定义𝑾𝑾的最低建模精度𝜌𝜌min(𝑾𝑾)为： 

𝜌𝜌min(𝑾𝑾) ≜ min
𝑙𝑙∈{1,2,…,𝐿𝐿}
𝑗𝑗∈{1,2,…,𝐽𝐽}
𝑘𝑘∈{1,2,…,𝐾𝐾}

𝜌𝜌𝑙𝑙,𝑗𝑗,𝑘𝑘(𝑾𝑾) 

其中，min
𝑙𝑙,𝑗𝑗,𝑘𝑘

(∙)表示在𝑙𝑙, 𝑗𝑗,𝑘𝑘三个维度上取最小值。另外，中间结果𝑽𝑽的建模估计精

度𝜌𝜌𝑙𝑙,𝑗𝑗,𝑘𝑘(𝑽𝑽)的定义及最低建模精度𝜌𝜌min(𝑽𝑽)的定义与此相同。 

下面对建模过程中涉及的计算复杂度、存储复杂度的定义进行说明： 

计算复杂度定义为由矩阵组𝑯𝑯计算得到结果矩阵组𝑾𝑾所需要的总计算复杂度。复数矩阵

运算可拆解为基本的复数运算，而基本的复数运算又可进一步拆解为基本的实数运算。例如，

复数乘法按照(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑗𝑗)(𝑐𝑐 + 𝑠𝑠𝑗𝑗) = (𝑎𝑎𝑐𝑐 − 𝑏𝑏𝑠𝑠) + (𝑎𝑎𝑠𝑠 + 𝑏𝑏𝑐𝑐)𝑗𝑗计算的复杂度为 4 次实数乘法和 2

次实数加(减)法。实数基本运算的复杂度按照下表计算，其中，实数的加(减)法运算与乘法

运算的计算复杂度对比可参考文献[1]。 

表 1 实数基本运算的计算复杂度 

运算类型 计算复杂度 

加(减)法 1 

乘法 3 

倒数 25 

平方根 25 

自然指数 25 

自然对数 25 

正弦 25 

余弦 25 

其它 100 

如果使用常规的算法完成本问题中的运算流程，获取输出结果𝑾𝑾 = �𝑾𝑾𝑗𝑗,𝑘𝑘�的

计算复杂度由如下几个部分构成： 

 求解右奇异向量过程中的计算复杂度。当使用文献[2]中使用的方法时，

基于双对角化（bi-diagonalization）结合 QR分解的操作，对于 SVD分

解本身可以达到近似𝑂𝑂(𝑁𝑁𝑀𝑀2 + 𝑀𝑀3)的复杂度 2，其主要流程可参考附录

 
2 在本问题中，𝑁𝑁的值大于𝑀𝑀的取值 10 倍以上 
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三。 

 获取逆矩阵(𝑽𝑽𝑘𝑘𝐻𝐻𝑽𝑽𝑘𝑘 + 𝜎𝜎2𝑰𝑰)−1过程中的计算复杂度。当使用高斯消元法时，

求解维度𝐿𝐿𝐽𝐽 × 𝐿𝐿𝐽𝐽的矩阵的逆矩阵的复杂度近似为𝑂𝑂((𝐿𝐿𝐽𝐽)3)；当矩阵求逆

过程中使用的矩阵乘法使用文献[3]中的 Strassen's 方法时，可以将上

述复杂度降低到𝑂𝑂((𝐿𝐿𝐽𝐽)2.807)；进一步地，当求逆过程结合了文献[4]中提

出的 Coppersmith–Winograd 方法时，理论上可以将上述复杂度降低到

𝑂𝑂((𝐿𝐿𝐽𝐽)2.376)，对此部分的说明可参考附录四； 

 求解各个𝑾𝑾𝑘𝑘过程中的矩阵乘法的计算复杂度。请注意，将𝑾𝑾𝑘𝑘拆解为若

干子矩阵的过程并不涉及计算复杂度，一般认为可以通过𝑾𝑾𝑘𝑘直接获取

𝑾𝑾𝑗𝑗,𝑘𝑘。 

如果使用以上方法，当矩阵组𝑯𝑯 = �𝑯𝑯𝑗𝑗,𝑘𝑘�的维度，或者，矩阵组内各个矩阵

𝑯𝑯𝑗𝑗,𝑘𝑘的维度继续提升时，整个系统将承受愈发巨大的计算负担。为此，需要通过

恰当的建模方法，使得在近似获得输出结果的同时明显地降低计算复杂度。 

在本题目中，利用相关矩阵组的关联性降低计算复杂度可以从如下基础方向

（或你认为其他更合适的方向）中的一个或者多个方向切入完成建模题目： 

1）利用矩阵组𝑯𝑯内部各个矩阵间的关联性，减少前述一组数学运算的整体计

算 复 杂度 。 例 如，矩 阵 组 𝑯𝑯中包 括存在 关 联性 的 5 个矩 阵

�𝑯𝑯𝑗𝑗,1,𝑯𝑯𝑗𝑗,2,𝑯𝑯𝑗𝑗,3,𝑯𝑯𝑗𝑗,4,𝑯𝑯𝑗𝑗,5�，部分情况下可以仅针对𝑯𝑯𝑗𝑗,1、𝑯𝑯𝑗𝑗,3、𝑯𝑯𝑗𝑗,5进行相

应的运算过程并获取𝑾𝑾�𝑗𝑗,1、𝑾𝑾�𝑗𝑗,3、𝑾𝑾�𝑗𝑗,5，然后通过恰当的插值操作获取𝑾𝑾�𝑗𝑗,2

和𝑾𝑾�𝑗𝑗,4，使得𝜌𝜌𝑙𝑙,𝑗𝑗,𝑘𝑘(𝑾𝑾)均满足前述建模估计精度的需求。 

2）利用矩阵𝑯𝑯𝑗𝑗,𝑘𝑘内部各个矩阵元素间的关联性，降低奇异值分解过程、矩阵

求逆过程的计算复杂度。关于奇异值分解的低计算复杂度实现，方法不做

限定。例如，可以参考文献[5]中提出的随机奇异值分解（Randomized SVD）

方法，其简要实现过程可以参考网页[6]，部分摘录于附录五。 

3）针对计算流程进行合理的构造和转化，避免执行相对复杂的矩阵运算步

骤。例如，矩阵求逆的计算复杂度较高，而本问题的最终需求为𝑾𝑾𝑘𝑘 =
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𝑽𝑽𝑘𝑘(𝑽𝑽𝑘𝑘𝐻𝐻𝑽𝑽𝑘𝑘 + 𝜎𝜎2𝑰𝑰)−1，如果将该步骤转化为(𝑽𝑽𝑘𝑘𝐻𝐻𝑽𝑽𝑘𝑘 + 𝜎𝜎2𝑰𝑰)𝑾𝑾𝑘𝑘
𝐻𝐻 = 𝑽𝑽𝑘𝑘𝐻𝐻形式来

求解𝑾𝑾𝑘𝑘，则潜在地可以降低整体计算流程的计算复杂度。 

4） 请注意，在完成本问题时，推荐根据上述表格给出更细化的计算复杂度评

估。例如，统计建模过程中复数乘法的使用次数、复数加法的使用次数等，

然后分别与复数乘法的计算复杂度（可以为 14）及复数加法的计算复杂

度（可以为 2）相乘，累加后得到总体计算复杂度。 

存储复杂度定义为矩阵组𝑯𝑯和𝑾𝑾占用的存储空间的大小，以比特为单位计算。

对于复数矩阵中单个复数元素，其实部和虚部均采用 32 比特单精度浮点表示。

因此，整个矩阵组𝑯𝑯和𝑾𝑾占用的存储空间分别为64𝑀𝑀𝑁𝑁𝐽𝐽𝐾𝐾比特和64𝑁𝑁𝐿𝐿𝐽𝐽𝐾𝐾比特。 

为了节省存储开销，考虑对𝑯𝑯和𝑾𝑾分别进行压缩。独立设计𝑯𝑯和𝑾𝑾的压缩函

数𝑃𝑃1(∙)和𝑃𝑃2(∙)，对压缩后的数据𝑃𝑃1(𝑯𝑯)和𝑃𝑃2(𝑾𝑾)进行存储。压缩函数的设计请主

要考虑挖掘并利用矩阵内部或矩阵间的关联性，或者，矩阵表达的稀疏性；思路

可参考但不限于图像的变换域压缩算法或视频的帧间压缩算法。压缩后的每个元

素仍然以 32bit单精度浮点数存储，不考虑位宽的压缩。 

𝑯𝑯和𝑾𝑾以压缩的形式存储在存储器中。在进行处理之前，需要从存储器中读

出𝑃𝑃1(𝑯𝑯)和𝑃𝑃2(𝑾𝑾)进行解压缩处理： 

𝑯𝑯� = 𝐺𝐺1�𝑃𝑃1(𝑯𝑯)�,   𝑾𝑾� = 𝐺𝐺2�𝑃𝑃2(𝑾𝑾)� 

其中，𝐺𝐺1(∙)和𝐺𝐺2(∙)分别表示矩阵组𝑯𝑯和𝑾𝑾的解压缩函数。经过压缩和解压缩之后

得到的𝑯𝑯�和𝑾𝑾�与原始的𝑯𝑯和𝑾𝑾存在误差，定义为 

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑯𝑯 = 10 ∗ log10
𝐸𝐸 ��𝑯𝑯�𝑗𝑗,𝑘𝑘 − 𝑯𝑯𝑗𝑗,𝑘𝑘�𝐹𝐹

2�

𝐸𝐸 ��𝑯𝑯𝑗𝑗,𝑘𝑘�𝐹𝐹
2�

,   𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑾𝑾 = 10 ∗ log10
𝐸𝐸 ��𝑾𝑾�𝑗𝑗,𝑘𝑘 −𝑾𝑾𝑗𝑗,𝑘𝑘�𝐹𝐹

2�

𝐸𝐸 ��𝑾𝑾𝑗𝑗,𝑘𝑘�𝐹𝐹
2�

 

其中，‖∙‖𝐹𝐹表示矩阵的 Frobenius 范数；𝐸𝐸{∙}表示求期望运算，即在所提供矩阵

组的所有矩阵求平均。注意：标准输出矩阵组𝑾𝑾是 0相位，即其中矩阵𝑾𝑾𝑗𝑗,𝑘𝑘的每

个列向量的首个元素是 0 相位复数（实数）。若建模得到的𝑾𝑾�𝑗𝑗,𝑘𝑘带有随机初始相

位，可增加一步相位拉齐处理，将𝑾𝑾�𝑗𝑗,𝑘𝑘拉齐到与𝑾𝑾𝑗𝑗,𝑘𝑘相同的 0相位，然后再计算

误差。 

 综上所述，相关矩阵组的整体处理流程如下图所示。 
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三、建模问题 

输入矩阵组𝑯𝑯、标准中间矩阵组𝑽𝑽和标准输出矩阵组𝑾𝑾的数据及其维度如下，

数据采用十进制格式： 

 第一组：𝑀𝑀 = 4,𝑁𝑁 = 64, 𝐿𝐿 = 2, 𝐽𝐽 = 4,𝐾𝐾 = 384,𝜎𝜎2 = 0.01，详细数据见附

件； 

 第二组：𝑀𝑀 = 4,𝑁𝑁 = 64, 𝐿𝐿 = 2, 𝐽𝐽 = 4,𝐾𝐾 = 384,𝜎𝜎2 = 0.01，详细数据见附

件； 

 第三组：𝑀𝑀 = 4,𝑁𝑁 = 64, 𝐿𝐿 = 2, 𝐽𝐽 = 4,𝐾𝐾 = 384,𝜎𝜎2 = 0.01，详细数据见附

件； 

 第四组：𝑀𝑀 = 4,𝑁𝑁 = 64, 𝐿𝐿 = 2, 𝐽𝐽 = 4,𝐾𝐾 = 384,𝜎𝜎2 = 0.01，详细数据见附

件； 

 第五组：𝑀𝑀 = 4,𝑁𝑁 = 64, 𝐿𝐿 = 2, 𝐽𝐽 = 4,𝐾𝐾 = 384,𝜎𝜎2 = 0.01，详细数据见附

件； 

 第六组：𝑀𝑀 = 4,𝑁𝑁 = 64, 𝐿𝐿 = 2, 𝐽𝐽 = 4,𝐾𝐾 = 384,𝜎𝜎2 = 0.01，详细数据见附

件； 

附件中提供.mat 及.csv 文件格式的数据，按需使用其中的一种文件格式即

可。 

请基于以上提供的数据，采用适当的方法，解决以下相关矩阵组的低复杂度

计算和存储建模问题。注意，提交结果及论文需要完成以下问题 1、问题 2中的

至少一题，同时完成两题将适当加分。问题 3为开放式问题，不作为必选，但鼓

励尝试，有新意的算法模型设计将得到加分。 

在完成以下问题时，仅需考虑各个问题本身申明的建模需求，不需要考虑其

他问题产生的建模需求。例如，在完成问题 3时，不需要额外考虑问题 1中𝜌𝜌min(𝑉𝑉)
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的建模估计精度需求。 

问题 1：相关矩阵组的低复杂度计算 

1）基于给定的所有矩阵数据𝑯𝑯，分析其数据间的关联性，设计相应的近似分析模

型𝑽𝑽� = 𝑓𝑓1(𝑯𝑯)，在满足𝜌𝜌min(𝑽𝑽) ≥ 𝜌𝜌𝑡𝑡ℎ = 0.99的情况下，使得根据表格计算的总

计算复杂度最低。 

 注 1：在本问题中，暂不考虑矩阵数据𝑯𝑯的压缩与解压缩。 

 注 2：参考下述 2），当采用直接设计分析模型𝑾𝑾� = 𝑓𝑓(𝑯𝑯)的方式时，1）

可以跳过不做。 

2）基于给定的所有矩阵数据𝑯𝑯，分析其数据间的关联性，综合设计相应的近似分

析模型𝑾𝑾� = 𝑓𝑓(𝑯𝑯)，在满足𝜌𝜌min(𝑾𝑾) ≥ 𝜌𝜌𝑡𝑡ℎ = 0.99的情况下，使得根据表格计

算的总计算复杂度最低。 

 注 1：在本问题中，暂不考虑矩阵数据𝑯𝑯的压缩与解压缩。 

 注 2：在本问题中，可以： 

 在 1）的基础上考虑𝑾𝑾� = 𝑓𝑓2�𝑽𝑽��，因此𝑾𝑾� = 𝑓𝑓(𝑯𝑯) = 𝑓𝑓2�𝑓𝑓1(𝑯𝑯)�；或

者， 

 不需考虑中间结果𝑽𝑽，直接设计分析模型𝑾𝑾� = 𝑓𝑓(𝑯𝑯)，此时 1）可以

跳过不做。 

 注 3：如果使用常规数学方法，则考虑所有运算过程涉及的计算复杂

度；如果使用人工智能方法，则优先考虑推理阶段的计算复杂度，但需

要充分考虑泛化性。 

问题 2：相关矩阵组的低复杂度存储 

基于给定的所有矩阵数据𝑯𝑯和𝑾𝑾，分析各自数据间的关联性，分别设计相应

的压缩𝑃𝑃1(∙)、𝑃𝑃2(∙)和解压缩𝐺𝐺1(∙)、𝐺𝐺2(∙)模型，在满足误差𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑯𝑯 ≤ 𝐸𝐸𝑡𝑡ℎ1 = −30dB、

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑾𝑾 ≤ 𝐸𝐸𝑡𝑡ℎ2 = −30dB的情况下，使得存储复杂度和压缩与解压缩的计算复杂度

最低，复杂度计算同问题 1。 

 注 1：压缩与解压缩函数的设计方法不做限定。 

 注 2：计算复杂度考虑压缩和解压缩函数的所有运算过程。 

 注 3：在本问题中，暂不考虑分析模型𝑾𝑾� = 𝑓𝑓(𝑯𝑯)对输出矩阵组𝑾𝑾的影

响。 

 注 4：两个建模优化目标（存储复杂度，压缩与解压缩的计算复杂度）

的优先级相同。 
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问题 3：相关矩阵组的低复杂度计算和存储 

基于给定的所有矩阵数据𝑯𝑯，分析其数据间的关联性，在满足𝜌𝜌min(𝑾𝑾) ≥

𝜌𝜌𝑡𝑡ℎ = 0.99的情况下，设计低复杂度计算和存储的整体方案，完成从矩阵输入信

号𝑯𝑯到近似矩阵输出信号𝑾𝑾�的端到端流程。 

 注 1：在本问题中，可以考虑从矩阵输入信号𝑯𝑯到近似矩阵输出信号𝑾𝑾�
为一个整体流程，而非依次经过“压缩/解压缩、计算单元、压缩/解压

缩”的过程。 

 注 2：如果使用人工智能方法，需要考虑人工智能模型的存储复杂度以

及推理阶段的计算复杂度。 
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